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Chapter 1

Wyrazenia arytmetyczne i
algebraiczne

Zacznijmy od sformulowania poje¢ wyrazenia arytmetycznego i algebraicznego.

Defimnicja 1.1 Wyrazeniem arytmetycznym nazywamy cigg liczb polgczonych czterema
operacjami arytmentycznymi dodawania, odejmowania mnozenia i dzielenia przez liczby
rozne od zera.

Na przyklad, wyrazenie

3x44+6:2—2%x3
23 4+32-8:2

jest wyrazeniem arytmetycznym sktadajacym sie z ciagu liczb

Licznik : 3,4,6,2,2,3,
maianiwnik : 2,3,3,2,8,2
polaczonych operacjami arytmetycznymi
T R 1 T
Podobnie definiujemy wyrazenia algebraiczne. Mianowicie

Defimnicja 1.2 Wyrazeniem algebraicznym nazywamy cigg liczb lub liter potgczonych czterema
operacjami arytmentycznymi dodawania, odejmowania mnozZenia i dzielenia przez liczby lub
litery, ktorych warto$ci sq rézne od zera.

Na przyklad

ax4d+x:2—2%x3
3432 -0b:2

jest wyrazeniem algebraicznym skladajacym sie z ciagu liczb i liter

a,4,2,2,2,3,2,3,3,3,2,b,2
polaczonych operacjami arytmetycznymi

*, +7 BT *3/574_57_7:



ktére dla wartosci a = 3, x = 6, b = 8 staje si¢ wyrazeniem arytmetycznym.
Obliczajac warto$¢ wyrazenia arytmetycznego nalezy zachowac kolejnos¢ wykonywania op-
eracji arytmetycznych.

Najpierw wykonujemy operacje mnozenia i dzielenia, w nastepnej kolejnosci wykonujemy
operacje dodawania i odejmowania.

Kolejnos¢ wykonywania operacji arytmetycznych moga zmieni¢ nawiasy, jezeli w wyrazeniu
nawiasy wystepuja.

W szkotach i na uniwersytetach, w zakresie przedmiotéw Scistych, wiele wzorow maja postac
wyrazen algebraicznych.

W szkotach podstawowych juz od pierwszej klasy uczymy obliczania wartosci najprostrzych
wyrazen arytmetycznych.

Zatem, wyrazenia arytmetyczne lub algebraiczne sa wazna czescia programdéw nauczania
matematyki. Im wczedniej uczniowie osiagna sprawno$é¢ rachunkowa obliczania wartosci
tych wyrazen tym lepiej.

1.1 Wyrazenia arytmetyczne proste i z nawiasami

Zacznijmy ¢wiczenia obliczania wartosci wyrazen arytmetycznych od prostych zadan.

1.1.1 Cwiczenia

Zadanie 1.1 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego
() 12414424
(b) 50—24-38
Zadanie 1.2 Oblicz wartosé¢ wyrazenia arytmetycznego zachowujgce kolejnosé dziatan
(a) 18—16+2%8
(b) 5%x6+24:3
Zadanie 1.3 Oblicz wartosé¢ wyrazenia arytmetycznego z nawiasamsi
(a) 3x(446)—2x*(3+5)
(b) (50 —40)*2—(104+6):2
Zadanie 1.4 Oblicz wartosé¢ wyrazenia arytmetycznego
52 %2% 3% %25 — 47 57
Zadanie 1.5 Oblicz wartosé wyrazenia artmetycznego

33 %23 — 32 %22
3%x2342%3

Odp:6



Zadanie 1.6 Oblicz wartosé¢ wyrazenia arytmetycznego

2 3 2 3
L x2 —£x2
5 2 3 7
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Zadanie 1.7 Oblicz wartosé¢ wyrazenia arytmetycznego
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Zadanie 1.8 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego z nawiasamsi
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Zadanie 1.9 Oblicz wartosé¢ wyrazenia arytmetycznego z nawiasamsi
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Zadanie 1.10 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego z nawiasami
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1.2 Wyrazenia algebraiczne

Przypominamy, ze oprécz wyrazen arytmetycznych, mamy wyrazenia algebraiczne. W
wyrazeniach algebraicznych dopuszczamy litery, symbole o zmiennej warosci. Zatem, wyrazeniem
algebraicznym nazywamy ciag liczb i liter polaczonych operacjami arytmetycznymi dodawa-

nia, odejmowania, mnozenia i dzielenia.

Przyklad 1.1 Uprosé wyrazenie

CL2—6L

—(a+1), a>1.
a—1

Rozwiazanie. Wykonujac dzialania arytmetyczne, obliczmy

a’—a _ (a*=a)—(a—1)(a+1)
a—1 “le+D) = a—1
_ (@—a)—[ala+ 1)~ 1(a+1)]
a—1
_ad*—a—[a*+a—a—1]
N a—1
_a*—a—a’+1]
N a—1

- l—ai l—ai

a—1 1—a




1.2.1 Zadania

Zadanie 1.11 Oblicz wartosé wyrazenia algebraicznego dla wartosci a = 2

2 3 2 3
b b b b

Zadanie 1.13 Oblicz wartosé¢ wyrazenia algebraicznego dla wartosci ¢ = 3
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Zadanie 1.14 Oblicz wartosé wyrazenia algebraicznego dla a = 2

Zadanie 1.15 Oblicz wartosé wyrazenia algebraicznego dla b =3
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Zadanie 1.16 Oblicz wartosé wyrazenia algebraicznego dla ¢ =1
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1.3 Wpyrazenie algebraiczne liniowe

Wyrazenie algebraiczne
axx+0b

nazywamy liniowym ze wzgledu na zmienna z, gdzie wspdtczynniki wyrazenia liniowego a i
b maja ustalona wartosc.

Na przyklad
2xx+ 1, gdzie wspolczynniki a=2, b=1

—5xx+4, gdzie wspolczynniki a=-5 b=4

1.3.1 Zadania

Zadanie 1.17 Napisz wyrazenie algebraiczne liniowe o wspotczynnikach

(1)  a=35, b= —-25
3 2
i’ 3 po 2
1 1
(iit) a= 3 b= >
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1.4 Roéwnanie liniowe

Roéwnanie w postaci
axx+b=0

lub kazde inne réwnanie, ktére mozna sprowadzi¢ do tej postaci nazywamy réwnaniem
liniowym ze wzgledu na niewiadoma z. wspdlczynniki a i b tego réwnania maja wartosc
ustalona.
Rozwiazaniem réwnania liniowego z niewiadoma x jest kazda liczba, ktéra podstawiona w
miejsce x, spelnia to réwnanie.
Rozwiazanie réwnania liniowego otrzymujemy postegpujac wedlug schematu:
e przenosimy liczby na prawg strone zmieniajac ich znak na przeciwny,
e niewiadoma x zostawiamy na lewej stronie
e dzielimy lub mnozymy przez wspélczynnik a # 0, zeby otrzymaé wspélczynnik 1 przy
zmiennej x.

Przyklady réwnan liniowych z rozwiazaniami.

2%xx—4=0, x=2, bo 2x2—-4=0, dla a=2, b=-4

—3xx+3=0, z=1, bo —-3%14+3=0, dla a=-3, b=3

Przyklad 1.2 Rozwigz réownanie liniowe
20 —1=0, a=2, b=-1.

Rozwiazanie.
Przenosimy liczbe —1 na prawa strone, zmieniajac znak na przeciwny idzielimy obie strony
tego rownania przez 2

20=1]:2

W ten sposéb znajdujemy rozwiazanie

N~



1
Podstawiajac do réwnania x = > sprawdzamy, ze otrzymane rozwigzanie spelnia to réwnanie.

1
Mianowicie dla x = 37 mamy
1
2x—1:2§—1:1—1:0.

1
Widzimy, ze rozwiazanie x = 3 spelnia to réwnanie. Teraz podamy ogdlny schemat rozwiazania

roéwnania liniowego.
axr+b=0,

a#0,

1.4.1 Zadania

Zadanie 1.18 RozwigZ réownanie
(i) 3x-12=0
(7i) 5x+20=10

(iid) %x—l— g =1

(w) 1,52+2,9=7

Zadanie 1.19 Maly pastuszek zauwwazyt lecgce bociany i krzykngt chyba ich leci 100.
Starszy pastuch odpowiedzial duzo mniej, gdyby leciato ich dwa razy tyle, i pot tyle, 1

Cwierc tyle 1 ty Zebys z nimi polecial to wtedy bytoby ich razem z tobg 100. Ile bocianow
leciato po niebie?

Obraz Jozefa Chelmoriskiego (1849-1914). Bociany

Zadanie 1.20 Franek czytal ksigike 25 stron dziennie. Przeczytal calg ksigike w ciggu 3
dni.

Oblicz ile stron ma ta ksigzka ¢



Zadanie 1.21 Marysia kupita 3 zeszyty po 7 ztotych kazdy. Kazik kupit pitke za 10 ztotych
i zegarek za 35 zlotych?

lle zaplacita Marysia za 3 zeszyty ?

lle zaptacit Kazik za pitke © za zegarek ¢

O Ile wiecej ztotych Kazik zaplacit za zakupy od Marysi ?

Bolek jest 2 razy starszy od Stefki, ktora ma 7 lat. Olek ma tyle lat co Bolek i Stefka razem.
(a) Ile lat ma Bolek ?

(b) Ile lat ma Olek ?

Zadanie 1.22 Na kilku drzewach siedziaty wrony. Janek powiedziat do Ojca
Tato duzo wron widze na drzewach, chyba jest ich 100.
Ojciec odpowiedzial Jasiu gdyby byto 2 razy tyle i potowe tyle to wtedy bytoby 100 wron.

Ile wron siedziato na drzewach ?

Zadanie 1.23 Upros¢ wyrazenie algebraiczne

CLQ—CL

a_l—(a—l-l), a>1.

1.5 Nierédwnosci

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci zmiennej x, ktore sa wieksze od zera.

x>0

Nieréwnosé ostra x > 0 wartosci dodatnich zmiennej

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci zmiennej x, ktore sa mniejsze od zera.

<0

Nieréwnosé¢ ostra x < 0 wartosci ujemnych zmiennej x

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci zmiennej x, ktore leza



pomiedzy liczba 1 i liczba 2.

Wartosci zmiennej x pomiedzy 1 ¢ 2

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci zmiennej z, ktére leza pomiedzy liczba -2 i liczba -1
lub liczba 1 i liczba 2.

—2<x<—1 1<x<2
—— ——
* é 4 * é 4 *
-3 —2 —1 0 1 2

Wartosci zmiennnej x pomiedzy —2 i —1 lub 1 i 2

gdy —2<z<-1 lub 1<z<2
1.5.1 Zadania
Zadanie 1.24 Rozwigz nierownosé
(1) 2z—-1>1
(i) 4z —6<10

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci zmiennej x, dla ktérych nieréwnosci (a) i (b) sg
prawdziwe.

Przyklad 1.1 Rozwigz nierownosé
3(z—1)<2(x+1)
Zaznacz na osi liczbowej te wartosci zmiennej x, dla ktorych nierowno$c jest prawdziwa.

Rozwiazanie
Wykonujemy mmnoZenia po lewej i po prawej stronie nierownosci

3r—3<2x+2

Zawsze, przenosimy zmienng x na lewg strone nierownosci ze znakiem przeciwnym, nato-
miast liczby przenosimy na prawg strone nierdwnosci tez ze znakiem przeciwnym

3r—2xr <243, x<5

Na osi liczbowej zaznaczmy rozwigzanie nierownosci r < 5
<5

Nierdwno$é ostra wartosci zmiennej x mniejszych od 5



Zadanie 1.25 Rozwigz nierownosé

() 3Gr—1)—202¢+1) <4z —1)
(5) 3(x—2)+4(x+2)<2x+10

r—1
r+1

(4i1) <1 dla x# -1

Zaznacz na osi liczbowej te wartodci zmiennej x, dla ktérych nieréwnosci (i), (i) i (#i) sg

prawdziwe.
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1.6 Ulamki dziesietne

Utamki zwykle o mianownikach 10,100, 1000 na zywamy ulamkami dziesigtnymi. Ulamki
dziesietne piszemy uzywajac przecinka zamiast kreski, piszemy jak nizej

1 1 1
i = 0,1, 100 = 0,01, 1000 = 0,001.
oraz 3 5
= = 0,3 —, = 0,05
& = 0,035 ﬁ = 0,735
1090 ’ 1009 T
22 = 2,3, 10— = 10,12

10 100
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Mamy relacje odwrotne, utamki dziesigtne zamieniamy na utamki zwykle

1 1
0,1 = — 0,01 = —
3 101’ 3 ]300’
0,001 = —— 0,3 = —
’ 1g00’ ’ 1%
0.06 = — 0,035 = ——
],;)()5’ ’ ]3000’
0,735 = 13 2,3 = —
’ 100102’ ’ 10’
10,12 = 10—
’ 100

Kazdy utamek zwykly mozemy zamieni¢ na utamek dziesietny.

Pierwszy prosty sposob zamiany ulamka zwyklego na dziesigtny polega na zapisaniu tego
utamka przy mienowniku, 10,100, 1000, ... Ten sposéb jest prosty tylko dla wybranych
utamkdw.

Przykiad 1.2

121*5:320'1
R
i m

ot

A5 2 ea ' g0 006
250 2504 1000
Drugi sposéb zamiany utamkoéw zwyklych na dziesigtne polega na dzieleniu licznika przez

mianownik.

1
Przyklad 1.3 Zamien utamek 1" utamek dziesietny.

Rozwiazanie. Dzielimy 1=1,00 przez 4. ZauwazZamy, Ze zera po przecinku mie zmieniajg
warto$ci 1

0,25

1,00 :4

Odpowiedz: i =0,25



1.6.1 Zadania

Zadanie 1.26 Zamien utamek zwykly na dziesietny

. 3
() 5

.. 37
(44) 50

. 253
(#i) 250

Zadanie 1.27 Zamien utamek zwykly na dziesietny

. 2
() 15

.. 23
(44) YT

37
(4i1) 150

SZKOLA PODSTAWOWA HELIANTUS
02-892 WARSZAWA
ul. BAZANCIA 16
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5 godzin lekcyjnych
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1.7 Procenty i promile
p% procent to utamk b o liczniku p i 0 mianowniku 100.
Na przyklad

1
1% jeden procent to utamek Too = 0.01 o liczniku 1 i o mianowniku 100.

25% to ulamek % =0.25 o liczniku 25 i o mianowniku 100.

100% to caloéé % =1 o liczniku 100 i o mianowniku 100
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Obliczamy p% procent z wartosci a

p% * a=-L xa

100

jako utamek o liczniku p i o mianowniku 100 z a.

1.7.1 Zadania
Zadanie 1.28 Oblicz 15% z wartosci a=60

15 15560 15%6 90
15% % 60 = 7o % 60 = = = = = =5 =9
Zadanie 1.29 Oblicz 25% 2z wartosci a=3000
2 2
95% % 3000 = —2- x 3000 = 2023000 _ 75000 _

100 100 100

Odwrotnie, majac p% * a procent wartosci a, obliczamy wartosé a

Przyktad 1.4 30% procent wartosci a réwna sie 600. Oblicz wartosé a

Rozwiazanie.

30 600 600 x 100
30% * a = 600, m*azﬁOO, QZ%ZT

= 2000

Zadanie 1.30 Oblicz 75% z wartosci a = 2000
Zadanie 1.31 Oblicz 15% z wartosci a = 4000

Odwrotnie, majac p% * a procent wartosci a, oblicz wartosé a podana nizej w éwiczeniach

Zadanie 1.32 50% procent wartoéci a réwna sie 800. Oblicz wartosé a

Zadanie 1.33 30% procent wartosci a réwna sie 5000. Oblicz warto$é a

Zadanie 1.34 Cena metra kwadratowego materiatu na zastony okien kosztowata 50 2t. Na-
Jpierw podwyzszono cene o 30% potem obnizono o 10 % za metr kwadratowy. Ile zaplacit
klient za 10 m? materiatu ?

Zadanie 1.35 Cena materiatu razem z 7% VAT kosztowata 107 2t. Podatek VAT materiatu

wrdst do 22%. Ile kosztowal materiat z catym VAT 2. O ile procent wrosta cena materiatu
7



1.8 Promile

Promile to utamki o mianowniku 1000.
p%% promili to utamk 1000 o liczniku p i o mianowniku 1000.

Na przyklad

1
1%% jeden procent to utamek —— = 0.001 o liczniku 1 i o mianowniku 1000.

1000

25%% to ulamek % = 0.025 o liczniku 25 i o mianowniku 1000.

1000%% to calogé 1000

1000 =1 o liczniku 1000 i o mianowniku 1000.

Obliczamy p%% procent z wartosci a

P a:1§oo*a

jako utamek o mianowniku 1000 z a.

1.8.1 Zadania
Zadanie 1.36 Oblicz 15%% z wartosci a=3000

15 15 % 3000
1 = = —— = 4
5%% * 3000 1000 * 3000 1000 5
Zadanie 1.37 Oblicz 25%% z wartosci a=3000
25 25 % 3000
2 = — = ——— =
5%% * 3000 1000 * 3000 1000 75

Odwrotnie, majac p%% * a procent wartosci a, obliczamy warto$é a

Przyktad 1.5 30%% procent wartosci a réwna sie 600. Oblicz wartosé a

Rozwiazanie.
3 600 600 1000
30%%x 0. =600, g5aq * @ =600, 0= 0= "5

Zadanie 1.38 Oblicz T5%% z wartosci a = 2000

Zadanie 1.39 Oblicz 15%% 2z wartosci a = 4000

1.9 Procent skladany
Whprowadzmy nastepujace oznaczenia
o K - kapital poczatkowy

o K, - kapital po n latach

= 20000
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e p - procent wzrostu kapitatu lub malenia kapitalu kredytu w skali roku, przy stalych
ratach miesigcznych R splacania kredytu K.

e 1 - iloé¢ lat oszczednosci

Po pierwszym roku oszczgdzania kapital Ky wzrosnie o p%

b b
K =K, Ky— = Ko(1 + —
1 o+ 9700 o +100)

Po drugim roku oszczednosei kapitat K7 wzrosnie o p%

_ P _ Py P e
Ky = Ky + K, 100 Ki(1+ 100) Ko(1 + 100)

Ogdlnie, stosujac zasade indukcji zupelnej, po n latach oszczedzania kapitat K,,_; wrosnie
o p%. To znaczy

p p
K,=K, 1+ K, 1+ =Ky(l+—-)"
1+ 1700 of +100)

W ten sposéb otrzymalismy wzdr na koncowy kapital po n latach oszczedzania
p
K, =Ky(1+-—=—)" 1.1
o1+ 100) (1.1)
Przyktad 1.3 Oblicz o ile wzrosnie kapitat 150000P LN po 10 latach, jezeli prcent p = 5%.

Rozwiazanie. Stosujac wzor (1.1) dla Ky = 150000, n = 10, p = 5, obliczamy

5
Kip = 150000(1 + Too)w = 150000 % 1.05'% = 150000 * 1.62889 = 244334PLN

Odpowiedz: Kapital 150000P LN wzros$nie przez 10 lat do sumy 244334PLN.

Splata kredytu. Podobnie obliczamy procent skltadany od kredytu Ky przy ratach miesigcznych
R, jezeli procent kredytu jest réwny p%
Po pierwszym roku splacania kapital Ky zmaleje o 12R rat plus p% z kapitalu Kj.

p p
Ky = Ko+ Ko2 — 19R = Ko(1+ -2} — 12
1= Ko+ Kogqq = 121 = Kol + 755) — 12

Po drugim roku sptacania kapital Ky zmaleje o 12R rat plus p% z kapitatu K.

P
Ky= = Ki(1+—)-12
2 1(+1OO) R
P P
= (Ko(1+—=—)—12R)(1 + —)—12
(Ko ( +100) R)( +100) R
P p p p
= Ko(l1+ =—)>—-12R(14+ —)—12R=Ko(1+ =—)2 —12R(1+ (1 + —
of +100) (+100) of +100) (1+( +100))

Ogodlnie, stosujac zasade indukcji zupelnej, po n latach splacania kapital K, zmaleje do
sumy

D
K,= = K, 1(1+2)-12
1( +100) R
_ P \n _ P P2, P \n—1
= KO(1+1OO) 12R(1+(1+100)+(1+100) + +(1+100) )



Stosujac wzdr
q" -1

Sp=1+q+¢+ +¢""'= p—

. . p 2 ,
na sume postepu geometrycznego o ilorazie ¢ =1+ 100’ otrzymamy wzér na koncowy

kapital po n latach splacania kredytu.

K, = Ko(1+i)"—123% = Ko(l+i)"_123*100%

1.2
100 1+ 555 -1 100 D (12)

Przyklad 1.4 Oblicz do jakiej sumy zmaleje kredyt od kapitatu Ky = 300000PLN po 20
latach sptacania kredytu obcigzonego p = 5% przy ratach miesiecznych R = 2000PLN.

Rozwiazanie. Stosujac wzér (1.2) dla Ky = 300000, n =20, R = 2000, p =5, obliczamy

(1+ 55)%0 -1

5 —
Ko = 300000(1 + ——)?° — 12 % 2000 * 100 = 2406.41

100 )
Odpowiedz: Po 20 latach kredyt zmaleje do sumy Koo = 2406.41PLN.

Zadanie 1.40 Oblicz do jakiej sumy zmaleje kredyt Ko = 500000PLN po 20 latach sptaconia,
jezeli raty miesigczne R = 2500, a procent (i) p = 5%, (ii) p=6%."

SZKOLA PODSTAWOWA HELIANTUS
02-892 WARSZAWA
ul. BAZANCIA 16

TEMAT 3.5
Wrtos$é bezwzledna

3 godzin lekcyjnych

Tadeusz STYS

1.10 Wartos¢ bezwzglena

Wartosé bezwzgledna liczby to odleglo$é punktu x od poczadku ukladu oznaczonego przez
0. Zatem, wartos¢ bezwzgledna liczby x jest zawsze nieujemna.

Defimnicja 1.3 Wartos¢ bezwzgledng liczby x okreslamy jak nastepuge:

xz, gdy x>0,
|z| =

—x gdy =<0

1 Jezeli roczny wzrost kredytu réwny jest sumie 12 rat splaty kredytu to kredyt Ko nigdy nie zmaleje i
nie wzroénie



17

Na przyktad |5| = 5 bo 5 > 0, réwniez | — 5| = —(=5) =5, gdy = = =5 < 0.
Réwniez warto$é bezwzgledna liczby « jest dana wzorem |x| = vz2.

Va2 = |z
Vi = ale — 2 nie jest pierwidastkiem 24
i i -
-2 -1 0 1 2

Wykres wartosci bezwzlednej y = |z|

Odcinek na osi liczbowej. Z definicji wartosci bezwzglenej liczby x, wynika nieréwnoscé
|| <a, wtedy itylkowtedy gdy —a<z<a, a>0.
Rzeczywiscie, zauwazamy, ze
lz|<a, gdy z<a 1 —z<a, toznaczy —a<z<a.

Na osi liczbowej zaznaczmy zbiér liczb z, ktére speliaja —a <z < a

—a 0 a

Odcinek na osi liczbowej |z] < a.
Podobnie, odcinek [a, b] o poczatku w punkcie a i koficu w punkcie b, to jest zbiér punktéw
x lezacych pomiedzy punktami a i b piszemy jak nastepuje:
[a,)]={zx € R: a<x<b}

Dhugosé odcinka [a, ], to jest odlegto$é punktu a od punktu b, réwna sie¢ wartosci bezwzglednej
réznicy |b — al.

Przyklad 1.5 Rozwigz réownanie
|22 — 3| = 5.

Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.
Rozwiazanie. 7 defincji wartosci bezwzglednej
20 —3=5, gdy 2x—32>0, to x =4,
|22 — 3| =
—(2x—-3)=5 gdy —20+3<0, to z=-1,

Rozwiazanie x=-1 lub z = 4 podane jest nizej na osi liczbowej.

r=—-1 0 r=41

Rozwiazanie z = —1 lub = = 4.

s

Przyklad 1.6 Rozwigz nierowns
|z — 3] < 2.
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Rozwiazanie. 7 definicji wartosci bezwzlenej nieréwnosé
|z — 3] <2.

jest rownowazna z podwdjna nieréwnoscia

—2<x—-3<2, lub 1<z<5.
Odpowiedz: 1 < x <5.
Przyklad 1.7 Podaj zbior punktow, ktore spelniajg nierdwnosé

e —1|+]z+ 1 <1.
Zaznacz ten zbior na osi liczbowe;.
Rozwiazanie. 7 definicji wartosci bezwzlenej znajdujemy
l.dla z+1<0, lt+1l]=—(x+1)=-1-2z, i |[z—1]=—(x—-1)=-1—2

e =14+ jz+1=1-2z—-1—2=—-2z<1,

gdy x> 3 wtedy nierownosc nie ma rozwiazania
2.dla -1<z<1l, j[z—=1=@-1)=z-1, i [z+1ll=—(z+1)=-1—2
e =1+ ]z+1ll=2—-1-1-2z=-2<1,
gdy —1<z <1, wtedy nierownosc jest prawdziwa dla —1 <z <1
3.dla x—-1>0, lt—1=z—-1, i [z+1]=2+1

le =14+ ]jz+1=(x—-1)+ (z+1) =22z <1,

, wtedy nierownosc nie ma rozwiazania

N~

gdy =<

Odpowiedz: Nieréwnos¢ jest spelniona dla —1 < z < 1. To znaczy dla wszystkich z takich,
ze |z < 1.

Zauwazmy, ze odlegto$¢ kazdego punktu 2 € [—1, 1] od punktu —1 plus odlegtosé tego punktu
x od punktu 1 réwna si¢ 1. Zatem nieréwno$¢ jest spelniona réwniez dla x = —1 lub z = 1,
wtedy zachodzi znak réwnosci. Zaznaczmy to rozwiazanie na rysunku.

|z+1] |z—1|

L
Iy

VA

-~
Py

-1 0 T 1
|z — 1] + |z + 1] = 1 dla kazdego = € [—1,1]

1.10.1 Zadania

Zadanie 1.41 RozwigZ réownanie
|3z — 5| = 4.

Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.



Zadanie 1.42 RozwigZ réownanie
|22 — 3| = 5.

Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.
Zadanie 1.43 Rozwigz nierownosé
|z — 5] < 2.
Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.
Zadanie 1.44 Podaj zbior punktow, ktore spetniajg nierdwnosé
|z] + |z — 2| < 2.
Zaznacz ten zbior na osi liczbowej

SZKOLA PODSTAWOWA HELIANTUS
02-892 WARSZAWA
ul. BAZANCIA 16

TEMAT 3.6
Ciagi i szregi liczbowe

5 godzin lekcyjnych

Tadeusz STYS

1.11 Ciag arytmetyczne i szereg arytmetyczny.
Wyrazenia postaci

ao, a9 +1,a0 + 2r, ag +3r,...,a0+nr; n=20,1,2,..;
nazywamy ciagiem arytmetcznym, gdzie ag € R jest pierwszym wyrazem ciagu i r € R jest
roznica ciagu.
Zatem wyraz ogllny ciagu a, mozna zapisa¢ wzorem

anp =ag+nr, n=20,1,2,..;

Roéznica pomiedzy kolejnymi wyrazami ciagu wynosi

ny1—ap=a+n+Lr—(a+nr)=r, n=0,1,2 ..;
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Na przytad, ciag kolejnych liczb naturalnych
0,1,2,..;

jest ciagiem arytmetycznym o wyrazie pierwszym ag = 0, réznicy r = 1 i o wyrazie ogélnym
ap = n.
Srednia Arytmetyczna. Zauwazmy, ze wyraz ciggu arytmetycznego

anp—1 + An+1
2

Ay =

jest érednig arytmetyczng wyrazu poprzedniego i nastepnego.
Rzeczywiscie, obliczamy

n-1+any1r (a4 (n—1)r)+ (ap + (n+1)r)  2a¢ + 2nr

= ay,
2 2 2

Roéwniez sumy dwéch wyrazow odleglych o liczbe k od ag i o liczbe k od ay,
ao + an = ax + an—k

sa réwna dla kazdego k = 0,1, 2, ...n;
Mianowicie, sprawdzamy, ze dla kazdego k = 0,1, 2, ..., n, may

ag + an—p =ao+kr+ao+ (n—k)r =ap+ ao+nr=ao+ an.

ag An—k an
Przyklad 1.8 SprawdZ czy nastepujgcy cigg jest artmetyczny

. 3n+1
(Z) apn = 3 )

(it) an=1+n% n=0,1,2,..,:

n=20,1,2,..;

Rozwiazanie (i). Sprawdzamy czy réznica r kolejnych wyrazéw tego ciagu jest stata, to
znaczy jest niezalezna od n

3n+1)+1 3n+1 3n+1 1 3n+1 1
T=Gpt1 — Ap = — = - — ==, n=0,1,2,..;
3 3 3 3 3 3
—_—————— ———
An41 An

OdpowiedZ: Ciag (i) jest arytmetyczny, gdyz réznica pomiedzy kolejnymi wyrazami tego
1

ciagu jest stata r = 3 inie zalezy od n =0,1,2,...;

Rozwiazanie (ii). Sprawdzamy czy réznica kolejnych wyrazéw ciggu jest stala, to znaczy

niezalezy od n

r=tni1—ap=1+Mn+1)2-Q+n*)=1+n*+2n+1-(1+n? =1+2n,
—_——— N—_——

An41 An

OdpowiedZ: Widzimy, ze ciag (i) nie jest ciagiem arytmetyczny, gdyz réznica pomiedzy
kolejnymi wyrazami ciagu 7 = 2n+ 1 dlan =0, 1, 2, ...; zalezy od n.
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1.11.1 Zadania

Zadanie 1.45 SprawdZ czy nastepujgcy cigg jest artmetyczny

1
(A ap= 8n5+ , n=0,1,2,..;

() ap=142", n=0,1,2,..,:

Postep Arytmetyczny. Postepem arytmetycznym nazywamy sume wyrazdéw ciagu aryt-
metycznego
ap+ay+az+---+an

lub
ap + (a0 + 1) + (ap + 2r) + - - - + (ap + nr),

W sigma notacji piszemy szereg arytmetyczny jako nastepujaca sume:

n
Zak:a0+al+a2+"'+ana
k=0

lub

n
Z(ao—i-kr) =ag+ (ap+7r)+ (ag +2r) 4+ -+ -+ (ag + nr).
k=0
Latwo wyprowadzi¢ wzér na sume n wyrazéw ciggu arytmetycznego.
Mianowicie, oznaczmy sume przez

Sp,=ap+ar+as+ -+ an_1+ an.
Napiszmy ta sume w odwrotnej kolejnosci dodawania wyrazow

Sp =an +an—1+--+az+ a1+ ag
Dodajac stronami, otrzymamy

25, = (ao+an)+ (a1 +an-1)+ (a2 +an—2)+ -+ (an-1+ a1) + (an + ao)

Poniewaz, wyrazy postepu arytmetycznego spetniaja rownoscé
apg+ap, =a1+ap—1 =a2+ap_o2=---=an + ag
dlatego, suma wyrazow ciagu arytmetycznego
25, = (n+1)(ao + an)

lub 41
S, =2

(2ag + nr).
Przyklad 1.9 Oblicz sume postepu arytmetycznego
1+2+3+ +n.
Rozwiazanie. Zauwazmy, ze w tym postepie arytmetycznym pierwszy wyraz ag = 0 i
roznica r = 1.
Stosujac powyzszy wzor, znajdujemy sume

(n+1)

1
Sp = 5 (2ap +nr) = (nt+1)n )n

2

Zadanie 1.46 Oblicz sume n wyrazow postepu arytmetycznego o wyrazie ogolnym
_3n+5
- —5

n=0,1,2,..;

Qn
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1.11.2 Ciagi geometryczne i postepy geometryczne.

Wyrazenie postaci

2 3 n — .
aop, apq, aoq , aoq -, ..., apq n_051525"'7

nazywamy ciagiem geometrycznym, gdzie ag € R jest pierwszym wyrazem ciagui q € R
jest ilorazem ciggu.
Zatem wyraz ogllny ciagu geometrycznego piszemy

an = apq", n=0,1,2,..;

Zakladamy nie trywialny przypadek gdy ag # 0, ¢ # 0.
Tloraz dwéch kolejnymi wyrazow ciagu

An+1

=q, n=0,1,2,..
an
Na przyklad, ciag liczb
1,2,22,23. ;27
o wyrazie pierwszym ag = 1, ilorazie ¢ = 2 i o wyrazie ogélnym a,, = 2™ jest ciagiem

geometrycznym. Zauwazmy, ze gdy iloraz ¢ = 0 to ciag geometryczny jest o wyrazie ogélnym
staltym a,, = a¢ dla kazdego nl,2,...;

Srednia Geometryczna. Zauwazmy, ze wartos¢ bezwzgledna wyrazu ciagu geometryczngo
jest srednia geometryczng wyrazu poprzedniego i nastgpnego

lan| = V|an—1an41]

Rzeczywiscie, obliczamy

1 1 2

xaxq" =a?x¢®" =a?

n—
Ap—1 *Ap4+1 = a q ne

Skad wynika srednia geometryczna

|an| = V0n—-1*An41
Roéwniez iloczyny dwéch wyrazéw odlegtych o liczbe k od ag i liczbe k od a,
ag * Qp = Ak * Qp—k

sa réwna dla kazdego k = 0,1, 2, ...n;
Mianowicie, sprawdzamy, ze dla kazdego k =0,1,2,...,n

A * an_p = ao * ¢° x ag * ¢" % = ag(aoq™) = ag * an.
—_—— —— —
ar, An—r
Przyklad 1.10 SprawdZ czy nastepujgcy cigg o danym wyrazie ogdlnym jest geometryczny

. 3"
(Z) an = 2_71’

(it) an,=n%* n=12,..,:

n=20,1,2,..;

Rozwiazanie (i). Sprawdzamy czy iloraz ¢ kolejnych wyrazéw ciagu jest staly, to znaczy
jest niezalezny od n

anir 3"“)' gn. gntlygn 3
a,  ‘ont) \gn) Tonxign T 5 O

n=0,1,2,..;
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Odpowiedz: Ciag jest geometryczny, gdyz iloraz kolejnych wyrazow ciagu jets staly i nie
3
zalezy od n, ¢ = 3 dlan=0,1,2,..;

Rozwiazanie (ii). Sprawdzamy czy iloraz ¢ kolejnych wyrazéw ciagu jest staly, to znaczy
jest niezalezny od n

. 1)2 249 1 2 1
a/+17(n+ ) n’ 4+ ;1+ :1+_+_2, n:1,2,,
n n

an, n?2 n

2 1
Odpowiedz: Cigg nie jest geometryczny, gdyz iloraz kolejnych wyrazéw ciggug =1+ — + —

n o n
dlan =1,2,...; zalezy od n.

1.11.3 Zadania

Zadanie 1.47 SprawdZ czy nastepujgcy cigg jest geometryczny.

(V)
(7) e

(i) v/, ... n=12,..;

Zadanie 1.48 Podaj pierwszy wyraz, n-ty wyraz i oblicz iloraz ciggu geometrycznego

n=20,1,2,..;

32 33

. 1
(Z) ga ) ga 55"'7
(i) V2, 2, 2v2, 4, 4V2, ...:

ol w



