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0.1 Zastosowanienie iloczynu wektorowego

do obliczania pola czworoka̧ta dowolnego.

Pole dowolnego czworoka̧ta ABCD o danych wierzcho lkach A, B, C, D we
wspȯ lrzȩdnych kartezjaṅskich możemy obliczyċ stosuja̧c iloczyn wektorowy w
przestrzeni kartezjaṅskiej R3 cf. (1)

0.1.1 Iloczyn wektorowy w przestrzen trȯjwymiarowej R3

Naturalnie iloczyn wektorowy wykonalny jest w przestrzeni kartezjaṅskiej trȯjwymiarowej
i opisany jest w rozdziale geometrii przestrzennej. W tym rozdziale, geometrii
p laskiej, stosujemy iloczyn wektorowy do obliczania pola czoroka̧ta dowolnego.
Rozpatrzmy dwa wektory

~v = (v1, v2, v3), i ~w = (w1, w2, w3)

w przestrzeni trȯjwymiarowej

R3 = {x = (x1, x2, x3) : −∞ < x1, x2, x3 < ∞ }
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~v

~w

~v × ~w

Wynikiem mnożenia wektorowego wektora ~v przez wektor ~w jest trzeci wec-
tor ~v × ~w, ktȯrego wpȯ lrzȩdne obliczamy z rozwiniȩcia Laplace’a macierzy
utworzenej ze wspȯ lrzȩdnych wektorȯw
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Mianowicie iloczyn

~v × ~w = [Det

{

v2 v3

w2 w3

}

,−Det(

{

v1 v3

w1 w3

}

), Det

{

v1 v2

w1 w2

}

]

gdzie wyznaczniki -determinants

Det

{

v2 v3

w2 w3

}

= v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2,
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−Det

{

v1 v3

w1 w3

}

= −(v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1),

Det

{

v1 v2

w1 w2

}

= v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1

Ska̧d otzymamy wzȯr na wspȯ lrzȩdne iloczynu wektorowego

~v × ~w = [v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2,−(v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1), v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1]. (1)

Wektor ~v × ~w jest prostopad ly do wektorȯw ~v i ~w, piszemy

~v × ~v⊥~w, ~w × ~v⊥~w

Wiemy, że wektory sa̧ prostopad le wtedy i tylko wtedy, jeżeli ich iloczy skalarny

(~v, ~w) = 0

rȯwny jest zero.
Zatem, sprawdzamy iloczyn skalarny

(~v,~v × ~w) = ([v1, v2, v3], [v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2,−(v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1), v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1])

= v1(v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2) − v2(v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1) + v3(v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1)

= (v1v2w3 + v2v3w1 + v3v1w2) − (v1v3w2 + v2v1w3 + v3v2w1) = 0

D lugoṡċ rȯwna jest polu rȯwnoleg loboku o bokach ~v i ~w.
1 Zatem d lugoṡċ wektora

|~v×~w| =
√

|v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2|2 + | − (v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1)|2 + |v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1|2

0.1.2 Pole czworoka̧ta. Przyk lady

Rozpatrzymy czworoka̧t ABCD
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A

B

D

C

~t

~w ~z

~v

o wierzcho lkach
A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3)

C = (c1, c2, c3), D = (d1, d2, d3)

1D lugoṡċ iloczynu wektorowego |~v × ~w = |~v| ∗ |~w| ∗ cosα, gdzie α oznacza ka̧t pomiȩdzy wektorami ~v, ~w.

Pole czworoka̧ta PABCD = |~v × ~w = |~v| ∗ |~w| ∗ cosα rȯwne jest d lugoṡci ioczynu wektorowego.
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rozpiȩty na wektorach

~v = [v1, v2, v3] = ~AB, ~w = [w1, w2, w3] = ~AD,

~z = [z1, z2, z3] = ~CB, ~t = [t1, t2, t3] = ~CD,

gdzie wspȯ lrzȩdne wektorȯw ~v, ~w, ~z, ~t okreṡlamy przez rȯżnice wspȯ lrzȩdnych
wierzcho lkȯw A, B, C, D czworoka̧ta ABCD

v1 = b1 − a1, v2 = b2 − a2, v3 = b3 − a3,

w1 = d1 − a1, w2 = d2 − a2, w3 = d3 − a3,

z1 = b1 − c1, z2 = b2 − c2, z3 = b3 − c3,

t1 = d1 − c1, t2 = d2 − c2, t3 = d3 − c3.

Stosuja̧c iloczyn wektorowy (cf. (1)) możemy obliczyċ pole dowolnego cz-
woroka̧ta o danych wspȯ lrzȩdnych jego wierzcho lkȯw. Mianowicie, pole cz-
woroka̧ta wypuk lego ABCD rȯwne jest po lowie sumy iloczynu wektorowego
wektorȯw 2

PABCD =
1

2
~v × ~w +

1

2
~z × ~t (2)

Przyk lad 0.1 Oblicz pole czworoka̧ta ABCD rozpiȩtego na wektorach

~v = [3, 0, 0] = ~AB, ~w = [0, 3, 0] = ~AD,

~z = [0,−6, 0] = ~CB, ~t = [−3,−3, 0] = ~CD

2Pole czworoka̧ta wklȩs lego rȯwne jest rȯżnicy iloczynȯw wektorowych PABCD = 1

2
~v × ~w − 1

2
~z × ~t
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A = (0, 0, 0)

B = (3, 0, 0)

C = (3, 6, 0)

D = (0, 3, 0)

~v × ~w = [0, 0, 9]

~z × ~t = [0, 0,−18]

Iloczyn wektorowy

|~v × ~w| = 9

|~z × ~t| = 18

Dludosc iloczynu
wektorowego ~v = ~AB = [3, 0, 0]

~w = ~AD = [0, 3, 0)

~z = ~CB = [0,−6, 0]

~t = ~CD = [−3,−3, 0]

x1

x2

x3

A B

D

C

~t

~w ~z

~v

Obliczamy iloczyny wektorowe ~v × ~w i ~z × ~t stosuja̧c wzory (cf. (1))

~v × ~w = [0 ∗ 0 − 3 ∗ 0,−(3 ∗ 0 − 0 ∗ 0), 3 ∗ 3 − 0 ∗ 0]

= [0, 0, 9]

i iloczyn wektorȯw

~z × ~t = [−6 ∗ 0 − 3 ∗ 0,−(0 ∗ 0 − 3 ∗ 0), 0 ∗ 3 − 6 ∗ 3]

= [0, 0,−18]

Obliczamy pole czworoka̧ta ABCD jako sumȩ po lowy iloczynu wektorowego
wektorȯw ~v, ~w i ~z, ~t.

Mianowicie

PABCD =
1

2
|~v × ~w| +

1

2
|~z × ~t|

=
1

2

√
02 + 02 + 92 +

1

2
|
√

02 + 02 + (−18)2

=
1

2
∗ 9 +

1

2
∗ 18

= 4.5 + 9 = 13.5

3

Rozpatrzmy inny przyk lad obliczania pola czworoka̧ta stosuja̧c iloczyn wek-
torowy.

3D lugoṡċ wektora ~v = [v1, v2, v3] o wspȯ lrzȩdnych v1, v2, v3 w przestrzeni kartezjṅskiej R3 obliczmy ze

wzoru |~v| =
√

v2

1
+ v2

2
+ v2

3
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Przyk lad 0.2 Oblicz pole czworoka̧ta ABCD rozpiȩtego na wektorach

~v = [4.0, 0, 0] = ~AB,

~w = [−0.5, 2.4, 0] = ~AD,

~z = [−1.0, 4.2, 0] = ~CB,

~t = [−3.5,−1.8, 0] = ~CD

~v

~w
~z

~t

-
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A = (1.5, 0.8, 0)

B = (5.5, 0.8, 0)

C = (4.5, 5.0, 0)

D = (1.0, 3.1, 0)

~v = ~AB = [4.0, 0, 0]

~w = ~AD = [−0.5, 2.4, 0)

~z = ~CB = [−1.0, 4.2, 0]

~t = ~CD = [−3.5,−1.8, 0]

1.0 1.5 4.5 5.5

3.2

5.0

0.8

x3

0

C

B

D

x1

A

x2

Obliczamy iloczyny wektorowe ~v × ~w i ~z × ~t stosuja̧c wzory (cf. (1))

~v × ~w = [0 ∗ 0 − 0 ∗ 2.4,−(4 ∗ 0 + 0.5 ∗ 0), 4 ∗ 2.4 + 0.5 ∗ 0]

= [0, 0, 9.6]

i iloczyn wektorȯw

~z × ~t = [4.2 ∗ 0 + 1.8 ∗ 0,−((−1) ∗ 0 − (−3.5) ∗ 0), 1 ∗ 1.8 + 4.2 ∗ 3.5]

= [0, 0, 16.5]

Obliczamy pole czworoka̧ta ABCD jako sumȩ po lowy iloczynu wektorowego
wektorȯw ~v, ~w i ~z, ~t.

Mianowicie

PABCD =
1

2
|~v × ~w| +

1

2
|~z × ~t|

=
1

2

√
02 + 02 + 9.62 +

1

2

√
02 + 02 + 16.52

=
1

2
∗ 9.6 +

1

2
∗ 16.5

= 4.8 + 8.25 = 13.05
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Zadanie 0.1 Oblicz d lugoṡci wektorẇ

(i) ~v = [3, 0, 4], ~w = [8,−6, 0]

(ii) Oblicz iloczyn wektorowy ~v × ~w wektorȯw

~v = [3, 0, 4], ~w = [8,−6, 0]

(iii) Sprawdź, że wektory

~v⊥~w × ~w

sa̧ prostopad le.

Zadanie 0.2 Sprawdź, że wektor

~w = [w1, w2, 0]

jest prostopad ly do wektora

~v × ~w,

gdzie wektor

~v = [v1, v2, 0]

4D lugoṡċ wektora ~v = [v1, v2, v3] o wspȯ lrzȩdnych v1, v2, v3 w przestrzeni kartezjṅskiej R3 obliczmy ze

wzoru |~v| =
√

v2

1
+ v2

2
+ v2

3


