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0.1 Zastosowanienie iloczynu wektorowego
do obliczania pola czworokata dowolnego.

Pole dowolnego czworokata ABC'D o danych wierzchotkach A, B,C, D we
wspolrzednych kartezjanskich mozemy obliczy¢ stosujac iloczyn wektorowy w
przestrzeni kartezjanskiej R* cf. (1)

0.1.1 Tloczyn wektorowy w przestrzen trojwymiarowej R°

Naturalnie iloczyn wektorowy wykonalny jest w przestrzeni kartezjanskiej trojwymiarowej
i opisany jest w rozdziale geometrii przestrzennej. W tym rozdziale, geometrii

ptaskiej, stosujemy iloczyn wektorowy do obliczania pola czorokata dowolnego.
Rozpatrzmy dwa wektory

U= (v1,v2,v3), 1 W= (wy,ws,ws)
w przestrzeni trojwymiarowe;j

R? = {x = (21,2, 3) 1 —00 < X1, %9, T3 < 00 }

U X W

=

<y

Wynikiem mnozenia wektorowego wektora v przez wektor w jest trzeci wec-
tor v x w, ktorego wpolrzedne obliczamy z rozwiniecia Laplace’a macierzy
utworzenej ze wspolrzednych wektorow

11 1
V1 Uy U3
wy We W3
Mianowicie iloczyn
pxa=pef 0 pad 0 dpef v

gdzie wyznaczniki -determinants

—

V2 U3
Det = Vg * W3 — V3 * Wa,
Wa W;



U1 U3
—Det = —(v1 * w3 — vz * W),
w1 w3
V1 V2
Det = U1 * Wy — Vg * W1
w1p Wa

Skad otzymamy wzor na wspolrzedne iloczynu wektorowego
U X W = [vg % w3 — v3 * Wa, — (V1 * W3 — V3 * W), V1 * Wy — Vg * Wy (1)
Wektor ¢ x w jest prostopadly do wektorow v i w, piszemy
U X UL, W X UL
Wiemy, ze wektory sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, jezeliich iloczy skalarny
(U, W) =0

rowny jest zero.
Zatem, sprawdzamy iloczyn skalarny

(U, 0 x W) = ([v1,v2,v3], [v2 % w3 — v3 % wa, —(V1 * W3 — V3 * W1 ), V1 * Wa — Vg * W1))
= ’Ul(’Ug * W3 — Uz * ’LUQ) — 'Ug(’Ul * W3 — U3z * ’LUl) + ’Ug(’Ul * Wo — Vg * ’LUl)
= (v1v2w3 + VaUzWy + V3V1W2) — (V1VzWe + Vav w3 + Vzvow;) = 0

Dhugosc rowna jest polu rownolegtoboku o bokach v i .
! Zatem dlugose wektora

|17><u7|:\/|v2*w3—v3*w2|2—|—|—(vl*wg—vg*w1)|2—l—|v1*w2—vg*w12

0.1.2 Pole czworokata. Przyklady

Rozpatrzymy czworokat ABC' D
D

Y

w

T+

<y

B

o wierzchotkach
A= (a1>a2>a3)> B = (bl>bz>bs)

¢ = (01702703)7 D= (d1>d2>d3)

IDlugosé iloczynu wektorowego [T X @ = |¥] * || * cosa, gdzie a oznacza kat pomigdzy wektorami @, 1.
Pole czworokata Paogcp = |U X @ = |0] * |W] * cosa rowne jest dlugosci ioczynu wektorowego.




rozpiety na wektorach
U= ['Ul,’Ug,’Ug] = A_B, w = [’LUl,’LUg,’wg] = A_D,

Z= [2’1,2’2,2’3] = CB, F: [tl,tg,tg] = C_D,

gdzie wspotrzedne wektorow @, @, Z, ¢ okreslamy przez roznice wspolrzednych
wierzchotkow A, B, C, D czworokata ABC' D

v1 =01 —a1, va=0by—ay wv3=0bz—as,

wy =dy — a1, wy=dy—az wz=dz— az

z1=by—c1, 22=by—ca, 23=0b3—cs,

th=dy —c1, ta=dy—co, t3=ds— cs.
Stosujac iloczyn wektorowy (cf. (1)) mozemy obliczy¢ pole dowolnego cz-
worokata o danych wspolrzednych jego wierzchotkow. Mianowicie, pole cz-

worokata wypuklego ABC'D rowne jest polowie sumy iloczynu wektorowego
wektorow 2

Zxt (2)

Przyklad 0.1 Oblicz pole czworokgta ABC D rozpietego na wektorach

—

7=1[3,0,0] = AB, @ =[0,3,0] = AD,

— —

7=100,-6,00=CB, t=[-3,-3,0=C

2Pole czworokata wkleslego rowne jest roznicy iloczynow wektorowych Papop = %17 X W — %Z Xt



X2

A A = (0? 0? 0)

Lloczyn wektorowy ...y 6 B = (3, 0, 0)
7 x @ = [0,0,9] C = (3,6,0)
Zxt=1[0,0,—18] D =(0,3,0)
Dludosc iloczynu ~ 5
wektorowego DE g 3 v=AB =[3,0,0]
17 x @] =9 B B @ = AD = [0,3,0)

w Z S,
1Zx t] =18 Z7=CB=[0,-6,0]

t=CD=1[-3,-3,0]
A B
U 3 X1
T3

Obliczamy iloczyny wektorowe @ x 7 i Z x ¢ stosujac wzory (cf. (1))

Uxw = [0x0—3%0,—(3%x0—0x%0),3%3—0x0]

= 10,0,9]
i iloczyn wektorow
Zxt = [-6%0—-3%0,—(0%0—3%0),0%3— 6% 3]
= 10,0, 18]

Obliczamy pole czworokata ABC'D jako sume potowy iloczynu wektorowego
wektorow v, w i 2, t.
Mianowicie

1., - 1.
Papcp = §|v><w|+§|z><ﬂ

1 1
—  Z./n2 2 2 4 = 2 2 —18)2
2\/0 +02+49 +2|\/0 + 0% + (—18)

! 9—|—1 18
= —x — %
2 2
= 45+9=135

3

Rozpatrzmy inny przyktad obliczania pola czworokata stosujac iloczyn wek-
torowy.

3Dlugosc wektora ¢ = [v1,v2,v3] 0 wspotrzednych v1,v2,v3 W przestrzeni kartezjnskiej R? obliczmy ze

wzoru 7] = y/v? + 03 + v2



€3

Przykilad 0.2 Oblicz pole czworokgta ABC D rozpietego na wektorach

—

¥ =1[4.0,0,0] = AB,

—

@ =[~0.5,2.4,0] = AD,

—

7=[-1.0,42,0] = CB,

t=[-35,-1.8,01=CD
A

= (1.5,0.8,0)

5.0 B = (5.5,0.8,0)
C = (4.5,5.0,0)

D = (1.0,3.1,0)

3.2

7= AB =[4.0,0,0]

W= AD = [-0.5,2.4,0)
7=CB=[-10,4.2,0]
0.8 . ~ ~
ol A B [=CD=[-35-180
1.0 15 45 55 T

Obliczamy iloczyny wektorowe @ x 7 i Z x £ stosujac wzory (cf. (1))

Uxw = [0%x0—0%24,—(4%x04+0.5%0),4%2440.5x%0]
— [0,0,9.6]

i iloczyn wektorow

Zxt = [42%0+1.8%0,—((—1)%0— (—3.5)%0),1 % 1.8 + 4.2 % 3.5]

= [0,0,16.5]
Obliczamy pole czworokata ABC'D jako sume potowy iloczynu wektorowego
wektorow v, wi 2, t.
Mianowicie
1. 4 1.
Pigep = =|0x ]+ 2|2 x 1]
2 2
1

1
= 5\/02 +02+9.62+ 5\/02 + 02 + 16.52
1

= 5*9.64—%*16.5

= 4.848.25=13.05



4

Zadanie 0.1 Oblicz dtugosci wektorw
(1) v=3,0,4], w = [8,—6,0]
(1)  Oblicz iloczyn wektorowy U X W wektorow
v =13,0,4], w = [8,—6,0]
(1i1) Sprawdz, ze wektory
vLw x

sq prostopadte.
Zadanie 0.2 Sprawdz, ze wektor

W = [wy, ws, 0]
jest prostopadty do wektora

U X 0,

gdzie wektor

U = [v1,v2,0]

4Diugosc wektora ¢ = [v1,v2,v3] 0 wspotrzednych v1,v2,v3 W przestrzeni kartezjnskiej R? obliczmy ze

wzoru 7] = \/v? + 03 + v2



