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0.1 Wstep

Material przedstawiony w skrypcie Kompendium Matematyki Greckiej przekracza
podstawe programowa matematyki uczonej w szkotach podstawowych i w duzej
czesci zawiera tematy programu matematyki uczonej w liceach i technikach.
Naturalnie, ten rozszerzony zakres tematyki pozwala na wybdr tematéw za-
awansowanych o stopniu trudnosci na poziomie uczniéw szkoty podstawowej z
wigkszymi predyspozycjami i zainteresowaniami w przedmiotach Scistych.

W skrypcie czytelnik znajdzie wiele interesujacych algorytméw, twierdzen
z dowodami i przykladami spoza podstawowego programu matematyki na
poziomie drugiego i trzeciego etapu nauczania.

Systematyczny opis liczb naturalnych, wymiernych, niewymiernych, algebraicznych
i liczb rzeczywistych oraz wlasnosci operacji arytmetycznych na tych liczbach
podane sa w rozdziatach 11 2.

Wyrazenia arytmetyczne i algebraiczne jako podstawowe pojecia zwiazane z
algorytmami i ich kodowaniem w jezykach programowania zostaly opisane z
przykladami w rozdziale 3.

Liczne przyktady obliczania procentéw prostych i ztozonych podane sa w rozdziale
4. Rozdzial 5-ty obejmuje podstawowa wiedze o ciagach i szeregach arytmety-
cznych i postepach geometrycznych.

Liczby pierwsze i ich wilasnosci stanowia najwazniejsza i interesujaca tresé
rozdzialu 6 . Dotyczy on gléwnie nastepujacych tematéw: Fundamentalne
Twierdzenie Arytmetyki, Algorytm Euklidesa, najwiekszy wspdlny dzielnik
NW D(a,b) i najmniesza wspélna wielokrotnosé NWW (a, b) liczb naturalnych
aib.

Reprezentacja liczb w komputerach w zmiennym przecinku i operacje aryt-
metyczne na liczbach o skonczonej ilosci cyfr z analiza btedéw bezwzglednego
i wzglednego zostaly opisane w rozdziale 7.

Cechy podzielnosci liczb catkowitych i operacja kongruencji dzielenia z reszta
wsparte licznymi przykladami stanowia tres¢ rozdzialu 8.

Ogdlna zasada tworzenia liczb w systemach binarnym, dziesietnym, 6semkowym
i w innych systemach liczbowych o podstawie naturalnej p > 1 opisana jest
szczegdtowo w rozdziale 9.

Rozdziat 10-ty poswiecony jest wielomianom, najprostszej klasie funkcji o



fundamentalnym znaczeniu w matematyce i jej zastosowaniach.

Wzory uproszczonego mnozenia, dwumian Newtona i trojkat Pascala z licznymi
przykladami zostaly opisane w rozdziale 11-tym.

Rozdzialy 12, 13, 14, 15, ¢+ 16 poswiecone sa funkcjom elementarnym do
ktorych naleza funkcje liniowe, funkcje wymierne, funkcja pierwiastek kwadra-
towy, funkcje wyktadnicze i logarytmiczne.

Rozdziat 17-ty poswiecony jest geometrii plaskiej, planimetrii. Zakres ge-
ometrii plaskiej obejmuje konstrukcje z linijka i cyrklem figur ptaskich oraz
zwiazki miarowe w tréjkatach, prostokatach, réwnolegtobokach, w okregach i
w wielokatach foremnych.

Rozdziat 18-ty poswiecony jest trygonometrii wiedzy o zwiazkach miarowych
pomiedzy bokami i katami w tréjkatach. Istotna czescia tego rozdziatu jest
charakterystyka i analiza funkcji trygonometrycznych okreslonych w tréjkacie
prostokatnym i na kole trygonometrycznym.

Rozdziat 19-ty , Geometria Przestrzenna. Stereometria. Ten rozdzial zawiera
opis nastepujacych tematéw:

1. Kartezjanski uktad wspoétrzednych.

Punkty i wektory w przestrzeni.
2. Parametryczne rownanie prostej
3. Graniastostupy i prostopadlosciany,
objetos¢ i pole powierzchni
4. Ostrostupy, objetosé i pole powierzchni
5. Bryly obrotowe: walec, kula, stozek,
objetos¢ i pole powierzchni.
Wsréd bryt  przestrzennych wyrézniamy bryly foremne i bryly platoniskie.
Bryly foremne maja wszystkie Sciany przystajace. Bryty platonskie do ktorych
naleza tylko czworoscian, szescian, osmioscian, dunastoscian i dwudziestoscian,

uwazane byly w czasach starozytnych w Akademii Platoriskiej (427-343 B.C.)
za figury idealne.

Kombinatoryka, rozdzial 20, obejmuje takie pojecia jak silnia z liczby nat-
uralnej n, permutacje w zbiorach n-elementowych, kombinacje i wariacje w
zbiorach n-elementowych.

Rozdziat 21-ty, statystyka opisowa, wazna w wyksztalceniu podstawowym,
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zawiera opis takich poje¢ jak; dane statystyczne, diagramy, korelacje, srednie i
mediany, odchylenia standardowe i wariancje. Rachunek prawdopodobienstwa
czyli probabilistyka zajmuje sie badaniem praw rzadzacych zjawiskami losowymi,
to jest takimi zjawiskami, ktorych przebiegu czy wyniku nie mozna jednoz-
nacznie przewidzie¢. Zdarzenia losowe i ich prawdopodobienstwo zajscia zostaty
szczegdtowo wyjasnione w rozdziale 22.

Tadeusz Sty$ Warszawa 20 maj 2025



vii

0.2 Matematyka Grecka

Od tysiecy lat B.C. w okresie Imperium Greckiego, Starozytni Grecy asymilowali
osiagniecia wielu kultur Bliskiego Wschodu i Indii z zakresu astronomii, archik-
tektury, medycyny, matematyki i fizyki. Grecy stali sie najlepszymi nauczy-
cielami pozostawiajac po sobie dobrze udokumentowana literature z Matem-
atyki i nauk $cistych. Wazna czescia ich dziatalnosci byla organizacja Szkot
Filozofii, Matematyki i nauk $cistych na obszarze Grecji, Egiptu i Mezopotamii.
Tales z Miletu (625-545 B.C.)

zatozyl pierwsza Szkole Jonska Astronmii, Matematyki i Folozofii.
Pitagoras (569-500B.C.) z Samos

1 -
zatlozyl koedukacyjna szkote mistyczna Filozofii i Matematyki w miescie Kro-
ton nad morzem jonskim. Pitagoras mitosnk muzyki, stworzyl podstawy
wyznaczania wysokosci dzwiekéw, autor Twierdzenia Pitagorasa o zwiazkach
miarowych w tréjkacie prostokatnym i tréjkach liczb pitagorejskich a, b, ¢

a?+b? =2

Euklides (330-275 B.C.) Dziekan wydziatu Arytmetyki i Geometrii na Uniw-
ersytecie w Aleksandrii (330-275 p.n.e.) przeszedl do historii jako jeden z
najwiekszych matematykéw starozytnych.

Autor ksiag Elementy Arytmetykii Geometrii. Geometria Euklidesa jest ciagle
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uczona w szkotach podstawowych i $rednich.

Bl alamy st =]

Archimedes (287-212 B.C.) syn astronoma z Syracus ogtosit znane powszech-

nie Prawo Archimedesa, sformutowat podstawy rachunku nieskonczenie matych.
W wiekach $rednich Newton (1642-1727) i Leibnitz (1646-1716) rozwineli ideg

rachunku niezkonczenie malych. Wyniki ich badan o rachunku nieskoriczenie

maltych mialy istotny wplyw na dalszy rozwdj matematyki i nauk $cistych.

Mianowicie, Newton i Leibnitz stworzyli podstawy rachunku rézniczkowego i

catkowego.'

(Archimedes (287-212 B.
Wielu grekéw zastuzonych weszto na state do historii nauki. Wsréd nich Platon
(429-428 B.C.) tworca filozofii idealistycznej i Arystoteles (384-322 B.C.) uczen
Platona i nauczyciel Aleksandra Wielkiego.
Platon zalozyl stynna Akademie Platoniska w Atenach. Po $mierci Platona

TRachunek rézniczkowy i calkowy jest uczony na politechnikach i uniwersytetach jako przedmiot
obowiazkowy
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Arystoteles zalozyl wtlasna szkole liceum w roku 343 B.C..

(Platon i Arystoteles)

Wymienmy jeszcze Sokratesa (469-399 B.C.) ojca filozofii i milosnika matem-
atyki, ktory zostal ogloszony nauczycielem wszechczaséw.

Sokrates jest postacia historyczna. Sokrates nie pozostawil po sobie zadnych
pism. Wszystko, co o nim wiemy, to sa relacje jego uczniéw Platona i Kseno-
fonta, a takze przekazy Arystotelesa i historykéw greckich
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Rozdziat 1

Liczby naturalne i catkowite

1.1 Wprowadzenie

Koncepcja liczb naturalnych i proste operacje arytmetyczne byly znane juz od okoto 50
tysiecy lat temu. Wiemy to na podstawie archeologicznych i historycznych odkry¢.
Natomiast pierwszy systematyczny opis arytmetyki liczb naturalnych opracowany zostat
przez starozytnych grekéw w szkole Joriskiej Talesa, (625-545 p.n.e.), w szkole Pitagore-
jskiej (569-475 p.n.e.), na uniwersytecie w Aleksandrii przez Euklidesa (330-267 p.n.e.) i
przez Archmedesa z Syrakuz (287-212 p.n.e.)

Teoria liczb jest w dalszym ciagu inspirujacym przedmiotem licznych artykuléw, mono-
grafii publikowanych w wiodacych pisamach po$wieconych tej dziedzinie. W ostatnich
kilkudziesieciu latach obserwuje sie szerokie zastosowania teorii liczb w projektowaniu sys-
temow komputerowych, w kryptografii i ochronie danych a takze w tworzeniu nowych algo-
rytméw dla potrzeb administracji i programéw spotecznych.

1.2 Liczby naturalne
Zbiér liczb naturalnych dodatnich nazywamy zbiorem liczebnikéw i oznaczmy symbolem

Ny ={1,2,3,..,n,..} (1.1)

Umownie do zbioru liczb naturalnych zalicza si¢ zero. Wtedy zbidr liczb naturalnych oz-
naczamy symbolem

N={0,1,2,3,....n,..} (1.2)

zbior liczb naturalnych dodatnich N4

0 1 2 3

zbior liczb naturalnych N

0s liczbowa. Liczby naturalne

1.2.1 Wilasnosci liczb naturalnych

Oczywiste wlasnosci zbioréw N4 i N.



Zbior liczb naturalnych N, zawarty jest w zbiorze liczb naturalnych NV, piszemy N C N.
Suma liczb naturalnych m + n tez jest liczbg naturalng. Zatem dla dowolnych liczb natu-
ralnych m,n € N ich suma nalezy do zbioru liczb naturalnych, piszemy

m+néeN

To znaczy ze zbidr liczb naturalnych jest zamknigty ze wzgledu na operacje dodawania.
Na przyklad dla liczb m =5, n =7 ich suma

m+n=54+7=12€e N

12 jest liczba naturalna.
Operacja dodawania jest przemienna, to znaczy, ze dla dowolnych liczb naturalnych m,n
suma

m+n=n-+m

Na przyklad
T+5=5+7=12€ N.

Podobnie zbidr liczb naturalnych jest zamknigty na operacje mnozenia oraz operacja mnozenia
jest przemienna

Mianowicie, iloczyn liczb naturalnych m % n jest liczba naturalng.

Zatem dla dowolnych liczb naturalnych m,n € N ich iloczyn

mxn €N

nalezy do zbioru liczb naturalnych.
To znaczy, ze zbiér liczb naturalnych jest zamknigty ze wzgledu na operacje mnozenia.
Na przyklad dla liczb naturalnych m = 5, n = 7 ich iloczyn

mxn=5x7=35€ N

jest liczba naturalng. Operacja mnozenia jest przemienna dla dowolnych liczb naturalnych
m,n iloczyn
m*xn=mnsm

Natomiast, wynik odejmowania liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalng.
Na przyktad, réznica liczb 3 —5 = —2 nie jest liczba naturalna, ale —2 jest liczba catkowita.
Liczby calkowite omowimy w nastepnym paragrafie.

1.2.2 Przyklady
Przyklad 1.1 Oblicz sume kolejnych 10 liczb naturalnych

S10=14+24+3+44+54+6+7+8+9+10
uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia i jednej operacji dzielenia.

Rozwiazanie:
Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami réwnosci, jak nizej:

S1o = 14+24+3+44+54+64+7+8+9+10
S1o = 104+94+8+7+6+5+4+3+2+1
2%xS = 114+114+114+11+114+11+11+11+11+11

1011



Skad obliczmy sume S1¢ uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.
S10=10%11:2 =155
Przyklad 1.2 Podaj wzor ogdlny na sume n kolejnych liczb naturalnych
Sp=1+2+34---4n

Podaj przyktad zastosowania tego wzoru uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia i jednej
operacji dzielenia.

Rozwiazanie:
Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy réwnosci stronami, jak nizej:

Sh = 14243+ +(n—-2)+(n—1)+n

Sn = n+(n—1)4+n—-2)+---+3+2+1

2xS, = (n+)+Mn+1)+n+1)+-+n+1)+(n+1)
nx(n+1)

Skad obliczmy sume S, .

~n(n+1)
Sp = 5
Dla n = 10 obliczamy Sy¢
_10%11 55
0="%5 =

1.3 Liczby calkowite

Jak wiemy w zbiorze liczb naturalnych operacja odejmowania nie zawsze jest wykonalna.
Na przyklad nie ma liczby naturalnej, ktéra bytaby wynikiem odejmowania liczby 9 od liczby
5, gdyz réznica

5—9=-4

—4 nie jest liczba naturalna.

1.3.1 Liczby przeciwne

Liczbami przeciwnymi nazywamy dwie liczby lezace na osi liczbowej w tej samej odleglosci
od zera, ale po przeciwnych stronach zera.

Liczby przeciwne maja ta wlasnosé, ze ich suma réwna jest 0.

Zatem liczba —m jest przeciwna do liczby m wtedy

-m+m=0
Na przyklad
dlam =17, liczba przeciwna —m = =7, wtedy 7T+ (=7) =0
Podobnie

dla m = =9, liczba przeciwuna —m =19, wtedy —9+4+9=0.



Na osi liczbowej mamy zaznaczone liczby naturalne po prawej stronie zera, a po lewej stronie
zera mamy zanaczone liczby przeciwne do liczb naturalnych.

liczby przeciwne liczby naturalne

-3 —2 -1 0 1 2 3

Nizej na osi liczbowej zaznacze sa liczby catkowite

liczby catkowite

-3 —2 -1 0 1 2 3

Wiszystkie liczby naturalne razem ze wszystkimi liczbami do nich przeciwnymi tworza zbiér
liczb calkowitych
Zbior liczb calkowitych oznaczamy litera C', piszemy

C =i, =5, —4, =3, =2, =1, 0, 1, 2, 3, 4, Bureerereerererreeeann. }

1.3.2 Przyklady i zadania
Przyklad 1.3 Zaznacz na osi liczbowej liczby przeciwne do wskazanych liczb naturalnych

0 1 2 3 4 )

0Os$ liczbowa

Nizej na osi liczbowej widzimy liczby naturalne
0,1,2, 34,5
i liczby przeciwne do liczb naturalnych

0,-1,-2,-3,—4,—5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
05 liczbowa. Liczby calkowite

Przyklad 1.4 Roznica pomiedzy zerem i kolejnymimi liczbami naturalnymi

0-1 = -1, 0-6 = -6
0-2 = -2, 0-7 = -7
0-3 = -3, 0-8 = -8
0—4 = —4, 0-9 = -9



Zadanie 1.1 Wykonaj odejmowanie liczb

0—11= , 0—16=
0-12= . 0—17=
0—13= , 0—18=
0—14 = , 0-19=
0—15= , 0-20=

Przyklad 1.5 Sprawd? odejmowanie liczb

5-10 = -5 , 10-16 = -6
6-12 = —6 , 11-17 = —6
7-13 = —6 , 12-18 = —6
8—14 = —6 , 13-19 = —6
9-15 = —6 , 14-20 = —6

Zadanie 1.2 Wykonaj odejmowanie liczb

1-10= , 10—-20=
3-12= , 11-21=
5—14= , 12-22=
7—15= , 13-23=
9—16= , 14-24=

1.4 Dodawanie i odejmowanie liczb catkowitych
Zbior liczb catkowitych
C =i, —5, —4, =3, =2, =1, 0, 1,2, 3, 4, Beorrerrerrerrn }

jest zamknigty za wzgledu na operacje dodawania i odejmowania. To znaczy, ze dla dowol-
nych dwéch leczb catkowitych m,n € C suma

m+necC
i réznica
m—-necC
tych liczb jest liczba calkowita.
Rozpatrzmy kilka przykladéw dodawania i odejmowania liczb catkowitych.

Dodajac do liczby calkowitej m liczbe calkowita ujemna n, odejmujemy od liczby m liczbe
przeciwna —n



Przykiad 1.6

54(-4) = 5-4 = 1, dla m =5, n = —4,
—5+(-4) = —-5-4 = -9 dla m = -5, n = —4,
8—(=7) = 847 = 15, dla m =8, n=-2,
—8—(=7) = 847 = -1, dla m=-8 n=-T.

1.5 Mnozenie liczb catkowitych

Zbior liczb catkowitych

jest zamkniety za wzgledu na operacje mnozenia. To znaczy, ze dla dowolnych dwoch leczb
catkowitych m,n € C iloczyn
mxn¢eC

tych liczb jest liczba calkowita.
Tloczyn m xn > 0 liczb calkowitych m,n € C jest liczba calkowita dodatnia, jezeli liczby

m > 0, n > 0 sa dodatnie lub liczby m < 0, n < 0 sa ujemne, w przeciwnym przypadku,
iloczyn m *xn < 0 liczb m > 0, n <0 lub m < 0, n > 0 jest ujemny.

Przykiad 1.7
4%8 = 32, dla m=4>0, n=8>0,
(=6)x(=7) = 42, dla m=-6<0,n=-7<0.
Zadanie 1.3 Oblicz wartosé¢ wyrazenia arytmetycznego
(@) (=9) % (=9) + (=6) x (=6)
(1) 20 (—1)—14%(-2)
(7it) (=3)x4— (12 (—2) — (—5H)

1.6 Dzielenie liczb catkowitych

Zauwazmy, ze wynik dzielenia liczb calkowitych nie zawsze jest liczba catkowita.

Na przyklad

9:2:4%, ale 9:3=3

Zatem zbior liczb catkowitycha nie jest zamkniety ze wzgledu na operacje dzielenia.

Tloraz m : n > 0 liczb calkowitych m i n # 0 jest liczba dodatnia, jezeli obie liczby sa
dodatnie lub obie liczby sa ujemne, w przeciwnym przypadku, jezeli m > 0,n < 0 lub
m < 0,n > 0 to iloraz m : n < 0 jest ujemny.

Przyklad 1.8 Wynik dzielenia dwoch liczb dodatnich jest liczbg dodatnig. Mianowicie
niechm =8 in =4



Przyklad 1.9 Wynik dzielenia dwoch liczb ujemnych jest liczbg dodatnig. Na przyktad
dzielenie liczb m = —8 in = —4.

m:n=(=8):(-4) = 2,

Podobnie wynik dzielenia liczby dodatniej przez liczbg ujemna jest liczba ujemng. Wynik
dzielenia liczby ujemnej przez liczbe dodatnia jest liczba ujemna.

Przykiad 1.1

8):4 = -2 dla m=-8 n=4
(

(_
8:(—4) = -2 dla m =38, =—4

Zadanie 1.4 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego

(1) (-8:4414:7)—(9:3-6:2)
(i) (~18):3+12:3— (15: (=5) — (16 : 2))

(iii)  ((—24):6+12:3) — (15 : (—=5) — (16 : 2))

1.7 Liczby parzyste i nieparzyste

Zbiér liczb naturalnych sklada si¢ z dwéch podzbioréow rozlacznych. Mianowicie z podzbioru
liczb parzystych i podzbioru liczb nieparzystych.
Liczby parzyste piszemy w ogdlnej formie jak nizej

n=2k dla k=0,1,2,3,..;
Mamy wiec ciag nieskoriczony liczb parzystych
0,2,4,6,8,10,12,...;
Liczby nieparzyste. Podobnie liczby nieparzyste piszemy w ogdlnej postaci, jak nizej
n=2k+1, dla k=0,1,2,3,..;
Zatem mamy ciag nieskonczony liczb nieparzystych
1,3,5,7,9,11,13, ...;

Zauwazamy, ze liczby parzyste dziela sie przez 2, natomiast liczby nieparzyste dziela sie
przez 2 z reszty 1.

1.7.1 Przyklady i zadania
Przyklad 1.10 Suma trzech kolejnych liczb parzystych rowna jest 84. Znajdz te liczby.

Rozwiazanie:
Kolejne liczby parzyste to

2n—2, 2n, 2n+ 2,

3



Ich suma tabeli
2n—2)+2n+ (2n+2) =6n =284

Skad obliczamy n

6n=84, n=84:6=14
Obliczmy trzy kolejne liczby parzyste

2 —2=2%14—2=26,
2n =2 14 = 28,
n+2=2%14+2=30

Sprawdzenie: Obliczamy sume trzech kolejnych liczb parzystych
26 4+ 28 + 30 = 84.
Przyklad 1.11 Ile réinych liczb nieparzystych dwucyfrowych mozna utworzyé z cyfr1,2,3.7

Rozwiazanie:

Liczby nieparzyste utworzone z cyfr 1, 2,3 maja dwie cyfry jednosci 1 lub 3

Wiszystkie liczby nieparzyste dwucyfrowe i rézne, ktére maja cyfre jednosei 1 lub 3, piszemy
w tabeli

11 21 31
13 23 33

Odpowiedz: Ilos¢ réznych liczb dwucyfrowych nieparzystych utworzonych z cyfr 1, 2, 3 réwna
jest ilosci liczb w tabeli rowng 6.

Przyklad 1.12 Ile réinych liczb nieparzystych trzycyfrowych mozna utworzyé z cyfr1,2,3.7

Rozwiazanie:

Liczby nieparzyste utworzone z cyfr 1,2, 3 maja dwie cyfry jednosci 1 lub 3

Wiszystkie liczby nieparzyste trzycyfrowe i rézne, ktoére maja cyfre jednosci 1 lub 3, piszemy
w tabeli

111 211 311
113 213 313
121 221 321
123 223 323
131 231 331
133 233 333

Odpowiedz: Ilos¢ réznych liczb nieparzystych trzycyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3 réwna
jest ilosci liczb w tabeli to jest 6 « 3 = 18.
Przyklad 1.13 Ile rdéinych liczb parzystych dwucyfrowych mozna utworzyc z cyfr1,2,3,4,5,6,77

Rozwiazanie:
Liczby parzyste utworzone z cyfr 1,2,3,4,5,6,7 maja trzy cyfry jednosci
2 lub 4 lub 6



Napiszmy wszystkie rézne liczby parzyste dwucyfrowe, ktore maja cyfre jednosci 2 lub 4 lub 6

12 14 16
22 24 26
32 34 36
42 44 46
52 54 56
62 64 66
72 74 76

Odpowiedz: Ilo$¢ réznych liczb parzystych dwucyfrowych utworzonych z cyfr 1,2,3,4,5,6,7
rowna jest ilosci liczb w tabeli to jest 37 = 21.

Przyklad 1.14 Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych réwna jest 51. Znajdz te liczby.

Rozwiazanie: Kolejne liczby nieparzyste to
2n+1, 2n+3, 2n+45.

Ich suma
2n+1)+(2n+3)+ (2n+5) =6n+9 =51.

Skad obliczamy n
6n+9=>51, 6n=42, 6=T7.

Obliczmy trzy kolejne liczby nieparzyste

2n+1=2%7+1=15,
2n+3=2x7+3 =17,
2n +5=2%T7+5=19.

Sprawdzenie: Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych
15+ 17 +19 = 51.
Przyklad 1.15 Oblicz sume 10-ciu kolejnych liczb parzystych
S10=2+4+6+8+10+124+14+16+ 18420
Podaj przyktad zastosowania tego wzoru.

Rozwiazanie: Zapiszmy sktadniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami réwnosci, jak
nizej:

S1o = 24+44+4+6+8+104+124+14+16 +18 + 20
S1o = 204+ 18416414+ 124+ 10+8+6+4+ 2
2% S10 = 22422422422+ 22+422422422+22+22

10%22
Skad obliczmy sume Si9 uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.

10 % 22

S10=10%22:2=110 lub Si9 = =110

Przyklad 1.16 Podaj wzor ogélny na sume n kolejnych liczb parzystych
Sp=244+---4+(2n—2)+2n

Podaj przyktad zastosowania tego wzoru uiywajgc tylko jednej operacji mnozenia i jednej operacji
dzielenia.
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Rozwiazanie: Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami réwnosci, jak

nizej:
Sn = 2+ 4+ 6+ e 2n— 24 2n
Sn = 2n+ (2n — 2)—|— (2n — 4)_|. et 4+ 2
2%S, = (2n+2)+ (n+2)+ (2n+2)+ -+ (2n+2)+ (2n+2)
nx*(2n+2)

Skad obliczmy sume S,.

2 2 2 1
Sn:n(n+ ): nin + ):n(n—|—1)
2 2
Dla n = 10 obliczamy S1o
Sio = 1922 _ 10411 = 110

Przyklad 1.17 Oblicz sume 10-ciu kolejnych liczb nieparzystych
S10=14+3+54+74+9+114+134+15+17+19

Rozwiazanie: Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy réwnoéci stronami, jak

nizej:
S1o = 1 +34+54+74+94+11+13+154+17+19
S1o = 194+174+15+134+114+94+74+5+34+1
2% S0 = 20420+ 20420420+ 20 + 20+ 20 4 20 + 20

10%20
Skad obliczmy sume Si9 uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.

10 * 20

S10=10%20:2=100 lub Si9 = =100

Przyklad 1.18 Podaj wzor ogolny na sume n kolejnych liczb nieparzystych
Spn=1434+---+2n-3)+2n—-1)

Podaj przyktad zastosowania tego wzoru uiywajgc tylko jednej operacji mnozenia i jednej operacji
dzielenia.

Rozwigzanie: Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami réwnosci

Sn = 1+ 3+ 5+ o+ (2n=3)+ (2n-1)
Sn = (2n-1)+ (@2n-3)+ (@2n-5)+ -+ 3+ 1
2xS, = 2n+ 2n+ 2n+ R In+ m

Skad obliczmy sume S,.

2S5, =n *2n, Sn:n*22n:n*n:n2

Dla n = 10 obliczamy S1o
S10 = 10 % 10 = 100

Przyklad 1.19 Udowodnij, Ze wyrazenie algebraiczne
A+ (a+2)(a+2)+ (a+4)(a+4)+1

jest podzielne przez 12 dla kazdej liczby nieparzystej a.
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Rozwiazanie:
Poniewaz liczba a jest nieparzysta to dla pewnego n

a=2xn-—1
gdyz dla kazdej liczby nieparzystej jest naturalne n, takie ze

a=2xn—1

Podstawiajac do tego wyrazenia algebraicznego
a=2*xn-1
otrzymamy

a®+(a+2)(a+2)+(a+4)(a+4)+1=
2xn—-1)2*xn—1)+2xn—-14+2)(2xn—1+2)+
2xn—14+4)2xn—1+4)+1=
(dxnxn—4xn+1)+2*xn+12*xn+1)+
2xn+3)(2xn+3)+1=

(4xn? —4xn+ 1)+ @A*sn?>+4xn+ 1)+ 4*n*+12+xn+9) =
125n° + 1250+ 12 =

125 (n®>+n+1)

=+ 1+

Dla kazdej nieparzystej liczby a = 2%n—1 to wyrazenie rozklada si¢ na czynniki 12 razy (n>4n+1).
Zatem to wyrazenie algebraiczne jest podzielne przez 12 dla kazdej nieparzystej wartosci parametru
a.

Zadanie 1.5 Ile roznych liczb parzystych dwucyfrowych mozna utworzyé z cyfr 1,2,3.7
Zadanie 1.6 Ile roznych liczb parzystych trzycyfrowych mozna utworzyé z cyfr1,2,3.7
Zadanie 1.7 Ile roznych liczb nieparzystych trzycyfrowych mozna utworzyé z cyfr 1,2,3,4,5,6,7%
Zadanie 1.8 Oblicz sume kolejnych 15 liczb naturalnych
S15=14+2+34+44+5+6+7+84+9+10+11+124+134+14+15
uzywaggc tylko jednej operacji mnozenia i jednej operacji dzielenia.
Zadanie 1.9 Oblicz sume 9 — ciu kolejnych liczb naturalnych rozpoczynajgc od liczby 10
So=10+12+134+144+154+16+ 174+ 18419
stosujgc wzor na sume n kolejnych liczb naturalnych.
Zadanie 1.10 Suma trzech kolejnych liczb naturalnych réwna jest 45. Znajdz te liczby.
Zadanie 1.11 Suma trzech kolejnych liczb parzystych réwna jest 120. Znajdz te liczby.
Zadanie 1.12 Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych rowna jest 180. Znajdz te liczby.
Zadanie 1.13 Wykaz, zZe warto$¢ wyrazenia algebraicznego
n®+n+1

jest liczbg nieparzystg dla kazdego naturalnegon =0,1,2,3,...;

1.8 Operacja potegowania

Mnozac liczbe przez siebie kilka razy obliczamy jej potege.
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1.8.1 Przyklady i zadania
Na przyktad, mnozac liczbe 2 otrzymamy jej kolejne potegi

20 =1

2! =

2%2 = 22=¢4
2%x2x2x2 = 2Y=16

Podobnie, mnozac liczb 3 przez siebie otrzymamy kolejne jej potegi

30 =1

3! =

3%3 = 32=9
3%x3%3 = 32=297
3x3%3%3 = 3*=381
3x3%3%x3%x3 = 3°=243

Kazda liczba a # 0 rézna od zera podniesiona do potegi 0 réwna jest 1
! Na przyklad
1°=1, =1, 6°=1, =1, 14°=1, 259°=1

Ogolnie, potega liczby a # 0 réznej od zera o wykladniku naturalnym n nazywamy iloczyn tej
liczby pomnozonej przez siebie n razy i piszemy

a =1, 20 =1

a*xa..xa =a", 2%2...%x2 =2"
———

n—czynnikéw n—czynnikéw

Wtedy a nazywamy podstawa i n wykladnikiem potegi a™.

Zadanie 1.14 Oblicz potegi

429 = , 4 = 42 =
52 — , 53 — , 54 —
102 = ;100 = J10%0 =

Operacje arytmetyczne na potegach. Na potegach nastepujace operacje sa wykonalne:

1. Mnozenie poteg o tych samych podstawach

dla dowolnych p, q.
Na przyktad dla a =2, p =3, ¢ =5 mamy

5

2% % 2° = 2°%% = 2% = 256

2. Dzielenie poteg o tych samych podstawach
aP
a?

dla dowolnych liczb p, q.
Na przyktad dla a =2, p =5, ¢ = 3 mamy

20.93 =253 =22 =4

ISymbol 0° jest nieokreslony, nie ma sensu liczbowego



3. Potegowanie poteg o tych samych podstawach
(a”)? = a?*1

dla dowolnych p, q.
Na przyktad dla a =2, p =2, ¢ = 3 mamy

(23)2 — 22*3 _ 26 =64
4. Potega iloczynu liczb o tym samym wyktadniku
(axb)" =a" *b"

réwna jest iloczynowi poteg.
Na przyktad dla a =2, b = 3, n = 3 mamy

(2%3)® =2° % 3% =8%27 =216

5. Potega ilorazu liczb o tym samym wykladniku

an _ a”
réwna jest ilorazowi poteg.
Na przyktad dla a =4, b =2, n = 3 mamy
93 43 .9% 648 ds_ 464
(4:2)°=4:2"=64:8=8 1lub (2) =3 =3 =8

Przyklad 1.20 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego
2% % 3"
22 % 33
Rozwiazanie. Wykonujac dzialania na potegach obliczmy
2% % 3"
Pag — 2*3=0
Zadanie 1.15 Oblicz wartosé wyraZenia arytmetycznego
(1) 52x2% 437523 — 42452

22432452472 —2%6%x8—1
32%52 —-23%x424+3

(i)
Odp (i1) :12
Zadanie 1.16 Oblicz wartosé wyraZenia arytmetycznego

33423 — 32422
3x23 +2x%3
Odp:6

1.9 Liczby podzielne przez 2,3,4 1 5
e Liczby podzielne przez 2
0,2,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20,22, 24, .. ;
piszemy w postaci ogdlnej

n =2k, dla k£=0,1,2,3,..;

13



14

1.9.1 Przyklady i zadania

Przyklad 1.2
124:2=062, lub 13—4:62

316 : 2 =158, lub @ = 1264

Liczby podzielne przez 3
0,3,6,9,12,15,18,21, 24,27, ...;
piszemy w postaci ogdlnej
n = 3k, dla k£=0,1,2,3,..;
Jasne, ze liczby postaci 3 xk, k=0,1,2,3,...; sa podzielne przez 3, gdyz

3xk
=

3xk:3=k lub k

dla kazdego naturalnego k =0,1,2,3,4, ...;
Ogdlnie liczba n jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, jezeli suma cyfr liczby n dzieli sie

przez 3.

Przyklad 1.3 Liczba n = 54 jest podzielna przez 3, poniewaz jej suma cyfr 5 +4 =9 jest
podzielna przez 3.
54:3 =18, poniewaz 3*18 =054

Przyklad 1.4 Liczba n = 756 jest podzielna przez 3, poniewaz jej suma cyfr 7+ 5+ 6 = 18
jest podzielna przez 3.

756 : 3 =252 poniewaz 3x*254 = 756

Test podzielnosci liczby n = aiao przez 3 ma proste uzasadnienie dla liczb dwucyfrowych.
Liczba dwucyfrowa ma cyfre dziesiatek a1, i druga cyfre jednosci ao.

arapo =a1 %104+ ap =a1(94+1) +ao =9%a1 +a1 +ao
Pierwszy sktadnik 9 % a1 dzieli sig¢ przez 3 poniewaz

9%ay:3=3a1, lub 9*%:3(11

Jezeli drugi skladnik sumy a1 + ag dzieli si¢ przez 3 to cala suma tez dzieli sig¢ przez 3

Przyklad 1.5 Liczba n = 57 ma cyfre dziesigtek 5 i cyfre jednosci 7. Zatem suma cyfr
547 =12 dzieli se przez 3 i liczba 57 tez dzieli sie przez 3.
Rzeczywiscie mamy

57=5%10+7=5%x9+1)+7=5%9+5+7,
(5%¥9+5+7):3=5%9:3+12:3=5x3+4=19

Liczby podzielne przez 4

0,4, 8,12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, ...;
piszemy w postaci ogdlnej
n = 4k, dla £=0,1,2,3,..;
Jasne, ze liczby postaci 4 xk, k=0,1,2,3,...; sa podzielne przez 4, gdyz

dxk

4xk:4=k, lub
4

k

dla kazdego naturalnego k =0,1,2,3,4, ...;
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e Liczby podzielne przez 5.
0, 5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, ...;
piszemy w postaci ogdlnej
n = bk, dla k£=0,1,2,3,..;
Jasne ze liczby postaci 5 x k, k=0,1,2,3,....; sa podzielne przez 5, poniewaz

S5xk

k
5

5%xk:5=k, lub

dla kazdego naturalnego k =0,1,2,3,4, ...;
Podzielnoé¢ liczby n przez 5 poznajemy uzywajac testu:
Liczba n jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, jezeli jej cyfra jednosci jest 0 lub 5.

Przyklad 1.21 Liczba n = 50 jest podzielna przez 5, poniewaz jej cyfra jednosci jest rowna
0.
50:5 =10, poniewaz 510 =50

Przyklad 1.22 Liczba n = 265 jest podzielna przez 5, poniewaz jej cyfra jednosci jest rowna
5.
265 : 5 =53, poniewaz 5*53 = 265

1.10 Dzielenie liczb przez liczby jednocyfrowe z reszta

Liczby naturalne, ktére spelniaja testy podzielnosci przez liczby 2 lub 3 lub 5, dziela sig z reszta 0.
Wtedy méwimy, ze sa podzielne przez 2 lub 3 lub 5. Jednak, jest duzo liczb, ktére nie spelniaja
testow podzielnosci, wtedy dzielenie wykonujemy z reszta.

1.11 Dzielenie z reszta

Rozpatrzmy nastepujace przyklady

1.11.1 Przyklady i zadania
Przyklad 1.6 Podziel liczbe 13 przez 3
13
—
13 3x4+41
3 3

|
e
+
W=

Liczba 13 dzielona przez 8 réwna sie 4 z resztg 1.
Liczby dzielimy wedtug schematu
4

13 :3
—12

1

Odpowiedz: 13 podzielié¢ przez 8 réowna sie 4 z resztg 1
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

13=4%x3+1



Przyklad 1.7 Podziel liczbe 53 przez 8

53 6845 5
*
T - T8 0fg
Liczba 53 dzieli sie przez 8 z resztq 5.
Liczby dzielimy wedtug schematu
6
53 :8
—48
5
Odpowiedz: 53 podzielic¢ przez 8 réwna sie 6 z resztg 5
Wynik dzielenia piszemy w postaci:
53=6%x8+5
Przyklad 1.8 Podziel liczbe 85 przez 9
85
85 9944 4
*
> - 21T g4 2
9 9 + 9
Liczba 85 dzieli sie przez 9 z resztq 4.
Liczby dzielimy wedtug schematu
9
8 :9
—81
4
Odpowiedz: 85 podzielié¢ przez 9 réwna sie 9 z resztg 4
Wynik dzielenia piszemy w postaci:
85 =9%x9+4

Ogdlnie piszemy, ze liczba n dzieli si¢ przez liczbe d z reszta r wedlug wzoru

Przyklad 1.9 Dzielimy liczbe n przez d

kxd+
n * r r
a4 - Ta kg
Liczba n dzieli sie przez d z resztg r.
Liczby dzielimy wedtug schematu

k

n :d

—kxd
r

OdpowiedZ: n podzieli¢ przez d réwna si¢ k z resztg r
Wynik dzielenia pisujemy w postaci:

n=kxd+r

16



1.12 Dzielenie liczb przez liczby dwucyfrowe z reszta

1.12.1 Przyklady i zadania
Przyklad 1.10 Podziel liczbe 78 przez 42

—
E . 42+36_1+§
42 42 42

Liczba T8 dzieli sie przez 42 z resztg 36.
Liczby dzielimy wedtug schematu

78 42
—42

36

Odpowiedz: 78 podzieli¢ przez 42 réwna sie 1 z reszta 36
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

78 = 1424 36

Przyklad 1.11 Podziel liczbe 1190 przez 25

1190

1190 47 %254+ 15 15
0 42+ 1o - 422
25 25 25

Liczba 1190 dzieli sie przez 25 z resztg 15.
Teraz dzielimy wedlug schematu

47

1190 :25 25 miesci sie w 119 cztery razy, piszemy nad kreska 4

—100 4 % 25 = 100; odejmujemy 100
190 roznica 19 dopisujemy nastepna cyf re 0,
—175 25 miesci sie w 190 siedem razy piszemy nad kreska 7
—— 7 %25 = 175; odejmujemy 175
15 reszta 15

Odpowiedz: 1190 podzieli¢ przez 25 réwna sie 47 z resztq 15
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

1190 15 3
1190 = 47%25+15  lub 20 _y7y 10y 3
90 7x254 15 u 5% 7—|—25 7—|—5
Przyklad 1.12 Podziel liczbe 1995 przez 17
1995
1995 11717+ 6 6
- T+ g7 8

17 17 17

17
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Liczba 1995 dzieli sie przez 17 z resztq 6.
Teraz dzielimy wedlug schematu

117

1995 17 17 miesdci sie w 19 jeden raz, piszemy 1 nad kreska

—17 1% 17 = 17; odejmujemy 17
29 roznica 2 dopisujemy nastepna cyfre 9
17 17 miesci sie w 29 jeden raz, piszemy drugie 1 nad kreska
—— roznica 12 dopisujemy nastepna cyfre 5
125 17 miesdci sie w 125 siedem razy
—119 7% 17 =119 piszemy 7 nad kreska
6 reszta 6

Odpowiedz: 1995 podzieli¢ przez 17 rowna sie 117 z resztg 6
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

1995 6
1995 =117« 17+6  lub 1_771174_1_7

Zadanie 1.17 Wykonaj dzielenie pisemne liczb
(7) 2546 : 3, (6) 5796 :9
Zadanie 1.18 Wykonaj dzielenie pisemne liczb
(7) 455 : 13, (#) 18011 : 31
Zadanie 1.19 Wykonaj dzielenie pisemne z resztg liczb
(7) 2547 : 3, (46) 5766 :9

Zadanie 1.20 Udowodnij, ze liczba azazaiag jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, jeZeli
suma cyfr

a3+ a2 + a1 + ao
jest podzielna przez 3. Podaj warunek konieczny i dostateczny na to, zeby liczba asazaiag byta
podzielna przez 9.

Zadanie 1.21 Podaj najmniejszg liczbe naturalg wiekszg od liczby 2018 , ktéra ma sume cyfr 11.

Zadanie 1.22 Udowodnij, Ze liczba czterocyfrowa asaa2b jest podzielna przez 25 dla dowolnych
cyfr as, as.

Zadanie 1.23 .

(a) Zapisz wzorem ogdlnym zbidr liczb podzielnych przez 8. Wypisz 5 kolejnych liczb podzielnych
przez 3.

(b) Zapisz wzorem ogdlnym zbidr liczb podzielnych przez 8 z reszta 1. Wypisz 6 kolejnych liczb
podzielnych przez 8 z reszytqg 1

(¢) Zapisz wzorem ogdlnym zbidr liczb podzielnych przez 3 z resztq 2. Wypisz pierwsze 7 kolejnych
liczb podzielnych przez 3 z resztg 2.

Zadanie 1.24 Bracia Antek, Bolek, Wacek i Stas dostali od ojca razem 400 zt na zakupy szkolne.
Bolek wydat o 4zt wiecej niz Antek, Wacek wydat o 3 zt mniej niz Bolek, Stas wydat tyle samo
co Wacek.

Ile kazdy z nich wydat na zakupy szkolne?

Zadanie 1.25 W gospodarstwie byty krowy, owce, kury i gesi. Owiec byto 2 razy wiecej niz krow,
gest byto 4 razy wiecej niz owiec, kur bylo 6 razy wiecej niz gesi. Razem mieli 124 nogi. Ile byto w
gospodarstwie kréow, owiec, kur i gesi ?



Rozdziat 2

Liczby wymierne i niewymierne

2.1 Ulamki zwykle

Iloraz dwoch liczb catkowitych p i ¢

licznik

—— q#0
~—

mianownik
nazywamy ulamkiem zwyklym, gdzie liczba p jest licznikiem utamka zwyktego, a liczba g # 0 zawsze
rézna od zera jest mianownikiem utamka zwyklego.
Na przyktad ulamek zwykty

licznik
=
5
8
~—
mianownik

ma licznik p = 5 i mianownik ¢ = 8.
Zauwazmy, ze liczniki utamkéw zwyktych

R
12 3 4 5 6 7 8 9
réwne sa 1. Natomiast mianowniki tych utamkéw sa kolejnymi liczbami 1,2,3,4,5,6,7,8,9
Natomiast nizej podane ulamki maja rézne liczniki i rézne mianowniki.
12 3 4 5 9 11 100 11 12 13
2’ 3 4 5 6 7 8 9’ 100 117 12
Wiréd ulamkow zwyklych wyrézniamy utamki wltasciwe i utamki niewtasciwe.
Utamkami wtasciwymi nazywamy utamki

licznik
p
—, p<gqg q#0

mianownik

w ktoérych licznik p jest mniejszy od mianownika q.
Podobnie Utamkami niewtasciwymi nazywamy ulamki
licznik
~~
5 s p>q  q#0
~~

mianownik

19
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w ktorych licznik p jest wigkszy od mianownika gq.
Utamki niewlasciwe piszemy réwniez w postaci liczb mieszanych wyrdzniajac czesé catkowita
Na przyklad ulamek niewlasciwy

5
2
piszemy umownie w postaci liczby mieszanej 2%, jak nizej
5 1 1
S _94 - 9=
2 + 2 2

Przyklad 2.1 Zamien utamk niewtasciwy
9
4
na liczbe mieszang

Wrylaczajac calo$¢ z tego utamka, wykonaj dzielenie liczb

2 1
d4=24+2=24—
9 +7=2+3

Skad ulamek niewltadciwy % réwny jest liczbie mieszaj 2%, piszemy
1
Z_9=
4 2
Przyklad 2.2 Zamien liczbe mieszang

na utamek niewtasciwy

3
Dany ulamek niewlasciwy piszemy jgko sume calosé liczby mieszanej 1 dodaé¢ utamek T jak nizej

1 7
3 3 4 3 443 7
12 =142= 2 42 _2"2_°L
4 +4 4 +4 4 4

2.2 Dodawanie ulamkow

Dodawanie utamkow o tych samych mianownikach. Utamki o tych samych mianownikach dodajemy
liczniki zostawiamy ten sam mianownik.

Przyklad 2.3 Dodaj utamki

1.1 141 2

2 2 2 2

1 1 1 141+1 3

sl st — = =—-—=1

37373 3 3

1 1 1 1 1414141 4

statyitiTs4y =17t
Przyklad 2.4 Dodaj utamki

1 3 143 4

st — = = _ =2

213 2 2

1 2 4 14244 7

4+ 24 2= =_ =92

5t3ts 3 3

1,2 .3 5 1+2+3+5 11 .3

e T = - =92

itataty 4
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Dodawanie utamkow o réznych mianownikach. Zeby dodaé¢ utamki o réznych mianownikach nalezy
znalez¢ wspdlny mianownik. Moze to by¢ najmniesza wspdlna wielokrotnos¢é mianownikéw.

Przyklad 2.5 Dodaj utamki

1,1 _3 2 _3+2_5
2 3 6 6 6 6
wspdlna wielokrotnosé 2 i 3 réwna 6

SN G L L
37475 6 60 60 60

wspdlna wielokrotnosé 3, 4 i 5 réwna 60

1,8 5 12 5+12 17
4 5 20 20 20 20
wspdlna wielokrotnosé 4 i 5 réwna 20

Zadanie 2.1 Zamien utamek niewtasciwy

24
5
na liczbe mieszang
Zadanie 2.2 Zamien liczbe mieszang
4
5=
9

na utamek niewtasciwy

2.3 Odejmowanie ulamkoéow

24 204+15+24 59

60

Odejmowanie utamkéw o tych samych mianownikach. Ulamki o tych samych mianownikach odej-

mujemy w nastepujacy sposéb:
odejmujememy liczniki i zostawiamy ten sam mianownik

Przyklad 2.6 Odejmij utamki

1 1 1-1
3 2- 2 °
2_1_2-1_1
3 3 3 3
4.2 1 _4-2-1 1
5 5 - 5 5
Przyklad 2.7 Dodaj utamki
1 3 143 4
3ty —37?2
1 2 4 14244 7
424 2= = - =292=
3t3713 3 3
1 2 3 5 1424345 11
itatitiT— 1 71772
Przyklad 2.8 Odejmij utamki
r_1_T7-1_6
9 9 9 9
13 5 3 13-543 12
20 20 20 20 20

37 23 37—23 14
50

50 50 50
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Odejmowanie utamkow o roznych mianownikach. Odejmujac ulamki o réznych mianownikach nalezy
znalez¢ wspdlny mianownik. Moze to by¢ najmniesza wspdlna wielokrotnos¢é mianownikéw.

Przyklad 2.9 Odejmij utamki
5 1 5—-3x1 2

9 3 9 9
wspdlna wielokrotnosé; 9 i 3 rowna 9

33 21 2%33-21 45 9

25 5 50 50 10
wspdlna wielokrotnosé 25 i 50 réwna 50

14 2 2 14-3%x2+5%x2 14-6+10 18

5 5737 15 15 15
wspdlna wielokrotnosé¢ 15 5 ¢ 3 réwna 15

253 126 2253 —126 _ 506 — 126 _ 380
500 1000 1000 1000 1000
wspdlna wielokrotnosé 500 ¢ 1000 réwna 1000

Zadanie 2.3 Odejmij utamki

5 2
@ 5%
12 7
b = _ 1L
® T3
Zadanie 2.4 Odejmij utamki
@ 232
4 8
43 23
b 22
® -

2.4 Mnozenie ulamkow

Operacja mnozenia ulamkow jest bardzo prosta.
Utamek E, g # 0 mnozymy przez utamek ;, s # 0 wedtlug schematu:
q

licznik razy licznik, mianownik razy mianownik

Pa2=B220 g0, t#£0
q t qgxt
Przyklad 2.10 Pomndz utamki
(a) 2,4 _2x4_ 8
35 3x5 15
—4 2% (—4
(b) 2,4 _2+(=4 8
3 5 3x5 15

10 21 10 % 21 210
(©) T3%3 = 159 = 73
13 25 13 %25 273

Zadanie 2.5 Pomndz ulamki
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2.5 Dzielenie ulamkéw
Operacja dzielenia ulamkéw jest bardzo prosta.

Utamek g, q # 0 dzielimy przez ulamek ;, s # 0 wedtug schematu:

licznik razy mianownik, mianownik razy licznik

t
£:§:&7 Q7S7{O7 p7t7{0

q t q*s
Przyklad 2.11 Podziel utamki

@ 2,4_2,5 204 8
3'5 3 4 3x5 15
-5 1 -5)%x3 10

W 5.1_(5x3 10
9 3 9%3 12
10 21 1025 250

() 12iar= -2
1 25 13 %21 273

Zadanie 2.6 Podziel utamki

o 3
(0 22:(-2)

Zauwazmy, ze do liczb wymiernych zaliczamy réwniez wszystkie liczby calkowite

...—5b,—4,-3,-2—,-1,0,1,2,3,4,5, ...
Ogdlnie, dla liczb catkowitych p i ¢ # 0 ulamek
p

I

q

nie jest liczba catkowita, jezeli ¢ # 1. Dla ¢ = 1 utamek jest liczba calkowita. Zbiér wszystkich
liczb catkowitych razem ze zbiorem wszystkich mozliwych ulamkéw tworza zbiér liczb wymiernych.
Zbiér liczb wymiernych oznaczamy litera W i piszemy

W = {§ :dla calkowitych liczb p i ¢ # 0}

Latwo sprawdzamy, ze zbiér liczb wymiernych jest zamkniety ze wzgledu na cztery operacje aryt-
metyczne dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie przez liczby rézne od zera. To znaczy dla
dowolnych liczb wymiernych w1, w2 € W wynik czterech operacji jest liczba wymierng

w1

wr w2 €W, wi—weeW, wixws W, w—ZGVV, wa # 0.
Na przyktad, dla
wlzgewf,wz:ZGW
i 2 3 2%443x3 8+9 17
B S T S T T A

jest liczba wymierna
Dla 1
wlziewf,wz:—ew
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réznica
w_w_1_2_1*3—2*3_3—6__§___€W
T T T3 6 6 6
jest liczba wymierna
Dla ) 3
wlzgemwz—zew
iloczyn
2 3 2x3
e A e T A R

jest liczba wymierna
Roéwniez, dla liczb

2 3
wlzgemwz—zew
iloraz )
3 2% 4 8
Wi =g =ga =g ew
1

jest liczba wymierna

Zauwazmy, ze zbidr liczb wymiernych jest wszedzie gesty. To znaczy pomiedzy dwoma réznymi

liczbami wymiernymi w1, w2 istnieje "duzo” innych liczb wymiernych, na prrzyklad ich $rednia
w1 + w2

arytmetyczna — cw.

Ponadto, zbidr liczb wymiernych W jest najmnieszym zbiorem liczbowym zamknigtym ze wzgledu

na cztery operacje arytmetyczne. Mianowicie, zalézmy na chwile, ze liczba wymierna x nie nalezy

do zbioru W, (z ¢ W). Poniewaz kazda liczba wymierna ma postaé P qla pewnych catkowitych p
q

i ¢ # 0. To znaczy, ze nie ma liczb wymiernych poza zbiorem W.

Liczby wymierne sa reprezentowane jako punkty na osi liczbowej

5 4 1 1 3 5
-3 22 4.1 1 o I 1 3 2 5 3

05 liczbowa. Liczby wymierne

2.6 Liczby niewymierne i liczby rzeczywiste

Dotychczas poznaliSmy zbiér liczb naturalnych N, zbidr liczb calkowitych C i zbidr liczb
wymiernych W. Wiemy, ze w zbiorze liczb naturalnych wykonalne sa dwie operacje aryt-
metyczne, dodawanie i mnozenie, natomiast wynik odejmowania lub dzielenia dwéch liczb
naturalnych moze nie by¢ liczba naturalng.

Rozszerzeniem zbioru liczb naturalnych N jest zbidr liczb calkowitych C'. Zatem wszystkie
liczby naturalne naleza do zbioru liczb catkowitych, piszemy N C C. W zbiorze C liczb
catkowitych wykonalne sa trzy operacje arytmetyczne dodawanie odejmowanie i mnozenie,
a wynik dzielenia dwdéch liczb calkowitych moze nie by¢ liczba catkowita.

Rozszerzeniem zbioru liczb caltkowitych C jest zbiér liczb wymiernych W. Zatem wszystkie
liczby calkowite naleza do zbioru W liczb wymiernych, piszemy C' C W. W zbiorze W liczb
wymiernych wykonalne sa wszystkie cztery operacje arytmetyczne dodawanie odejmowanie
i mnozenie i dzielenie.

Zauwazmy, ze w zbiorze liczb wymiernych W nie zawsze jest wykonalna operacja odwrotna
do operacji potegowania.

Na przyklad, nie ma liczby wymiernej z, ktérej kwadrat réwny bytby 2. Inaczej réwnanie

2 =2
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nie ma rozwiazania w zbiorze liczb wymiernych.
Istotnie gdyby istniala liczba wymierna

r=L q#0,
q
o najwigkszym wspéluym dzielniku NW D(p, q¢) = 1 to ta liczba wymierna bylaby rozwigzaniem
rownania

Wtedy liczba catkowita p bylaby liczba parzysta, to znaczy p = 2k dla pewnej liczby
catkowitej k. W tym przypadku liczba g musialaby by¢ réwniez liczbg parzysta, to znaczy

q=2s

dla pewnego catkowitego s.
W konsekwencji mamy nieréwnosé¢ NW D(p, q) >= 2, ktéra przeczy istnieniu liczby wymiernej

w postaci nieskracalnego utamka =, w ktérym najwigkszy wspdlny dzielnik licznika p i mi-

anownika ¢, NWD(p,q) = 1.
Kolejnym rozszerzeniem zbioréw liczb

N, C, W

jest zbior liczb rzeczywistych R w ktérym operacja odwrotne do potegowanie jest wykonalna.
Do zbioru liczb rzeczywistych naleza wszystkie liczby wymierne i wszystkie liczby niewymierne

takie jak
V2, Vb5, VT, om, ... ;
Vz? = |z|, dlatego VA =2, a — 2 nie jest pierwiastkiem z 4
-3 —2 —1 0 1 2 3 T
L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 @

-3 V2 m

05 liczbowa. Liczby rzeczywiste

Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy litera R, piszemy

R={.... — 7,3, —V5,-2,—/2-1,0,1,v2,2,V9,3,7...; }

2.7 Przyklady i zdadania

Przyklad 2.1 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego

*

*
wlv|o|=
Il
[\~
o
ofB[Z]er
Il
—
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Przyklad 2.2 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego

0[(5 + 1=)(5 + 76) + (5 — 165 + 1)

Rozwiazanie. Obliczamy warto$¢ wyrazenia arytmetycznego z nawiasami

4 7.1 1 4 7.4 7 3 3 1 3 9 3
20[(=+ =)=+ —= —— ) =+=)] =20z =+ —%=-)=20% (= +—=) =12
R T A T T A A T R S R TR T R LA I
Przyklad 2.3 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego
2 3, 5 5
100(=+2): (s — =
Rozwiazanie. Obliczamy warto$¢ wyrazenia arytmetycznego z nawiasami
2 3 5 5 10+15 35-15 25 20 25 21
100(=+=):(z—2) =1 : =1 —:—)=100— % — =52
05 +3): (5 =7) =100 o1 ) =100 g gy) = 100G g =%

Zadanie 2.1 Oblicz wartosé¢ wyrazenia algebraicznego

by
dlaa=3ib=2
Zadanie 2.2 Wykonaj operacje arytmetyczne
axb, a—b, b:a
dlaa=3+7, b=4-2V7
Zadanie 2.3 Oblicz wartosé wyrazenia
67 — V27

Zadanie 2.4 Udowodnij, ze liczba \/3 jest liczbg niewymierng
Zadanie 2.5 Udowodnij, Ze liczba §/T jest liczbg niewymierng
Zadanie 2.6 ZnajdZ wartoSci parametrow a i b dla ktorych
avh = V50 + V128 + V162
Zadanie 2.7 Dla zbiorow
A={zr: —co<zx <5} oraz B={z: 2<z<9}

Zaznacz na o0si liczbowej alternatywe zbioréw A — B i i ich koniukcje A ~ B.
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2.8 Wartos¢ bezwzglena

Wartosé bezwzgledna liczby to odlegtos¢ punktu x od poczatku uktadu oznaczonego przez
0. Zatem, wartos¢ bezwzgledna liczby x jest zawsze nieujemna.

Definicja 2.1 Wartos¢ bezwzgledng liczby x okreslamy jak nastepuje:
z, gdy x>0,
|z =
—x gdy =<0

Na przyktad |5| = 5 poniewaz 5 > 0, réwniez | — 5| = —(=5) =5, gdy = = =5 < 0.
Réwniez warto$é bezwzgledna liczby x jest dana wzorem |x| = vz2.

Va2 = |z
Vi = ale — 2 nie jest pierwidstkiem 24
. . -
-2 -1 0 1 2

Wykres wartosci bezwzlednej y = |z|

Odcinek na osi liczbowej. Z definicji wartosci bezwzglenej liczby x, wynika nieréwnosé
|| <a, wtedy itylkowtedy gdy —a<z<a, a>0.
Rzeczywiscie, zauwazamy, ze
lz|<a, gdy z<a 1 —z<a, toznaczy —a<z<a.

Na osi liczbowej zaznaczmy zbiér liczb z, ktére speliaja —a <z < a

—a 0 a

Odcinek na osi liczbowej |z] < a.

Podobnie, odcinek [a, b] o poczatku w punkcie a i koficu w punkcie b, to jest zbiér punktéw
x lezacych pomiedzy punktami a i b piszemy jak nastepuje:

[a,)]={zx € R: a<x<b}
Dhugosé odcinka [a, ], to jest odlegto$é punktu a od punktu b, réwna sie¢ wartosci bezwzglednej
réznicy |b — al.
2.8.1 Przyklady i zadania

Przyklad 2.4 Rozwigz réownanie
|22 — 3| = 5.

Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.



Rozwiazanie. 7 defincji wartosci bezwzglednej
20 —3=5, gdy 2x—32>0, to x =4,
|22 — 3| =
—(2x—-3)=5 gdy —20+3<0, to z=-1,

Rozwiazanie x=-1 lub z = 4 podane jest nizej na osi liczbowej.

r=—-1 0 r=4

Rozwiazanie z = —1 lub = = 4.

Przyklad 2.5 Rozwigz nierownsé
|z — 3] <2.

Rozwiazanie. 7 definicji wartosci bezwzlenej nieréwnosé
|z — 3] <2.

jest rownowazna z podwdéjna nieréwnoscia

—2<x-3<2, lub 1<z<5.
Odpowiedz: 1 < x <5.
Przyklad 2.6 Podaj zbior punktow, ktore spelniajg nierdwnosé

e —1|+]z+ 1| <1.

Zaznacz ten zbior na osi liczbowe;.

Rozwiazanie. 7 definicji wartosci bezwzlenej znajdujemy

l.dla z+1<0, lt+1l]=—-(x+1)=-1-2z, i |[z—1]=—(x—-1)=-1—-2

e =1+ ]z+1l=1-2a—-1—ax=-22<1,

1 . . ) .
gdy = > — > wtedy nierdwnos¢ nie ma rozwigzania

2.dla -1<z<1l, jz—1=@@-1)=z-1, i [z+1ll=—(z+1)=-1—2

le—=1+|z+1l=2-1-1—2=-2<1,
gdy —1 < x <1, wtedy nieréwnosé¢ jest prawdziwa dla —1 <z <1
3.dla x—-1>0, lt—1=z—-1, i |[z+1=2+1

e =1+ ]z+ 1= -1+ (x+1)=22<1,

gdy =z < - wtedy nierdwnosé nie ma rozwigzania

N~
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Odpowiedz: Nieréwnosc¢ jest spelniona dla —1 < z < 1. To znaczy dla wszystkich z takich,

ze |z| < 1.

Zauwazmy, ze odlegto$¢ kazdego punktu z € [—1, 1] od punktu —1 plus odlegtosé tego punktu
z od punktu 1 réwna sie 1. Zatem nieréwno$¢ jest spelniona réwniez dla x = —1 lub z = 1,

wtedy zachodzi znak réwnosci. Zaznaczmy to rozwiazanie na rysunku.
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|z+1] |z—1|

v

oL

&
-1 0 T
|z — 1] + |z + 1] = 1 dla kazdego = € [—1,1]

—_

Zadanie 2.8 Rozwig? rownanie

|3z — 5| = 4.
Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.
Zadanie 2.9 Rozwig? rownanie

|22 — 3| = 5.
Zaznacz rozwigzanie na o0si liczbowey.
Zadanie 2.10 Rozwigz nierownosé

|z — 5] < 2.

Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.
Zadanie 2.11 Podaj zbior punktow, ktore spetniajg nierdwnosé
|z] + |z — 2| < 2.

Zaznacz ten zbior na osi liczbowej
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Rozdziat 3

Wyrazenia arytmetyczne i
algebraiczne

Zacznijmy od sformulowania poje¢ wyrazenia arytmetycznego i algebraicznego.

3.1 Definicja wyrazen arytmetycznych i algebraicznych

Definicja 3.1 Wyrazeniem arytmetycznym nazywamy cigg liczb polgczonych czterema op-
eracjami arytmentycznymi dodawania, odejmowania mnozenia i dzielenia przez liczby rézZne
od zera.

Na przyklad, wyrazenie

3x4+6:2—-2%3
234+32-8:2
jest wyrazeniem arytmetycznym skladajacym sie z ciagu liczb

Licznik : 3,4,6,2,2,3,
mianownik : 2,3,3,2,8,2
polaczonych operacjami arytmetycznymi
k4, o, =%/, 04, —
Podobnie definiujemy wyrazenia algebraiczne. Mianowicie

Definicja 3.2 Wyrazeniem algebraicznym nazywamy cigg liczb lub liter potgczonych czterema
operacjami arytmentycznymi dodawania, odejmowania mnozZenia i dzielenia przez liczby lub
litery, ktorych warto$ci sq rézne od zera.

3.1.1 Przyklady
Przyklad 3.1 Wyrazenie algebraiczne

ax4d+x:2—2%x3
3432 -b:2

sktadajgcym sie z ciggu liczb i liter
a, 4, x,2, 2 3,x, 3,3,3,2,0, 2

31
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potgczonych operacjami arytmetycznyms
*, +a BT *5/5 7+a B

ktore dla wartosci a =3, x = 6, b = 8 staje sie wyrazeniem arytmetycznym.
Obliczajgc wartosé wyrazenia arytmetycznego nalezy zachowaé kolejnosé wykonywania op-
eracji arytmetycznych.

Najpierw wykonujemy operacje mnozenia i dzielenia, w nastepnej kolejnosci wykonujemy
operacje dodawania i odejmowania.

Kolejnosé wykonywania operacji arytmetycznych mogg zmienié nawiasy, jezeli w wyrazeniu
nawiasy wystepujg.t

Przyklad 3.2 Wyrazenie algebraiczne

2%a®+3xb°—1
a+b+4

sktada sie ciggu liter a, b i liczb 2, 3, —1, 4, ktore sq¢ polgczone operacjami dodawania,
odejmowania mnozenia i dzielenia. Oblicz warto$é wyrazenia algebraicznego dlaa =3, b =2

Rozwiazanie. Podstawmy do wyrazenia algebraicznego a = 2, b = 3

3xa®+2xb%—1  3%2342x3%—1 .
a+b—4 n 3+2—-4 n

Przyklad 3.3 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego
() 12%3+14%2+24%5
(b) 2%50:5—-5%24:6+8x%15:12

Rozwiazanie. Obliczamy warto$¢ wyrazenia arytmentycznego zachowujac kolejnosé oper-
acji

(a) 12%x3+14%x2+24%5 = 36+28+4+120= 184
(b) 2%50:5—-5%24:64+8%15:12 = 100:5—120:6+ 120: 12

Przyklad 3.4 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego z nawiasami
(a) 3x(446)—2x*(3+5)
(b) (50 —40)*2—(104+6):2

Rozwiazanie. Obliczamy warto$¢ wyrazenia arytmentycznego zachowujac kolejnosé oper-
acji z nawiasami

(@) 3%(4+6)—2%(3+5) 3x10—2+8=30—16=_14

—~—

(b) (50 —40)%2— (104+6):2 = 10%2—16:2=20—8=_12

L Algorytmy maja posta¢ wyrarzen algebraicznych
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Przyklad 3.5 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego

2 3 2 3
L x2S —£x2
5 2 3 7
_*_+_*_

Rozwiazanie. Obliczamy warto$¢ wyrazenia arytmentycznego zachowujac kolejnosé oper-
acji arytmetycznych

2,3 _2,3 6 _ 1 6 _ 1 612 _ 25
5*5-9*§ _ 25" 13 _ 25 12 _ 300 300 47
5,2 ,3,1 2 - 2 - 5 -
3*¥5 T 73 5+ 1 5+ 1 3 QO,(.)/

Przyklad 3.6 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego z nawiasami

Rozwiazanie. Obliczamy warto$¢ wyrazenia arytmentycznego z nawiasami zachowujac
kolejnosé operacji arytmetycznych

2 _1y3 41 1,5
oG 2)Gt3) 51
G+HE+H B3
Przyklad 3.7 Uprosé wyrazenie
2 _
C;_la—(a—l-l), a>1.

Rozwiazanie. Wykonujac dziatania arytmetyczne, obliczmy

Cf__la—(a—i-l) _ (a? — a) —a(iil)(a—i-l)
_ (a®> —a) —[a(a+1) — 1(a+1)]
a—1
a?—a—[ad*+a—a—1]
N a—1
_ad*—a—a®+1]
N a—1

- l—ai l—ai 1
T a-1 1—-a '

3.1.2 Zadania

Zadanie 3.1 Oblicz wartosé¢ wyrazenia algebraicznego dla wartosci a = 2

a_a
3 2
a a
3+ 7

Zadanie 3.2 Oblicz wartosé¢ wyrazenia algebraicznego dla wartosci b =1

*

+
ENIISHISHIN
* *

[SM IS IS ]

*
[SHISH SO

[SMISHISHIN
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Zadanie 3.3 Oblicz wartosé¢ wyrazenia algebraicznego dla wartosci ¢ = 3

*

14

C

*

wla |wio

=lula
o lwlwla
wlo |0 [w

*

Zadanie 3.4 Oblicz wartosé¢ wyrazenia algebraicznego dla a = 2

(5-29CE-9)
EEEEy

Zadanie 3.5 Oblicz wartosé¢ wyrazenia algebraicznego dla b= 3

B -5+DE*5 -3

GririsbGetrbad)

Zadanie 3.6 Oblicz wartosé¢ wyrazenia algebraicznego dla ¢ =1

(5755 )(5e =59
GrsrerfGririny

3.2 Wyrazenie algebraiczne liniowe

Wyrazenie algebraiczne

axx+b
nazywamy liniowym ze wzgledu na zmienna x, gdzie wspdtczynniki a i b wyrazenia liniowego
maja ustalong wartosé.

3.2.1 Przyklady
Przykl-ad 3.8 Podaj wspd-lczynniki a i b wyrazen algebraicznych liniowych
2xx + 1, gdzie wspdltczynniki a=2  b=1

—5 % x + 4, gdzie wspdtczynniki a=2  b=4

Przyklad 3.9 Podaj wspotczynniki a @ b wyrazen algebraicznych liniowych
(1) (bzx+3)—(3z—4)
1
(i) Z(2x —5)+ g(:c -3)— %(4x -1
Rozwiazanie. Uproszczajac wyrazenia (i) i (ii) znajdujemy wspétezynniki a i b
(1) (br+3)—Bxr—4)=5x+3-3x+4=22+4+7 a=2, b=T7
S~ N—,—

1 3 3 1 5 3 9 3
(44) Z(2x—5)+§(x—3)—1(4x—1)—5:0—1—1—5:0—5—3:0—1-1——:0—5, a=-1

3.2.2 Zadania

Zadanie 3.7 Napisz wyrazenie algebraiczne liniowe o wspotczynnikach

(1)  a=35, b= -25
3 2
iy 3 po 2
1 1
(iit) a= 3 b= >
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3.3 Rownanie liniowe

Roéwnanie w postaci
axx+b=0

lub kazde inne réwnanie, ktére mozna sprowadzi¢ do tej postaci nazywamy réwnaniem
liniowym ze wzgledu na niewiadoma x. Wspdlczynniki a i b tego rownania maja wartosc
ustalona.

Rozwiazaniem réwnania liniowego z niewiadoma x jest kazda liczba, ktéra podstawiona w
miejsce x, spelnia to réwnanie.

Rozwiazanie réwnania liniowego otrzymujemy postegpujac wedlug schematu:

e przenosimy liczby na prawa strone zmieniajac ich znak na przeciwny,

e niewiadoma = zostawiamy na lewej stronie

e dzielimy lub mnozymy obie strony przez wspdtczynnik a # 0, zeby otrzymaé wspdlczynnik
1 przy zmiennej x.

3.3.1 Przyklady

Przyklady réwnan liniowych z rozwiazaniami.

Przyklad 3.10 Rozwigz rownanie liniowe

2%xx—4=0,z =2, poniewaz 2%x2—-4=0, dla a=2, b=-4

—3xx+3=0,x=1, poniewaz —3*%1+3=0,dlaa=-3,b=3

Przyklad 3.11 Rozwigz rownanie liniowe
2c—1=0, a=2, b=-1.

Rozwiazanie.
Przenosimy liczbe —1 na prawa strone, zmieniajac znak na przeciwny i dzielimy obie strony
tego rownania przez 2

20=1]:2

W ten sposéb znajdujemy rozwiazanie
1
==
2
Podstawiajac do réwnania x = 3’ sprawdzamy, ze otrzymane rozwigzanie spelnia to réwnanie.

1
Mianowicie dla x = 5> mamy
1
2x—1:2§—1:1—1:0.

1
Widzimy, ze rozwiazanie © = 3 spelnia to réwnanie. Teraz podamy ogdlny schemat rozwiazania

roéwnania liniowego.
axr+b=0,

a#0,
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3.3.2 Zadania

Zadanie 3.8 Rozwiqz rownanie
(1) 3xz—-12=0
() H5x+4+20=10
5

3
(i) Jrtg=1

(iv) 1,52+2,9=7

Zadanie 3.9 Maly pastuszek zauwwazyt lecgce bociany i krzykngt chyba ich leci 100. Starszy
pastuch odpowiedzial duzo mniej, gdyby leciato ich dwa razy tyle, i pot tyle, i éwierc tyle i
ty Zebys z nimi polecial to wtedy bytoby ich razem z tobg 100. Ile bociandw leciato po niebie?

T

Obraz Jozefa Chetmoriskiego (1849-1914). Bociany

Zadanie 3.10 Franek czytal ksigike 25 stron dziennie. Przeczytal calg ksigike w ciggu 3
dni.
Oblicz ile stron ma ta ksigzka ?

Zadanie 3.11 Marysia kupita 3 zeszyty po 7 ztotych kazdy. Kazik kupit pitke za 10 ztotych
i zegarek za 35 zlotych?

lle zaplacita Marysia za 3 zeszyty ?

lle zaptacit Kazik za pitke © za zegarek ¢

O lle wiecej ztotych Kazik zaplacit za zakupy od Marysi ?

Bolek jest 2 razy starszy od Stefki, ktora ma 7 lat. Olek ma tyle lat co Bolek i Stefka razem.
(a) Ile lat ma Bolek ?

(b) Ile lat ma Olek ¢

Zadanie 3.12 Na kilku drzewach siedzialy wrony. Janek powiedziat do Ojca
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Tato duzo wron widzg na drzewach, chyba jest ich 100.

Ojciec odpowiedzial Jasiu gdyby bylo 2 razy tyle i polowe tyle to wtedy byloby 100 wron.
lle wron siedzialo na drzewach ?

Zadanie 3.13 Uprost wyrazenie algebraiczne

aZ—a
—(a+1); a>1:
] (a+1)

3.4 Niepwngci liniowe
Oglnie, nieown® nasepupcej postaci:
ax+b>0; Ilub ax+b<0; aZ0;

nazywamy nieownasca liniowa ze wzgkdu na zmienra X, gdzie wsplczynniki ai bwyra zenia
liniowego po lewej stronie map ustalora wartc.

Rozwazanie tych podstawowych nieownosgci linioych j est proste, wystarczy przeniex na
prawa strore wyraz wolny b z przeciwnym znakiem i obie strony otrzemanej nie pwnasd
podzielt przez wsmlczynnik a # 0

ax+ b>0; ax > —b; ng; gdy a>0;
lub b
ax+ b>0; ax > —b; XSE; gdy a<Q0;
Podobnie rozwazujemy ostre nieowngasci liniowe
ax+b>0; lub ax+b<0:

3.4.1 Przyklady

Przyklad 3.12 Zaznacz na osi liczhowej te wartosci zmiennej x; ktore sa wigksze od zera.

Rozwiazanie. Ni_zej na wykresie zaznaczone jest rozwa zanie.

x>0

-3 -2 -1 0 1 2

Nieown ostra x > 0 wartcsci dodatnich zmiennej x

Przyklad 3.13 Zaznacz na osi liczhowej te wartosci zmiennej x; ktore sa mniejsze od zera.



