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nie jest podrȩcznikiem dla szkó l podstawowych. Natomiast, jako materia l
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0.1 Wstȩp

Materia l przedstawiony w skrypcie Kompendium Matematyki Greckiej przekracza
podstawȩ programowa̧ matematyki uczonej w szko lach podstawowych i w dużej
czȩści zawiera tematy programu matematyki uczonej w liceach i technikach.
Naturalnie, ten rozszerzony zakres tematyki pozwala na wybór tematów za-
awansowanych o stopniu trudności na poziomie uczniów szko ly podstawowej z
wiȩkszymi predyspozycjami i zainteresowaniami w przedmiotach ścis lych.

W skrypcie czytelnik znajdzie wiele interesuja̧cych algorytmów, twierdzeń
z dowodami i przyk ladami spoza podstawowego programu matematyki na
poziomie drugiego i trzeciego etapu nauczania.

Systematyczny opis liczb naturalnych, wymiernych, niewymiernych, algebraicznych
i liczb rzeczywistych oraz w lasności operacji arytmetycznych na tych liczbach
podane sa̧ w rozdzia lach 1 i 2.

Wyrażenia arytmetyczne i algebraiczne jako podstawowe pojȩcia zwia̧zane z
algorytmami i ich kodowaniem w jȩzykach programowania zosta ly opisane z
przyk ladami w rozdziale 3.

Liczne przyk lady obliczania procentów prostych i z lożonych podane sa̧ w rozdziale
4. Rozdzia l 5-ty obejmuje podstawowa̧ wiedzȩ o cia̧gach i szeregach arytmety-
cznych i postȩpach geometrycznych.

Liczby pierwsze i ich w lasności stanowia̧ najważniejsza̧ i interesuja̧ca̧ treść
rozdzia lu 6 . Dotyczy on g lównie nastȩpuja̧cych tematów: Fundamentalne
Twierdzenie Arytmetyki, Algorytm Euklidesa, najwiȩkszy wspólny dzielnik
NWD(a, b) i najmniesza wspólna wielokrotność NWW (a, b) liczb naturalnych
a i b.

Reprezentacja liczb w komputerach w zmiennym przecinku i operacje aryt-
metyczne na liczbach o skończonej ilości cyfr z analiza̧ b lȩdów bezwzglȩdnego
i wzglȩdnego zosta ly opisane w rozdziale 7.

Cechy podzielności liczb ca lkowitych i operacja kongruencji dzielenia z reszta̧
wsparte licznymi przyk ladami stanowia̧ treść rozdzialu 8.

Ogólna zasada tworzenia liczb w systemach binarnym, dziesiȩtnym, ósemkowym
i w innych systemach liczbowych o podstawie naturalnej ρ > 1 opisana jest
szczegó lowo w rozdziale 9.

Rozdzia l 10-ty poswiȩcony jest wielomianom, najprostszej klasie funkcji o
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fundamentalnym znaczeniu w matematyce i jej zastosowaniach.

Wzory uproszczonego mnożenia, dwumian Newtona i trójka̧t Pascala z licznymi
przyk ladami zosta ly opisane w rozdziale 11-tym.

Rozdzia ly 12, 13, 14, 15, i 16 poświȩcone sa̧ funkcjom elementarnym do
których należa̧ funkcje liniowe, funkcje wymierne, funkcja pierwiastek kwadra-
towy, funkcje wyk ladnicze i logarytmiczne.

Rozdzia l 17-ty poświȩcony jest geometrii p laskiej, planimetrii. Zakres ge-
ometrii p laskiej obejmuje konstrukcje z linijka̧ i cyrklem figur p laskich oraz
zwia̧zki miarowe w trójka̧tach, prostoka̧tach, równoleg lobokach, w okrȩgach i
w wieloka̧tach foremnych.

Rozdzia l 18-ty poświȩcony jest trygonometrii wiedzy o zwia̧zkach miarowych
pomiȩdzy bokami i ka̧tami w trójka̧tach. Istotna̧ czȩścia̧ tego rozdzia lu jest
charakterystyka i analiza funkcji trygonometrycznych określonych w trójka̧cie
prostoka̧tnym i na kole trygonometrycznym.

Rozdzia l 19-ty , Geometria Przestrzenna. Stereometria. Ten rozdzia l zawiera
opis nastȩpuja̧cych tematów:

1. Kartezjański uk lad wspó lrzȩdnych.

Punkty i wektory w przestrzeni.

2. Parametryczne równanie prostej

3. Graniastos lupy i prostopad lościany,
objȩtość i pole powierzchni

4. Ostros lupy, objȩtość i pole powierzchni

5. Bry ly obrotowe: walec, kula, stożek,
objȩtość i pole powierzchni.

Wśród bry l przestrzennych wyróżniamy bry ly foremne i bry ly platońskie.
Bry ly foremne maja̧ wszystkie ściany przystaja̧ce. Bry ly platońskie do których
należa̧ tylko czworościan, sześcian, ośmiościan, dunastościan i dwudziestościan,
uważane by ly w czasach starożytnych w Akademii Platońskiej (427-343 B.C.)
za figury idealne.

Kombinatoryka, rozdzia l 20, obejmuje takie pojȩcia jak silnia z liczby nat-
uralnej n, permutacje w zbiorach n-elementowych, kombinacje i wariacje w
zbiorach n-elementowych.

Rozdzia l 21-ty, statystyka opisowa, ważna w wykszta lceniu podstawowym,
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zawiera opis takich pojȩć jak; dane statystyczne, diagramy, korelacje, średnie i
mediany, odchylenia standardowe i wariancje. Rachunek prawdopodobieństwa
czyli probabilistyka zajmuje siȩ badaniem praw rza̧dza̧cych zjawiskami losowymi,
to jest takimi zjawiskami, których przebiegu czy wyniku nie można jednoz-
nacznie przewidzieć. Zdarzenia losowe i ich prawdopodobieństwo zaj́scia zosta ly
szczegó lowo wyjaśnione w rozdziale 22.

Tadeusz Styś Warszawa 20 maj 2025
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0.2 Matematyka Grecka

Od tysiȩcy lat B.C. w okresie Imperium Greckiego, Starożytni Grecy asymilowali
osia̧gniȩcia wielu kultur Bliskiego Wschodu i Indii z zakresu astronomii, archik-
tektury, medycyny, matematyki i fizyki. Grecy stali siȩ najlepszymi nauczy-
cielami pozostawiaja̧c po sobie dobrze udokumentowana̧ literaturȩ z Matem-
atyki i nauk ścis lych. Ważna̧ czȩścia̧ ich dzia lalności by la organizacja Szkó l
Filozofii, Matematyki i nauk ścis lych na obszarze Grecji, Egiptu i Mezopotamii.
Tales z Miletu (625-545 B.C.)

za loży l pierwsza̧ Szko lȩ Jońska̧ Astronmii, Matematyki i Folozofii.
Pitagoras (569-500B.C.) z Samos

za loży l koedukacyjna̧ szko lȩ mistyczna̧ Filozofii i Matematyki w mieście Kro-
ton nad morzem jońskim. Pitagoras mi lośnk muzyki, stworzy l podstawy
wyznaczania wysokości dźwiȩków, autor Twierdzenia Pitagorasa o zwia̧zkach
miarowych w trójka̧cie prostoka̧tnym i trójkach liczb pitagorejskich a, b, c

a2 + b2 = c2

Euklides (330-275 B.C.) Dziekan wydzia lu Arytmetyki i Geometrii na Uniw-
ersytecie w Aleksandrii (330-275 p.n.e.) przeszed l do historii jako jeden z
najwiȩkszych matematyków starożytnych.
Autor ksia̧g Elementy Arytmetyki i Geometrii. Geometria Euklidesa jest cia̧gle
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uczona w szko lach podstawowych i średnich.

Archimedes (287-212 B.C.) syn astronoma z Syracus og losi l znane powszech-
nie Prawo Archimedesa, sformu lowa l podstawy rachunku nieskończenie ma lych.
W wiekach średnich Newton (1642-1727) i Leibnitz (1646-1716) rozwineli ideȩ
rachunku niezkończenie ma lych. Wyniki ich badań o rachunku nieskończenie
ma lych mia ly istotny wp lyw na dalszy rozwój matematyki i nauk ścis lych.
Mianowicie, Newton i Leibnitz stworzyli podstawy rachunku różniczkowego i
ca lkowego.1

(Archimedes (287-212 B.
Wielu greków zas lużonych wesz lo na sta le do historii nauki. Wśród nich Platon
(429-428 B.C.) twórca filozofii idealistycznej i Arystoteles (384-322 B.C.) uczeń
Platona i nauczyciel Aleksandra Wielkiego.
Platon za loży l s lynna̧ Akademie Platońska̧ w Atenach. Po śmierci Platona

1Rachunek różniczkowy i ca lkowy jest uczony na politechnikach i uniwersytetach jako przedmiot
obowia̧zkowy
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Arystoteles za loży l w lasna̧ szko lȩ liceum w roku 343 B.C..

(Platon i Arystoteles)

Wymieńmy jeszcze Sokratesa (469-399 B.C.) ojca filozofii i mi lośnika matem-
atyki, który zosta l og loszony nauczycielem wszechczasów.

Sokrates jest postacia̧ historyczna̧. Sokrates nie pozostawi l po sobie żadnych
pism. Wszystko, co o nim wiemy, to sa̧ relacje jego uczniów Platona i Kseno-
fonta, a także przekazy Arystotelesa i historyków greckich
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7.6 Najmniejsza wspólna wielokrotność . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

7.6.1 Zadania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

8 Reprezentacja liczb w arytmetyce komputerowej 71
8.1 Zapis liczb w zmiennym przecinku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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12.1 Dwumiany i sześciany . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

12.1.1 Przyk lady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
12.2 Dwumian Newtona (1642-1727). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
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13.1 Proste na p laszczyźnie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
13.2 Funkcja liniowa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
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Rozdział 1

Liczby naturalne i ca lkowite

1.1 Wprowadzenie

Koncepcja liczb naturalnych i proste operacje arytmetyczne by ly znane już od oko lo 50
tysiȩcy lat temu. Wiemy to na podstawie archeologicznych i historycznych odkryć.
Natomiast pierwszy systematyczny opis arytmetyki liczb naturalnych opracowany zosta l
przez starożytnych greków w szkole Jońskiej Talesa, (625-545 p.n.e.), w szkole Pitagore-
jskiej (569-475 p.n.e.), na uniwersytecie w Aleksandrii przez Euklidesa (330-267 p.n.e.) i
przez Archmedesa z Syrakuz (287-212 p.n.e.)
Teoria liczb jest w dalszym cia̧gu inspiruja̧cym przedmiotem licznych artyku lów, mono-
grafii publikowanych w wioda̧cych pisamach poświȩconych tej dziedzinie. W ostatnich
kilkudziesiȩciu latach obserwuje siȩ szerokie zastosowania teorii liczb w projektowaniu sys-
temów komputerowych, w kryptografii i ochronie danych a także w tworzeniu nowych algo-
rytmów dla potrzeb administracji i programów spo lecznych.

1.2 Liczby naturalne

Zbiór liczb naturalnych dodatnich nazywamy zbiorem liczebników i oznaczmy symbolem

N+ = {1, 2, 3, ..., n, ...} (1.1)

Umownie do zbioru liczb naturalnych zalicza siȩ zero. Wtedy zbiór liczb naturalnych oz-
naczamy symbolem

N = {0, 1, 2, 3, ..., n, ...} (1.2)

-

0 1 2 3

︷ zbiór liczb naturalnych dodatnich N+︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸
zbiór liczb naturalnych N

x

Oś liczbowa. Liczby naturalne

1.2.1 W lasności liczb naturalnych

Oczywiste w lasności zbiorów N+ i N .

1
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Zbiór liczb naturalnych N+ zawarty jest w zbiorze liczb naturalnych N , piszemy N+ ⊂ N .
Suma liczb naturalnych m+ n też jest liczba̧ naturalna̧. Zatem dla dowolnych liczb natu-
ralnych m, n ∈ N ich suma należy do zbioru liczb naturalnych, piszemy

m+ n ∈ N

To znaczy że zbiór liczb naturalnych jest zamkniȩty ze wzglȩdu na operacje dodawania.
Na przyk lad dla liczb m = 5, n = 7 ich suma

m+ n = 5 + 7 = 12 ∈ N

12 jest liczba̧ naturalna̧.
Operacja dodawania jest przemienna, to znaczy, że dla dowolnych liczb naturalnych m, n
suma

m+ n = n+m

Na przyk lad
7 + 5 = 5 + 7 = 12 ∈ N.

Podobnie zbiór liczb naturalnych jest zamkniȩty na operacje mnożenia oraz operacja mnożenia
jest przemienna
Mianowicie, iloczyn liczb naturalnych m ∗ n jest liczba̧ naturalna̧.
Zatem dla dowolnych liczb naturalnych m, n ∈ N ich iloczyn

m ∗ n ∈ N

należy do zbioru liczb naturalnych.
To znaczy, że zbiór liczb naturalnych jest zamkniȩty ze wzglȩdu na operacje mnożenia.
Na przyk lad dla liczb naturalnych m = 5, n = 7 ich iloczyn

m ∗ n = 5 ∗ 7 = 35 ∈ N

jest liczba̧ naturalna̧. Operacja mnożenia jest przemienna dla dowolnych liczb naturalnych
m, n iloczyn

m ∗ n = n ∗m

Natomiast, wynik odejmowania liczb naturalnych nie zawsze jest liczba̧ naturalna̧.
Na przyk lad, różnica liczb 3−5 = −2 nie jest liczba̧ naturalna̧, ale −2 jest liczba̧ ca lkowita̧.
Liczby ca lkowite omówimy w nastȩpnym paragrafie.

1.2.2 Przyk lady

Przyk lad 1.1 Oblicz sumȩ kolejnych 10 liczb naturalnych

S10 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10

używaja̧c tylko jednej operacji mnożenia i jednej operacji dzielenia.

Rozwia̧zanie:
Zapiszmy sk ladniki sumy w odwrotnej kolejności i dodajmy stronami równości, jak niżej:

S10 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10
S10 = 10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1
−− − ... −− −− −− −− −− −− − −− −−
2 ∗ S10 = 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11 + 11︸ ︷︷ ︸

10∗11
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Ska̧d obliczmy sumȩ S10 używaja̧c jednego mnożenia i jednego dzielenia.

S10 = 10 ∗ 11 : 2 = 55

Przyk lad 1.2 Podaj wzór ogólny na sumȩ n kolejnych liczb naturalnych

Sn = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n

Podaj przyk lad zastosowania tego wzoru używaja̧c tylko jednej operacji mnożenia i jednej
operacji dzielenia.

Rozwia̧zanie:
Zapiszmy sk ladniki sumy w odwrotnej kolejności i dodajmy równości stronami, jak niżej:

Sn = 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n − 2) + (n− 1) + n
Sn = n+ (n − 1) + (n− 2) + · · ·+ 3 + 2 + 1
−− − ... − −− −− −− −− −− −− −− −−
2 ∗ Sn = (n+ 1) + (n+ 1) + (n+ 1) + · · ·+ (n+ 1) + (n+ 1)︸ ︷︷ ︸

n∗(n+1)

Ska̧d obliczmy sumȩ Sn.

Sn =
n(n+ 1)

2

Dla n = 10 obliczamy S10

S10 =
10 ∗ 11

2
= 55

1.3 Liczby ca lkowite

Jak wiemy w zbiorze liczb naturalnych operacja odejmowania nie zawsze jest wykonalna.
Na przyk lad nie ma liczby naturalnej, która by laby wynikiem odejmowania liczby 9 od liczby
5, gdyż różnica

5− 9 = −4

−4 nie jest liczba̧ naturalna̧.

1.3.1 Liczby przeciwne

Liczbami przeciwnymi nazywamy dwie liczby leża̧ce na osi liczbowej w tej samej odleg lości
od zera, ale po przeciwnych stronach zera.
Liczby przeciwne maja̧ ta̧ w lasność, że ich suma równa jest 0.
Zatem liczba −m jest przeciwna do liczby m wtedy

−m+m = 0

Na przyk lad

dla m = 7, liczba przeciwna −m = −7, wtedy 7 + (−7) = 0

Podobnie

dla m = −9, liczba przeciwna −m = 9, wtedy − 9 + 9 = 0.
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Na osi liczbowej mamy zaznaczone liczby naturalne po prawej stronie zera, a po lewej stronie
zera mamy zanaczone liczby przeciwne do liczb naturalnych.

-
liczby naturalne︷ ︸︸ ︷liczby przeciwne︷ ︸︸ ︷

0 1 2 3−3 −2 −1
x

Niżej na osi liczbowej zaznacze sa̧ liczby ca lkowite

-
liczby całkowite︷ ︸︸ ︷
0 1 2 3−3 −2 −1

x

Wszystkie liczby naturalne razem ze wszystkimi liczbami do nich przeciwnymi tworza̧ zbiór
liczb ca lkowitych
Zbiór liczb ca lkowitych oznaczamy litera̧ C, piszemy

C = {.......................− 5, −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, 5.........................}

1.3.2 Przyk lady i zadania

Przyk lad 1.3 Zaznacz na osi liczbowej liczby przeciwne do wskazanych liczb naturalnych

-

0 1 2 3 4 5
x

Oś liczbowa

Niżej na osi liczbowej widzimy liczby naturalne

0, 1, 2, 3, 4, 5

i liczby przeciwne do liczb naturalnych

0,−1,−2,−3,−4,−5

.
-

0−1−2−3−4−5 1 2 3 4 5
x

Oś liczbowa. Liczby ca lkowite

Przyk lad 1.4 Różnica pomiȩdzy zerem i kolejnymimi liczbami naturalnymi

0− 1 = −1, 0− 6 = −6

0− 2 = −2, 0− 7 = −7

0− 3 = −3, 0− 8 = −8

0− 4 = −4, 0− 9 = −9

0− 5 = −5, 0− 10 = −10
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Zadanie 1.1 Wykonaj odejmowanie liczb

0− 11 = , 0− 16 =

0− 12 = , 0− 17 =

0− 13 = , 0− 18 =

0− 14 = , 0− 19 =

0− 15 = , 0− 20 =

Przyk lad 1.5 Sprawdź odejmowanie liczb

5− 10 = −5 , 10− 16 = −6

6− 12 = −6 , 11− 17 = −6

7− 13 = −6 , 12− 18 = −6

8− 14 = −6 , 13− 19 = −6

9− 15 = −6 , 14− 20 = −6

Zadanie 1.2 Wykonaj odejmowanie liczb

1− 10 = , 10− 20 =

3− 12 = , 11− 21 =

5− 14 = , 12− 22 =

7− 15 = , 13− 23 =

9− 16 = , 14− 24 =

1.4 Dodawanie i odejmowanie liczb ca lkowitych

Zbiór liczb ca lkowitych

C = {.......................− 5, −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, 5.........................}

jest zamkniȩty za wzglȩdu na operacje dodawania i odejmowania. To znaczy, że dla dowol-
nych dwóch leczb ca lkowitych m, n ∈ C suma

m+ n ∈ C

i różnica
m− n ∈ C

tych liczb jest liczba̧ ca lkowita̧.

Rozpatrzmy kilka przyk ladów dodawania i odejmowania liczb ca lkowitych.
Dodaja̧c do liczby ca lkowitej m liczbȩ ca lkowita̧ ujemna̧ n, odejmujemy od liczby m liczbȩ
przeciwna̧ −n
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Przyk lad 1.6

5 + (−4) = 5− 4 = 1, dla m = 5, n = −4,

−5 + (−4) = −5 − 4 = −9, dla m = −5, n = −4,

8− (−7) = 8 + 7 = 15, dla m = 8, n = −2,

−8− (−7) = −8 + 7 = −1, dla m = −8 n = −7.

1.5 Mnożenie liczb ca lkowitych

Zbiór liczb ca lkowitych

C = {.......................− 5, −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, 5.........................}

jest zamkniȩty za wzglȩdu na operacjȩ mnożenia. To znaczy, że dla dowolnych dwóch leczb
ca lkowitych m, n ∈ C iloczyn

m ∗ n ∈ C
tych liczb jest liczba̧ ca lkowita̧.

Iloczyn m ∗ n > 0 liczb ca lkowitych m, n ∈ C jest liczba̧ ca lkowita̧ dodatnia̧, jeżeli liczby
m > 0, n > 0 sa̧ dodatnie lub liczby m < 0, n < 0 sa̧ ujemne, w przeciwnym przypadku,
iloczyn m ∗ n < 0 liczb m > 0, n < 0 lub m < 0, n > 0 jest ujemny.

Przyk lad 1.7

4 ∗ 8 = 32, dla m = 4 > 0, n = 8 > 0,

(−6) ∗ (−7) = 42, dla m = −6 < 0, n = −7 < 0.

Zadanie 1.3 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

(i) (−9) ∗ (−9) + (−6) ∗ (−6)

(ii) 20 ∗ (−1)− 14 ∗ (−2)

(iii) (−3) ∗ 4− (12 ∗ (−2) − (−5)

1.6 Dzielenie liczb ca lkowitych

Zauważmy, że wynik dzielenia liczb ca lkowitych nie zawsze jest liczba̧ ca lkowita̧.
Na przyk lad

9 : 2 = 4
1

2
, ale 9 : 3 = 3

Zatem zbiór liczb ca lkowitycha nie jest zamkniȩty ze wzglȩdu na operacjȩ dzielenia.

Iloraz m : n > 0 liczb ca lkowitych m i n 6= 0 jest liczba̧ dodatnia̧, jeżeli obie liczby sa̧
dodatnie lub obie liczby sa̧ ujemne, w przeciwnym przypadku, jeżeli m > 0, n < 0 lub
m < 0, n > 0 to iloraz m : n < 0 jest ujemny.

Przyk lad 1.8 Wynik dzielenia dwóch liczb dodatnich jest liczba̧ dodatnia̧. Mianowicie
niech m = 8 i n = 4

m : n = 8 : 4 = 2,
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Przyk lad 1.9 Wynik dzielenia dwóch liczb ujemnych jest liczba̧ dodatnia̧. Na przyk lad
dzielenie liczb m = −8 i n = −4.

m : n = (−8) : (−4) = 2,

Podobnie wynik dzielenia liczby dodatniej przez liczbȩ ujemna̧ jest liczba̧ ujemna̧. Wynik
dzielenia liczby ujemnej przez liczbȩ dodatnia̧ jest liczba̧ ujemna̧.

Przyk lad 1.1
(−8) : 4 = −2, dla m = −8, n = 4
8 : (−4) = −2, dla m = 8, n = −4

Zadanie 1.4 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

(i) (−8 : 4 + 14 : 7)− (9 : 3− 6 : 2)

(ii) (−18) : 3 + 12 : 3− (15 : (−5)− (16 : 2))

(iii) ((−24) : 6 + 12 : 3)− (15 : (−5)− (16 : 2))

1.7 Liczby parzyste i nieparzyste

Zbiór liczb naturalnych sk lada siȩ z dwóch podzbiorów roz la̧cznych. Mianowicie z podzbioru
liczb parzystych i podzbioru liczb nieparzystych.
Liczby parzyste piszemy w ogólnej formie jak niżej

n = 2k dla k = 0, 1, 2, 3, ...;

Mamy wiȩc cia̧g nieskończony liczb parzystych

0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, ...;

Liczby nieparzyste. Podobnie liczby nieparzyste piszemy w ogólnej postaci, jak niżej

n = 2k + 1, dla k = 0, 1, 2, 3, ...;

Zatem mamy cia̧g nieskończony liczb nieparzystych

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, ...;

Zauważamy, że liczby parzyste dziela̧ siȩ przez 2, natomiast liczby nieparzyste dziela̧ siȩ
przez 2 z reszta̧ 1.

1.7.1 Przyk lady i zadania

Przyk lad 1.10 Suma trzech kolejnych liczb parzystych równa jest 84. Znajdź te liczby.

Rozwia̧zanie:
Kolejne liczby parzyste to

2n− 2, 2n, 2n+ 2,
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Ich suma tabeli
(2n− 2) + 2n+ (2n+ 2) = 6n = 84

Ska̧d obliczamy n

6n = 84, n = 84 : 6 = 14

Obliczmy trzy kolejne liczby parzyste

2n− 2 = 2 ∗ 14− 2 = 26,
2n = 2 ∗ 14 = 28,
2n+ 2 = 2 ∗ 14 + 2 = 30

Sprawdzenie: Obliczamy sumȩ trzech kolejnych liczb parzystych

26 + 28 + 30 = 84.

Przyk lad 1.11 Ile różnych liczb nieparzystych dwucyfrowych można utworzyć z cyfr 1, 2, 3.?

Rozwia̧zanie:
Liczby nieparzyste utworzone z cyfr 1, 2, 3 maja̧ dwie cyfry jedności 1 lub 3
Wszystkie liczby nieparzyste dwucyfrowe i różne, które maja̧ cyfrȩ jedności 1 lub 3, piszemy
w tabeli

11 21 31
13 23 33

Odpowiedź: Ilość różnych liczb dwucyfrowych nieparzystych utworzonych z cyfr 1, 2, 3 równa
jest ilości liczb w tabeli równa̧ 6.

Przyk lad 1.12 Ile różnych liczb nieparzystych trzycyfrowych można utworzyć z cyfr 1, 2, 3.?

Rozwia̧zanie:
Liczby nieparzyste utworzone z cyfr 1, 2, 3 maja̧ dwie cyfry jedności 1 lub 3
Wszystkie liczby nieparzyste trzycyfrowe i różne, które maja̧ cyfrȩ jedności 1 lub 3, piszemy
w tabeli

111 211 311
113 213 313
121 221 321
123 223 323
131 231 331
133 233 333

Odpowiedź: Ilość różnych liczb nieparzystych trzycyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3 równa
jest ilości liczb w tabeli to jest 6 ∗ 3 = 18.

Przyk lad 1.13 Ile różnych liczb parzystych dwucyfrowych można utworzyć z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7?

Rozwia̧zanie:
Liczby parzyste utworzone z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 maja̧ trzy cyfry jedności
2 lub 4 lub 6
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Napiszmy wszystkie różne liczby parzyste dwucyfrowe, które maja̧ cyfrȩ jedności 2 lub 4 lub 6

12 14 16
22 24 26
32 34 36
42 44 46
52 54 56
62 64 66
72 74 76

Odpowiedź: Ilość różnych liczb parzystych dwucyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
równa jest ilości liczb w tabeli to jest 3 ∗ 7 = 21.

Przyk lad 1.14 Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych równa jest 51. Znajdź te liczby.

Rozwia̧zanie: Kolejne liczby nieparzyste to

2n + 1, 2n + 3, 2n + 5.

Ich suma
(2n + 1) + (2n + 3) + (2n + 5) = 6n + 9 = 51.

Ska̧d obliczamy n
6n + 9 = 51, 6n = 42, 6 = 7.

Obliczmy trzy kolejne liczby nieparzyste

2n + 1 = 2 ∗ 7 + 1 = 15,
2n + 3 = 2 ∗ 7 + 3 = 17,
2n + 5 = 2 ∗ 7 + 5 = 19.

Sprawdzenie: Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych

15 + 17 + 19 = 51.

Przyk lad 1.15 Oblicz sumȩ 10-ciu kolejnych liczb parzystych

S10 = 2 + 4 + 6 + 8 + 10 + 12 + 14 + 16 + 18 + 20

Podaj przyk lad zastosowania tego wzoru.

Rozwia̧zanie: Zapiszmy sk ladniki sumy w odwrotnej kolejności i dodajmy stronami równości, jak
niżej:

S10 = 2 + 4 + +6 + 8 + 10 + 12 + 14 + 16 + 18 + 20
S10 = 20 + 18 + 16 + 14 + 12 + 10 + 8 + 6 + 4 + 2

−− − ... −− −−− −− −−− −−− −− −−− −
2 ∗ S10 = 22 + 22 + 22 + 22 + 22 + 22 + 22 + 22 + 22 + 22︸ ︷︷ ︸

10∗22

Ska̧d obliczmy sumȩ S10 używaja̧c jednego mnożenia i jednego dzielenia.

S10 = 10 ∗ 22 : 2 = 110 lub S10 =
10 ∗ 22

2
= 110

Przyk lad 1.16 Podaj wzór ogólny na sumȩ n kolejnych liczb parzystych

Sn = 2 + 4 + · · · + (2n − 2) + 2n

Podaj przyk lad zastosowania tego wzoru używaja̧c tylko jednej operacji mnożenia i jednej operacji
dzielenia.
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Rozwia̧zanie: Zapiszmy sk ladniki sumy w odwrotnej kolejności i dodajmy stronami równości, jak
niżej:

Sn = 2+ 4+ 6+ · · ·+ 2n − 2+ 2n
Sn = 2n+ (2n − 2)+ (2n − 4)+ · · ·+ 4+ 2

− −− ... −−− − −− − −− · · · − −− − −−
2 ∗ Sn = (2n + 2)+ (2n + 2)+ (2n + 2)+ · · ·+ (2n + 2)+ (2n + 2)

...............................................................................................︸ ︷︷ ︸
n∗(2n+2)

Ska̧d obliczmy sumȩ Sn.

Sn =
n(2n + 2)

2
=

2n(n + 1)

2
= n(n + 1)

Dla n = 10 obliczamy S10

S10 =
10 ∗ 22

2
= 10 ∗ 11 = 110

Przyk lad 1.17 Oblicz sumȩ 10-ciu kolejnych liczb nieparzystych

S10 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 + 17 + 19

Rozwia̧zanie: Zapiszmy sk ladniki sumy w odwrotnej kolejności i dodajmy równości stronami, jak
niżej:

S10 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 + 17 + 19
S10 = 19 + 17 + 15 + 13 + 11 + 9 + 7 + 5 + 3 + 1

−− − ... − −−− −− −−− −−− −− −−−
2 ∗ S10 = 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20︸ ︷︷ ︸

10∗20

Ska̧d obliczmy sumȩ S10 używaja̧c jednego mnożenia i jednego dzielenia.

S10 = 10 ∗ 20 : 2 = 100 lub S19 =
10 ∗ 20

2
= 100

Przyk lad 1.18 Podaj wzór ogólny na sumȩ n kolejnych liczb nieparzystych

Sn = 1 + 3 + · · · + (2n − 3) + (2n − 1)

Podaj przyk lad zastosowania tego wzoru używaja̧c tylko jednej operacji mnożenia i jednej operacji
dzielenia.

Rozwia̧zanie: Zapiszmy sk ladniki sumy w odwrotnej kolejności i dodajmy stronami równości

Sn = 1+ 3+ 5+ · · ·+ (2n − 3)+ (2n − 1)
Sn = (2n − 1)+ (2n − 3)+ (2n − 5)+ · · ·+ 3+ 1

− −− ... −−− − −− − −− · · · − −− − −−
2 ∗ Sn = 2n+ 2n+ 2n+ · · ·+ 2n+ 2n

Ska̧d obliczmy sumȩ Sn.

2Sn = n ∗ 2n, Sn =
n ∗ 2n

2
= n ∗ n = n2

Dla n = 10 obliczamy S10

S10 = 10 ∗ 10 = 100

Przyk lad 1.19 Udowodnij, że wyrażenie algebraiczne

a2 + (a + 2)(a + 2) + (a + 4)(a + 4) + 1

jest podzielne przez 12 dla każdej liczby nieparzystej a.
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Rozwia̧zanie:
Ponieważ liczba a jest nieparzysta to dla pewnego n

a = 2 ∗ n − 1

gdyż dla każdej liczby nieparzystej jest naturalne n, takie że

a = 2 ∗ n − 1

Podstawiaja̧c do tego wyrażenia algebraicznego

a = 2 ∗ n − 1

otrzymamy

a2 + (a + 2)(a + 2) + (a + 4)(a + 4) + 1 =
= (2 ∗ n − 1)(2 ∗ n − 1) + (2 ∗ n − 1 + 2)(2 ∗ n − 1 + 2)+
+ 2 ∗ n − 1 + 4)(2 ∗ n − 1 + 4) + 1 =
= (4 ∗ n ∗ n − 4 ∗ n + 1) + (2 ∗ n + 1(2 ∗ n + 1)+
+ (2 ∗ n + 3)(2 ∗ n + 3) + 1 =
= (4 ∗ n2 − 4 ∗ n + 1) + (4 ∗ n2 + 4 ∗ n + 1) + (4 ∗ n2 + 12 ∗ n + 9) =
= 12 ∗ n2 + 12 ∗ n + 12 =
= 12 ∗ (n2 + n + 1)

Dla każdej nieparzystej liczby a = 2∗n−1 to wyrażenie rozk lada siȩ na czynniki 12 razy (n2+n+1).
Zatem to wyrażenie algebraiczne jest podzielne przez 12 dla każdej nieparzystej wartości parametru
a.

Zadanie 1.5 Ile różnych liczb parzystych dwucyfrowych można utworzyć z cyfr 1, 2, 3.?

Zadanie 1.6 Ile różnych liczb parzystych trzycyfrowych można utworzyć z cyfr 1, 2, 3.?

Zadanie 1.7 Ile różnych liczb nieparzystych trzycyfrowych można utworzyć z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7?

Zadanie 1.8 Oblicz sumȩ kolejnych 15 liczb naturalnych

S15 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15

używaja̧c tylko jednej operacji mnożenia i jednej operacji dzielenia.

Zadanie 1.9 Oblicz sumȩ 9 − ciu kolejnych liczb naturalnych rozpoczynaja̧c od liczby 10

S9 = 10 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16 + 17 + 18 + 19

stosuja̧c wzór na sumȩ n kolejnych liczb naturalnych.

Zadanie 1.10 Suma trzech kolejnych liczb naturalnych równa jest 45. Znajdź te liczby.

Zadanie 1.11 Suma trzech kolejnych liczb parzystych równa jest 120. Znajdź te liczby.

Zadanie 1.12 Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych równa jest 180. Znajdź te liczby.

Zadanie 1.13 Wykaż, że wartość wyrażenia algebraicznego

n2 + n + 1

jest liczba̧ nieparzysta̧ dla każdego naturalnego n = 0, 1, 2, 3, ...;

1.8 Operacja potȩgowania

Mnoża̧c liczbȩ przez siebie kilka razy obliczamy jej potȩgȩ.
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1.8.1 Przyk lady i zadania

Na przyk lad, mnoża̧c liczbȩ 2 otrzymamy jej kolejne potȩgi

20 = 1
21 = 2
2 ∗ 2 = 22 = 4
2 ∗ 2 ∗ 2 = 23 = 8
2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 = 24 = 16

Podobnie, mnoża̧c liczb 3 przez siebie otrzymamy kolejne jej potȩgi

30 = 1
31 = 3
3 ∗ 3 = 32 = 9
3 ∗ 3 ∗ 3 = 33 = 27
3 ∗ 3 ∗ 3 ∗ 3 = 34 = 81
3 ∗ 3 ∗ 3 ∗ 3 ∗ 3 = 35 = 243

Każda liczba a 6= 0 różna od zera podniesiona do potȩgi 0 równa̧ jest 1
1 Na przyk lad

10 = 1, 50 = 1, 60 = 1, 70 = 1, 140 = 1, 2590 = 1

Ogólnie, potȩga̧ liczby a 6= 0 różnej od zera o wyk ladniku naturalnym n nazywamy iloczyn tej
liczby pomnożonej przez siebie n razy i piszemy

a0 = 1, 20 = 1
a ∗ a... ∗ a︸ ︷︷ ︸

n−czynników

= an, 2 ∗ 2... ∗ 2︸ ︷︷ ︸
n−czynników

= 2n

Wtedy a nazywamy podstawa̧ i n wyk ladnikiem potȩgi an.

Zadanie 1.14 Oblicz potȩgi

40 = , 41 = , 42 =
52 = , 53 = , 54 =
102 = , 103 = , 104 =

Operacje arytmetyczne na potȩgach. Na potȩgach nastȩpuja̧ce operacje sa̧ wykonalne:

1. Mnożenie potȩg o tych samych podstawach

ap ∗ aq = ap+q

dla dowolnych p, q.
Na przyk lad dla a = 2, p = 3, q = 5 mamy

23 ∗ 25 = 23+5 = 28 = 256

2. Dzielenie potȩg o tych samych podstawach

ap

aq
= ap−q,

dla dowolnych liczb p, q.
Na przyk lad dla a = 2, p = 5, q = 3 mamy

25 : 23 = 25−3 = 22 = 4

1Symbol 00 jest nieokreślony, nie ma sensu liczbowego
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3. Potȩgowanie potȩg o tych samych podstawach

(ap)q = ap∗q ,

dla dowolnych p, q.
Na przyk lad dla a = 2, p = 2, q = 3 mamy

(23)2 = 22∗3 = 26 = 64

4. Potȩga iloczynu liczb o tym samym wyk ladniku

(a ∗ b)n = an ∗ bn

równa jest iloczynowi potȩg.
Na przyk lad dla a = 2, b = 3, n = 3 mamy

(2 ∗ 3)3 = 23 ∗ 33 = 8 ∗ 27 = 216

5. Potȩga ilorazu liczb o tym samym wyk ladniku

(
a

b
)n =

an

bn

równa jest ilorazowi potȩg.
Na przyk lad dla a = 4, b = 2, n = 3 mamy

(4 : 2)3 = 43 : 23 = 64 : 8 = 8 lub (
4

2
)3 =

43

23
=

64

8
= 8

Przyk lad 1.20 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

23 ∗ 34

22 ∗ 33

Rozwia̧zanie. Wykonuja̧c dzia lania na potȩgach obliczmy

23 ∗ 34

22 ∗ 33
= 2 ∗ 3 = 6

Zadanie 1.15 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

(i) 52 ∗ 23 + 32 ∗ 23 − 42 ∗ 52

(ii)
23 ∗ 32 + 52 ∗ 72 − 2 ∗ 6 ∗ 8 − 1

32 ∗ 52 − 23 ∗ 42 + 3

Odp (ii) :12

Zadanie 1.16 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

33 ∗ 23 − 32 ∗ 22

3 ∗ 23 + 2 ∗ 3

Odp:6

1.9 Liczby podzielne przez 2, 3, 4 i 5

• Liczby podzielne przez 2

0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, ...;

piszemy w postaci ogólnej

n = 2k, dla k = 0, 1, 2, 3, ...;
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1.9.1 Przyk lady i zadania

Przyk lad 1.2

124 : 2 = 62, lub
124

2
= 62

316 : 2 = 158, lub
2528

2
= 1264

• Liczby podzielne przez 3

0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, ...;

piszemy w postaci ogólnej

n = 3k, dla k = 0, 1, 2, 3, ...;

Jasne, że liczby postaci 3 ∗ k, k = 0, 1, 2, 3, ...; sa̧ podzielne przez 3, gdyż

3 ∗ k : 3 = k, lub
3 ∗ k

3
= k

dla każdego naturalnego k = 0, 1, 2, 3, 4, ...;

Ogólnie liczba n jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, jeżeli suma cyfr liczby n dzieli siȩ
przez 3.

Przyk lad 1.3 Liczba n = 54 jest podzielna przez 3, ponieważ jej suma cyfr 5 + 4 = 9 jest
podzielna przez 3.

54 : 3 = 18, poniewaz 3 ∗ 18 = 54

Przyk lad 1.4 Liczba n = 756 jest podzielna przez 3, ponieważ jej suma cyfr 7 + 5 + 6 = 18
jest podzielna przez 3.

756 : 3 = 252 poniewaz 3 ∗ 254 = 756

Test podzielności liczby n = a1a0 przez 3 ma proste uzasadnienie dla liczb dwucyfrowych.
Liczba dwucyfrowa ma cyfrȩ dziesia̧tek a1, i druga̧ cyfrȩ jedności a0.

a1a0 = a1 ∗ 10 + a0 = a1(9 + 1) + a0 = 9 ∗ a1 + a1 + a0

Pierwszy sk ladnik 9 ∗ a1 dzieli siȩ przez 3 poniewaz

9 ∗ a1 : 3 = 3a1, lub
9 ∗ a1

3
= 3a1

Jeżeli drugi sk ladnik sumy a1 + a0 dzieli siȩ przez 3 to ca la suma też dzieli siȩ przez 3

Przyk lad 1.5 Liczba n = 57 ma cyfrȩ dziesia̧tek 5 i cyfrȩ jedności 7. Zatem suma cyfr
5 + 7 = 12 dzieli sȩ przez 3 i liczba 57 też dzieli siȩ przez 3.
Rzeczywiście mamy

57 = 5 ∗ 10 + 7 = 5 ∗ (9 + 1) + 7 = 5 ∗ 9 + 5 + 7,

(5 ∗ 9 + 5 + 7) : 3 = 5 ∗ 9 : 3 + 12 : 3 = 5 ∗ 3 + 4 = 19

• Liczby podzielne przez 4

0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, ...;

piszemy w postaci ogólnej

n = 4k, dla k = 0, 1, 2, 3, ...;

Jasne, że liczby postaci 4 ∗ k, k = 0, 1, 2, 3, ...; sa̧ podzielne przez 4, gdyż

4 ∗ k : 4 = k, lub
4 ∗ k

4
= k

dla każdego naturalnego k = 0, 1, 2, 3, 4, ...;
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• Liczby podzielne przez 5.

0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, ...;

piszemy w postaci ogólnej

n = 5k, dla k = 0, 1, 2, 3, ...;

Jasne że liczby postaci 5 ∗ k, k = 0, 1, 2, 3, ....; sa̧ podzielne przez 5, ponieważ

5 ∗ k : 5 = k, lub
5 ∗ k

5
= k

dla każdego naturalnego k = 0, 1, 2, 3, 4, ...;

Podzielność liczby n przez 5 poznajemy używaja̧c testu:

Liczba n jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, jeżeli jej cyfra jedności jest 0 lub 5.

Przyk lad 1.21 Liczba n = 50 jest podzielna przez 5, ponieważ jej cyfra jedności jest równa
0.

50 : 5 = 10, poniewaz 5 ∗ 10 = 50

Przyk lad 1.22 Liczba n = 265 jest podzielna przez 5, ponieważ jej cyfra jedności jest równa
5.

265 : 5 = 53, poniewaz 5 ∗ 53 = 265

1.10 Dzielenie liczb przez liczby jednocyfrowe z reszta̧

Liczby naturalne, które spe lniaja̧ testy podzielności przez liczby 2 lub 3 lub 5, dziela̧ siȩ z reszta̧ 0.
Wtedy mówimy, że sa̧ podzielne przez 2 lub 3 lub 5. Jednak, jest dużo liczb, które nie spe lniaja̧
testów podzielności, wtedy dzielenie wykonujemy z reszta̧.

1.11 Dzielenie z reszta̧

Rozpatrzmy nastȩpuja̧ce przyk lady

1.11.1 Przyk lady i zadania

Przyk lad 1.6 Podziel liczbȩ 13 przez 3

13

3
=

13︷ ︸︸ ︷
3 ∗ 4 + 1

3
= 4 +

1

3

Liczba 13 dzielona przez 3 równa siȩ 4 z reszta̧ 1.
Liczby dzielimy wed lug schematu

4
−−
13 : 3

−12
−−

1

Odpowiedź: 13 podzielić przez 3 równa siȩ 4 z reszta̧ 1
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

13 = 4 ∗ 3 + 1
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Przyk lad 1.7 Podziel liczbȩ 53 przez 8

53

8
=

53︷ ︸︸ ︷
6 ∗ 8 + 5

8
= 6 +

5

8

Liczba 53 dzieli siȩ przez 8 z reszta̧ 5.
Liczby dzielimy wed lug schematu

6
−−
53 : 8

−48
−−

5

Odpowiedź: 53 podzielić przez 8 równa siȩ 6 z reszta̧ 5
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

53 = 6 ∗ 8 + 5

Przyk lad 1.8 Podziel liczbȩ 85 przez 9

85

9
=

85︷ ︸︸ ︷
9 ∗ 9 + 4

9
= 6 +

4

9

Liczba 85 dzieli siȩ przez 9 z reszta̧ 4.
Liczby dzielimy wed lug schematu

9
−−
85 : 9

−81
−−

4

Odpowiedź: 85 podzielić przez 9 równa siȩ 9 z reszta̧ 4
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

85 = 9 ∗ 9 + 4

Ogólnie piszemy, że liczba n dzieli siȩ przez liczbȩ d z reszta̧ r wed lug wzoru

Przyk lad 1.9 Dzielimy liczbȩ n przez d

n

d
=

n︷ ︸︸ ︷
k ∗ d + r

d
= k +

r

d

Liczba n dzieli siȩ przez d z reszta̧ r.
Liczby dzielimy wed lug schematu

k
−−

n : d
−k ∗ d

−−
r

Odpowiedź: n podzielić przez d równa siȩ k z reszta̧ r
Wynik dzielenia pisujemy w postaci:

n = k ∗ d + r
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1.12 Dzielenie liczb przez liczby dwucyfrowe z reszta̧

1.12.1 Przyk lady i zadania

Przyk lad 1.10 Podziel liczbȩ 78 przez 42

78

42
=

78︷ ︸︸ ︷
42 + 36

42
= 1 +

36

42

Liczba 78 dzieli siȩ przez 42 z reszta̧ 36.
Liczby dzielimy wed lug schematu

1
−−
78 : 42

−42
−−
36

Odpowiedź: 78 podzielić przez 42 równa siȩ 1 z reszta̧ 36
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

78 = 1 ∗ 42 + 36

Przyk lad 1.11 Podziel liczbȩ 1190 przez 25

1190

25
=

1190︷ ︸︸ ︷
47 ∗ 25 + 15

25
= 47 +

15

25

Liczba 1190 dzieli siȩ przez 25 z reszta̧ 15.
Teraz dzielimy wed lug schematu

47
−−

1190 : 25
−100

25 mieści się w 119 cztery razy, piszemy nad kreską  4  
4 ∗ 25 = 100; odejmujemy 100

−−
190 rożnica 19 dopisujemy następną cyf re 0,

−175 25 mieści się w 190 siedem razy piszemy nad kreską 7
−− 7 ∗ 25 = 175; odejmujemy 175

15 reszta 15

Odpowiedź: 1190 podzielić przez 25 równa siȩ 47 z reszta̧ 15
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

1190 = 47 ∗ 25 + 15 lub
1190

25
= 47 +

15

25
= 47 +

3

5

Przyk lad 1.12 Podziel liczbȩ 1995 przez 17

1995

17
=

1995︷ ︸︸ ︷
117 ∗ 17 + 6

17
= 117 +

6

17
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Liczba 1995 dzieli siȩ przez 17 z reszta̧ 6.
Teraz dzielimy wed lug schematu

117
−−

1995 : 17
−17

17 mieści się w 19 jeden raz, piszemy 1 nad kreską
1 ∗ 17 = 17; odejmujemy 17

−−
29

−17
−−

różnica 2 dopisujemy następną cyfrę 9
17 mieści się w 29 jeden raz, piszemy drugie 1 nad kreską 
różnica 12 dopisujemy następną cyfrę 5

125 17 mieści się w 125 siedem razy
−119
−−

6

7 ∗ 17 = 119 piszemy 7 nad kreską

reszta 6

Odpowiedź: 1995 podzielić przez 17 równa siȩ 117 z reszta̧ 6
Wynik dzielenia piszemy w postaci:

1995 = 117 ∗ 17 + 6 lub
1995

17
= 117 +

6

17

Zadanie 1.17 Wykonaj dzielenie pisemne liczb

(i) 2546 : 3, (ii) 5796 : 9

Zadanie 1.18 Wykonaj dzielenie pisemne liczb

(i) 455 : 13, (ii) 18011 : 31

Zadanie 1.19 Wykonaj dzielenie pisemne z reszta̧ liczb

(i) 2547 : 3, (ii) 5766 : 9

Zadanie 1.20 Udowodnij, że liczba α3α2α1α0 jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, jeżeli
suma cyfr

α3 + α2 + α1 + α0

jest podzielna przez 3. Podaj warunek konieczny i dostateczny na to, żeby liczba α3α2α1α0 by la
podzielna przez 9.

Zadanie 1.21 Podaj najmniejsza̧ liczbȩ naturala̧ wiȩksza̧ od liczby 2018 , która ma sumȩ cyfr 11.

Zadanie 1.22 Udowodnij, że liczba czterocyfrowa α3α225 jest podzielna przez 25 dla dowolnych
cyfr α3, α2.

Zadanie 1.23 .

(a) Zapisz wzorem ogólnym zbiór liczb podzielnych przez 3. Wypisz 5 kolejnych liczb podzielnych
przez 3.

(b) Zapisz wzorem ogólnym zbiór liczb podzielnych przez 3 z reszta 1. Wypisz 6 kolejnych liczb
podzielnych przez 3 z reszyta̧ 1

(c) Zapisz wzorem ogólnym zbiór liczb podzielnych przez 3 z reszta̧ 2. Wypisz pierwsze 7 kolejnych
liczb podzielnych przez 3 z reszta̧ 2.

Zadanie 1.24 Bracia Antek, Bolek, Wacek i Staś dostali od ojca razem 400 z l na zakupy szkolne.
Bolek wyda l o 4z l wiȩcej niż Antek, Wacek wyda l o 3 z l mniej niż Bolek, Staś wyda l tyle samo
co Wacek.
Ile każdy z nich wyda l na zakupy szkolne?

Zadanie 1.25 W gospodarstwie by ly krowy, owce, kury i gȩsi. Owiec by lo 2 razy wiȩcej niż krów,
gȩsi by lo 4 razy wiȩcej niż owiec, kur by lo 6 razy wiȩcej niż gȩsi. Razem mieli 124 nogi. Ile by lo w
gospodarstwie krów, owiec, kur i gȩsi ?



Rozdział 2

Liczby wymierne i niewymierne

2.1 U lamki zwyk le

Iloraz dwóch liczb ca lkowitych p i q

licznik︷︸︸︷
p

q︸︷︷︸
mianownik

, q 6= 0

nazywamy u lamkiem zwyk lym, gdzie liczba p jest licznikiem u lamka zwyk lego, a liczba q 6= 0 zawsze
różna od zera jest mianownikiem u lamka zwyk lego.
Na przyk lad u lamek zwyk ly

licznik︷︸︸︷
5

8︸︷︷︸
mianownik

ma licznik p = 5 i mianownik q = 8.
Zauważmy, że liczniki u lamków zwyk lych

1

1
,

1

2
,

1

3
,

1

4
,

1

5
,

1

6
,

1

7
,

1

8
,

1

9

równe sa̧ 1. Natomiast mianowniki tych u lamków sa̧ kolejnymi liczbami 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
Natomiast niżej podane u lamki maja̧ różne liczniki i różne mianowniki.

1

2
,

2

3
,

3

4
,

4

5
,

5

6
,

9

7
,

11

8
,

10

9
,

11

10
,

12

11
,

13

12

Wśród u lamków zwyk lych wyróżniamy u lamki w laściwe i u lamki niew laściwe.
U lamkami w laściwymi nazywamy u lamki

licznik︷︸︸︷
p

q︸︷︷︸
mianownik

, p < q q 6= 0

w których licznik p jest mniejszy od mianownika q.
Podobnie U lamkami niew laściwymi nazywamy u lamki

licznik︷︸︸︷
p

q︸︷︷︸
mianownik

, p > q q 6= 0

19
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w których licznik p jest wiȩkszy od mianownika q.
U lamki niew laściwe piszemy również w postaci liczb mieszanych wyróżniaja̧c cześć ca lkowita̧
Na przyk lad u lamek niew laściwy

5

2
piszemy umownie w postaci liczby mieszanej 2 1

2
, jak niżej

5

2
= 2 +

1

2
= 2

1

2

Przyk lad 2.1 Zamień u lamk niew laściwy
9

4
na liczbȩ mieszana̧

Wy la̧czaja̧c ca lość z tego u lamka, wykonaj dzielenie liczb

9 : 4 = 2 +
2

4
= 2 +

1

2

Ska̧d u lamek niew laściwy
9

4
równy jest liczbie mieszaj 2 1

2
, piszemy

9

4
= 2

1

2

Przyk lad 2.2 Zamień liczbȩ mieszana̧

1
3

4
na u lamek niew laściwy

Dany u lamek niew laściwy piszemy jqko sumȩ ca lość liczby mieszanej 1 dodać u lamek
3

4
, jak niżej

1
3

4
= 1 +

3

4
=

1︷︸︸︷
4

4
+

3

4
=

7︷ ︸︸ ︷
4 + 3

4
=

7

4

Ska̧d liczba mieszana 1
3

4
równa jest u lamkowi niew laściwemu 7

4
, piszemy

1
3

4
=

7

4

2.2 Dodawanie u lamków

Dodawanie u lamków o tych samych mianownikach. U lamki o tych samych mianownikach dodajemy
liczniki zostawiamy ten sam mianownik.

Przyk lad 2.3 Dodaj u lamki

1

2
+

1

2
=

1 + 1

2
=

2

2
= 1

1

3
+

1

3
+

1

3
=

1 + 1 + 1

3
=

3

3
= 1

1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

4
=

1 + 1 + 1 + 1

4
=

4

4
= 1

Przyk lad 2.4 Dodaj u lamki

1

2
+

3

2
=

1 + 3

2
=

4

2
= 2

1

3
+

2

3
+

4

3
=

1 + 2 + 4

3
=

7

3
= 2

1

3
1

4
+

2

4
+

3

4
+

5

4
=

1 + 2 + 3 + 5

4
=

11

4
= 2

3

4
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Dodawanie u lamków o różnych mianownikach. Żeby dodać u lamki o różnych mianownikach należy
znaleźć wspólny mianownik. Może to być najmniesza wspólna wielokrotność mianowników.

Przyk lad 2.5 Dodaj u lamki

1

2
+

1

3
=

3

6
+

2

6
=

3 + 2

6
=

5

6

wspólna wielokrotność 2 i 3 równa 6

1

3
+

1

4
+

2

5
=

20

6
+

15

60
+

24

60
=

20 + 15 + 24

60
=

59

60

wspólna wielokrotność 3, 4 i 5 równa 60

1

4
+

3

5
=

5

20
+

12

20
=

5 + 12

20
=

17

20

wspólna wielokrotność 4 i 5 równa 20

Zadanie 2.1 Zamień u lamek niew laściwy
24

5
na liczbȩ mieszana̧

Zadanie 2.2 Zamień liczbȩ mieszana̧

5
4

9
na u lamek niew laściwy

2.3 Odejmowanie u lamków

Odejmowanie u lamków o tych samych mianownikach. U lamki o tych samych mianownikach odej-
mujemy w nastȩpuja̧cy sposób:
odejmujememy liczniki i zostawiamy ten sam mianownik

Przyk lad 2.6 Odejmij u lamki

1

2
− 1

2
=

1 − 1

2
= 0

2

3
− 1

3
=

2 − 1

3
=

1

3
4

5
− 2

5
− 1

5
=

4 − 2 − 1

5
=

1

5

Przyk lad 2.7 Dodaj u lamki

1

2
+

3

2
=

1 + 3

2
=

4

2
= 2

1

3
+

2

3
+

4

3
=

1 + 2 + 4

3
=

7

3
= 2

1

3
1

4
+

2

4
+

3

4
+

5

4
=

1 + 2 + 3 + 5

4
=

11

4
= 2

3

4

Przyk lad 2.8 Odejmij u lamki

7

9
− 1

9
=

7 − 1

9
=

6

9
13

20
− 5

20
+

3

20
=

13 − 5 + 3

20
=

12

20
37

50
− 23

50
=

37 − 23

50
=

14

50
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Odejmowanie u lamków o różnych mianownikach. Odejmuja̧c u lamki o różnych mianownikach należy
znaleźć wspólny mianownik. Może to być najmniesza wspólna wielokrotność mianowników.

Przyk lad 2.9 Odejmij u lamki

5

9
− 1

3
=

5 − 3 ∗ 1

9
=

2

9

wspólna wielokrotność; 9 i 3 równa 9

33

25
− 21

50
=

2 ∗ 33 − 21

50
=

45

50
=

9

10

wspólna wielokrotność 25 i 50 równa 50

14

15
− 2

5
+

2

3
=

14 − 3 ∗ 2 + 5 ∗ 2

15
=

14 − 6 + 10

15
=

18

15

wspólna wielokrotność 15 5 i 3 równa 15

253

500
− 126

1000
=

2 ∗ 253 − 126

1000
=

506 − 126

1000
=

380

1000

wspólna wielokrotność 500 i 1000 równa 1000

Zadanie 2.3 Odejmij u lamki

(a)
5

9
− 2

9

(b)
12

5
− 7

5

Zadanie 2.4 Odejmij u lamki

(a)
15

4
− 3

8

(b)
43

6
− 23

7

2.4 Mnożenie u lamków

Operacja mnożenia u lamków jest bardzo prosta.

U lamek
p

q
, q 6= 0 mnożymy przez u lamek

s

t
, s 6= 0 wed lug schematu:

licznik razy licznik, mianownik razy mianownik

p

q
∗ s

t
=

p ∗ s

q ∗ t
, q 6= 0, t 6= 0

Przyk lad 2.10 Pomnóż u lamki

(a)
2

3
∗ 4

5
=

2 ∗ 4

3 ∗ 5
=

8

15

(b)
2

3
∗ (−4)

5
=

2 ∗ (−4)

3 ∗ 5
= − 8

15

(c)
10

13
∗ 21

25
=

10 ∗ 21

13 ∗ 25
=

210

273

Zadanie 2.5 Pomnóż u lamki

(a)
5

3
∗ 4

5

(b)
7

9
∗ 3

5
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2.5 Dzielenie u lamków

Operacja dzielenia u lamków jest bardzo prosta.

U lamek
p

q
, q 6= 0 dzielimy przez u lamek

s

t
, s 6= 0 wed lug schematu:

licznik razy mianownik, mianownik razy licznik

p

q
:

s

t
=

p ∗ t

q ∗ s
, q, s 6= 0, p, t 6= 0

Przyk lad 2.11 Podziel u lamki

(a)
2

3
:

4

5
=

2

3
∗ 5

4
=

2 ∗ 4

3 ∗ 5
=

8

15

(b)
−5

9
:

1

3
=

(−5) ∗ 3

9 ∗ 3
=

10

12

(c)
10

13
:

21

25
=

10 ∗ 25

13 ∗ 21
=

250

273

Zadanie 2.6 Podziel u lamki

(a)
5

4
:

4

5

(b) −15

3
:

18

5

(c)
135

4
: (− 5

48
)

(d) −48

7
: (−16

3
)

Zauważmy, że do liczb wymiernych zaliczamy również wszystkie liczby ca lkowite

... − 5,−4,−3,−2−,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...

Ogólnie, dla liczb ca lkowitych p i q 6= 0 u lamek

p

q
,

nie jest liczba̧ ca lkowita̧, jeżeli q 6= 1. Dla q = 1 u lamek jest liczba̧ ca lkowita̧. Zbiór wszystkich
liczb ca lkowitych razem ze zbiorem wszystkich możliwych u lamków tworza̧ zbiór liczb wymiernych.
Zbiór liczb wymiernych oznaczamy litera̧ W i piszemy

W = {p

q
: dla calkowitych liczb p i q 6= 0}

 Latwo sprawdzamy, że zbiór liczb wymiernych jest zamkniȩty ze wzglȩdu na cztery operacje aryt-
metyczne dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzielenie przez liczby różne od zera. To znaczy dla
dowolnych liczb wymiernych w1, w2 ∈ W wynik czterech operacji jest liczba̧ wymierna̧

w1 + w2 ∈ W, w1 − w2 ∈ W, w1 ∗ w2 ∈ W,
w1

w2
∈ W, w2 6= 0.

Na przyk lad, dla

w1 =
2

3
∈ W, w2 =

3

4
∈ W

suma

w1 + w2 =
2

3
+

3

4
=

2 ∗ 4 + 3 ∗ 3

12
=

8 + 9

12
=

17

12
=∈ W

jest liczba̧ wymierna̧
Dla

w1 =
1

2
∈ W, w2 =

2

3
∈ W
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różnica

w1 − w2 =
1

2
− 2

3
=

1 ∗ 3 − 2 ∗ 3

6
=

3 − 6

6
= −3

6
= −1

2
∈ W

jest liczba̧ wymierna̧
Dla

w1 =
2

3
∈ W, w2 =

3

4
∈ W

iloczyn

w1 ∗ w2 =
2

3
∗ 3

4
=

2 ∗ 3

3 ∗ 4
=

6

12
=

1

2
=∈ W

jest liczba̧ wymierna̧
Również, dla liczb

w1 =
2

3
∈ W, w2 =

3

4
∈ W

iloraz

w1 : w2 =
2
3
3
4

=
2 ∗ 4

3 ∗ 3
=

8

9
∈ W

jest liczba̧ wymierna̧

Zauważmy, że zbiór liczb wymiernych jest wszȩdzie gȩsty. To znaczy pomiȩdzy dwoma różnymi

liczbami wymiernymi w1, w2 istnieje ”dużo” innych liczb wymiernych, na prrzyk lad ich średnia

arytmetyczna
w1 + w2

2
∈ W .

Ponadto, zbiór liczb wymiernych W jest najmnieszym zbiorem liczbowym zamkniȩtym ze wzglȩdu

na cztery operacje arytmetyczne. Mianowicie, za lóżmy na chwile, że liczba wymierna x nie należy

do zbioru W , (x /∈ W ). Ponieważ każda liczba wymierna ma postać
p

q
dla pewnych ca lkowitych p

i q 6= 0. To znaczy, że nie ma liczb wymiernych poza zbiorem W.

Liczby wymierne sa̧ reprezentowane jako punkty na osi liczbowej

-

0 1 2 35
2

1
2

3
2

−3 −2 −1−5
3

−4
3

−1
3

x

Oś liczbowa. Liczby wymierne

2.6 Liczby niewymierne i liczby rzeczywiste

Dotychczas poznaliśmy zbiór liczb naturalnych N , zbiór liczb ca lkowitych C i zbiór liczb
wymiernych W . Wiemy, że w zbiorze liczb naturalnych wykonalne sa̧ dwie operacje aryt-
metyczne, dodawanie i mnożenie, natomiast wynik odejmowania lub dzielenia dwóch liczb
naturalnych może nie być liczba̧ naturalna̧.
Rozszerzeniem zbioru liczb naturalnych N jest zbiór liczb ca lkowitych C. Zatem wszystkie
liczby naturalne należa̧ do zbioru liczb ca lkowitych, piszemy N ⊂ C. W zbiorze C liczb
ca lkowitych wykonalne sa̧ trzy operacje arytmetyczne dodawanie odejmowanie i mnożenie,
a wynik dzielenia dwóch liczb ca lkowitych może nie być liczba̧ ca lkowita̧.
Rozszerzeniem zbioru liczb ca lkowitych C jest zbiór liczb wymiernych W . Zatem wszystkie
liczby ca lkowite należa̧ do zbioru W liczb wymiernych, piszemy C ⊂W. W zbiorze W liczb
wymiernych wykonalne sa̧ wszystkie cztery operacje arytmetyczne dodawanie odejmowanie
i mnożenie i dzielenie.
Zauważmy, że w zbiorze liczb wymiernych W nie zawsze jest wykonalna operacja odwrotna
do operacji potȩgowania.
Na przyk lad, nie ma liczby wymiernej x, której kwadrat równy by lby 2. Inaczej równanie

x2 = 2
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nie ma rozwia̧zania w zbiorze liczb wymiernych.
Istotnie gdyby istnia la liczba wymierna

x =
p

q
, q 6= 0,

o najwiȩkszym wspólnym dzielnikuNWD(p, q) = 1 to ta liczba wymierna by laby rozwia̧zaniem
równania

(
p

q
)2 = 2, i p2 = 2q2.

Wtedy liczba ca lkowita p by laby liczba̧ parzysta̧, to znaczy p = 2k dla pewnej liczby
ca lkowitej k. W tym przypadku liczba q musia laby być również liczba̧ parzysta̧, to znaczy

q = 2s

dla pewnego ca lkowitego s.
W konsekwencji mamy nierównośćNWD(p, q) >= 2, która przeczy istnieniu liczby wymiernej

w postaci nieskracalnego u lamka
p

q
, w którym najwiȩkszy wspólny dzielnik licznika p i mi-

anownika q, NWD(p, q) = 1.
Kolejnym rozszerzeniem zbiorów liczb

N, C, W

jest zbiór liczb rzeczywistych R w którym operacja odwrotne do potȩgowanie jest wykonalna.
Do zbioru liczb rzeczywistych należa̧ wszystkie liczby wymierne i wszystkie liczby niewymierne
takie jak √

2,
3
√

5,
5
√

7, π, .....;

-0 1 2 3

π

√
x2 = |x|, dlatego

√
4 = 2, a − 2 nie jest pierwiastkiem z 4

√
2−π

−1−2−3

−
√

3

x

Oś liczbowa. Liczby rzeczywiste

Zbiór liczb rzeczywistych oznaczamy litera̧ R, piszemy

R = {........− π,−3,−
√

5,−2,−
√

2− 1, 0, 1,
√

2, 2,
3
√

9, 3, π...; }

2.7 Przyk lady i zdadania

Przyk lad 2.1 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

20
(1
2 + 1

3 )(2
3 − 1

2 )

(2− 1
3 )(1 + 2

3 )

Rozwia̧zanie. Obliczamy wartość wyrażenia arytmetycznego z nawiasami

20
(1
2

+ 1
3
)(2

3
− 1

2
)

(2− 1
3
)(1 + 2

3
)

= 20
5
6
∗ 1

6
5
3
∗ 5

3

= 20
5
36
25
9

= 1
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Przyk lad 2.2 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

20[(
4

5
+

7

10
)(

1

5
+

1

10
) + (

4

5
− 7

10
)(

4

5
+

7

10
)]

Rozwia̧zanie. Obliczamy wartość wyrażenia arytmetycznego z nawiasami

20[(
4

5
+

7

10
)(

1

5
+

1

10
) + (

4

5
− 7

10
)(

4

5
+

7

10
)] = 20(

3

2
∗ 3

10
+

1

10
∗ 3

2
) = 20 ∗ (

9

20
+

3

20
) = 12

Przyk lad 2.3 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

100(
2

5
+

3

2
) : (

5

3
− 5

7
)

Rozwia̧zanie. Obliczamy wartość wyrażenia arytmetycznego z nawiasami

100(
2

5
+

3

2
) : (

5

3
− 5

7
) = 100(

10 + 15

10
:

35− 15

21
) = 100 ∗ 25

10
:

20

21
) = 100

25

10
∗ 21

10
= 525

Zadanie 2.1 Oblicz wartość wyrażenia algebraicznego

36(
a

b
+
b

a
)(
a

b
− b

a
)

dla a = 3 i b = 2

Zadanie 2.2 Wykonaj operacje arytmetyczne

a ∗ b, a− b, b : a

dla a = 3 +
√

7, b = 4− 2
√

7

Zadanie 2.3 Oblicz wartość wyrażenia

√
67− 3

√
27

Zadanie 2.4 Udowodnij, że liczba
√

3 jest liczba̧ niewymierna̧

Zadanie 2.5 Udowodnij, że liczba 3
√

7 jest liczba̧ niewymierna̧

Zadanie 2.6 Znajdź wartości parametrów a i b dla których

a
√
b =
√

50 +
√

128 +
√

162

Zadanie 2.7 Dla zbiorów

A = {x : −∞ < x < 5} oraz B = {x : 2 < x ≤ 9}

Zaznacz na osi liczbowej alternatywȩ zbiorów A^ B i i ich koniukcjȩ A _ B.
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2.8 Wartość bezwzglȩna

Wartość bezwzglȩdna liczby to odleg lość punktu x od pocza̧tku uk ladu oznaczonego przez
0. Zatem, wartość bezwzglȩdna liczby x jest zawsze nieujemna.

Definicja 2.1 Wartość bezwzglȩdna̧ liczby x określamy jak nastȩpuje:

|x| =
{

x, gdy x ≥ 0,

−x gdy x < 0

Na przyk lad |5| = 5 poniewaz 5 > 0, również | − 5| = −(−5) = 5, gdy x = −5 < 0.

Również wartość bezwzglȩdna̧ liczby x jest dana wzorem |x| =
√
x2.

-

6

−2 −1 0 1 2

√
x2 = |x|

x

√
4 = 2, ale − 2 nie jest pierwiastkiem z 4

Wykres wartości bezwzlȩdnej y = |x|
Odcinek na osi liczbowej. Z definicji wartości bezwzglȩnej liczby x, wynika nierówność

|x| ≤ a, wtedy i tylko wtedy gdy − a ≤ x ≤ a, a ≥ 0.

Rzeczywiście, zauważamy, że

|x| ≤ a, gdy x ≤ a i − x ≤ a, to znaczy − a ≤ x ≤ a.

Na osi liczbowej zaznaczmy zbiór liczb x, które spe lniaja̧ −a ≤ x ≤ a
-

0 a−a
x

Odcinek na osi liczbowej |x| ≤ a.

Podobnie, odcinek [a, b] o pocza̧tku w punkcie a i końcu w punkcie b, to jest zbiór punktów
x leża̧cych pomiȩdzy punktami a i b piszemy jak nastȩpuje:

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}

D lugość odcinka [a, b], to jest odleg lość punktu a od punktu b, równa siȩ wartości bezwzglȩdnej
różnicy |b− a|.

2.8.1 Przyk lady i zadania

Przyk lad 2.4 Rozwia̧ż równanie
|2x− 3| = 5.

Zaznacz rozwia̧zanie na osi liczbowej.
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Rozwia̧zanie. Z defincji wartości bezwzglȩdnej

|2x− 3| =
{

2x− 3 = 5, gdy 2x− 3 ≥ 0, to x = 4,

−(2x − 3) = 5 gdy −2x+ 3 ≤ 0, to x = −1,

Rozwia̧zanie x=-1 lub x = 4 podane jest niżej na osi liczbowej.
-

0 x = 4x = −1

Rozwia̧zanie x = −1 lub x = 4.

Przyk lad 2.5 Rozwia̧ż nierównść
|x− 3| ≤ 2.

Rozwia̧zanie. Z definicji wartości bezwzlȩnej nierówność

|x− 3| ≤ 2.

jest równoważna z podwójna̧ nierównościa̧

−2 ≤ x− 3 ≤ 2, lub 1 ≤ x ≤ 5.

Odpowiedź: 1 ≤ x ≤ 5.

Przyk lad 2.6 Podaj zbiór punktów, które spe lniaja̧ nierówność

|x− 1|+ |x+ 1| ≤ 1.

Zaznacz ten zbiór na osi liczbowej.

Rozwia̧zanie. Z definicji wartości bezwzlȩnej znajdujemy

1. dla x+ 1 ≤ 0, |x+ 1| = −(x + 1) = −1 − x, i |x− 1| = −(x − 1) = −1− x

gdy x ≥ −1

2
,

|x − 1| + |x + 1| = 1 − x − 1 − x = −2x ≤ 1, 

wtedy nierówność nie ma rozwiązania

2. dla −1 ≤ x ≤ 1, |x− 1| = (x− 1) = x− 1, i |x+ 1| = −(x+ 1) = −1− x

|x − 1| + |x + 1| = x − 1 − 1 − x = −2 ≤ 1,

gdy −1 ≤ x ≤ 1, wtedy nierówność jest prawdziwa dla − 1 ≤ x ≤ 1

3. dla x− 1 ≥ 0, |x− 1| = x− 1, i |x+ 1| = x+ 1

gdy x ≤ 1

2
,

|x − 1| + |x + 1| = (x − 1) + (x + 1) = 2x ≤ 1, 

wtedy nierówność nie ma rozwiązania

Odpowiedź: Nierówność jest spe lniona dla −1 ≤ x ≤ 1. To znaczy dla wszystkich x takich,
że |x| ≤ 1.
Zauważmy, że odleg lość każdego punktu x ∈ [−1, 1] od punktu −1 plus odleg lość tego punktu
x od punktu 1 równa siȩ 1. Zatem nierówność jest spe lniona również dla x = −1 lub x = 1,
wtedy zachodzi znak równości. Zaznaczmy to rozwia̧zanie na rysunku.
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-
|x+1|︷ ︸︸ ︷ |x−1|︷ ︸︸ ︷

0 1−1 x

|x− 1|+ |x+ 1| = 1 dla każdego x ∈ [−1, 1]

Zadanie 2.8 Rozwia̧ż równanie
|3x− 5| = 4.

Zaznacz rozwia̧zanie na osi liczbowej.

Zadanie 2.9 Rozwia̧ż równanie
|2x− 3| = 5.

Zaznacz rozwia̧zanie na osi liczbowej.

Zadanie 2.10 Rozwia̧ż nierówność

|x− 5| ≤ 2.

Zaznacz rozwia̧zanie na osi liczbowej.

Zadanie 2.11 Podaj zbiór punktów, które spe lniaja̧ nierówność

|x|+ |x− 2| ≤ 2.

Zaznacz ten zbiór na osi liczbowej
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Rozdział 3

Wyrażenia arytmetyczne i
algebraiczne

Zacznijmy od sformu lowania pojȩć wyrażenia arytmetycznego i algebraicznego.

3.1 Definicja wyrażeń a rytmetycznych i  algebraicznych

Definicja 3.1 Wyrażeniem arytmetycznym nazywamy cia̧g liczb po la̧czonych czterema op-
eracjami arytmentycznymi dodawania, odejmowania mnożenia i dzielenia przez liczby różne
od zera.

Na przyk lad, wyrażenie

3 ∗ 4
3 

+ 6
2

: 2 − 2 ∗ 3
2 + 3 − 8 : 2

jest wyrażeniem arytmetycznym sk ladaja̧cym siȩ z cia̧gu liczb

Licznik : 3, 4, 6, 2, 2, 3,

mianownik : 2, 3, 3, 2, 8, 2

po la̧czonych operacjami arytmetycznymi

∗, +, :, −, ∗, /, , +, , −, :

Podobnie definiujemy wyrażenia algebraiczne. Mianowicie

Definicja 3.2 Wyrażeniem algebraicznym nazywamy cia̧g liczb lub liter po la̧czonych czterema
operacjami arytmentycznymi dodawania, odejmowania mnożenia i dzielenia przez liczby lub
litery, których wartości sa̧ różne od zera.

3.1.1 Przyk lady

Przyk lad 3.1 Wyrażenie algebraiczne

a ∗ 4 + x : 2− 2 ∗ 3

x3 + 32 − b : 2

sk ladaja̧cym siȩ z cia̧gu liczb i liter

a, 4, x, 2, 2, 3, x, 3, 3, 3, 2, b, 2

31
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po la̧czonych operacjami arytmetycznymi

∗, +, :, −, ∗, /, , +, , −, :

które dla wartości a = 3, x = 6, b = 8 staje siȩ wyrażeniem arytmetycznym.
Obliczaja̧c wartość wyrażenia arytmetycznego należy zachować kolejność wykonywania op-
eracji arytmetycznych.

Najpierw wykonujemy operacje mnożenia i dzielenia, w nastȩpnej kolejności wykonujemy
operacje dodawania i odejmowania.

Kolejność wykonywania operacji arytmetycznych moga̧ zmienić nawiasy, jeżeli w wyrażeniu
nawiasy wystȩpuja̧.1

Przyk lad 3.2 Wyrażenie algebraiczne

2 ∗ a3 + 3 ∗ b3 − 1

a+ b+ 4

sk lada siȩ cia̧gu liter a, b i liczb 2, 3, −1, 4, które sa̧ po la̧czone operacjami dodawania,
odejmowania mnożenia i dzielenia. Oblicz wartość wyrażenia algebraicznego dla a = 3, b = 2

Rozwia̧zanie. Podstawmy do wyrażenia algebraicznego a = 2, b = 3

3 ∗ a3 + 2 ∗ b3 − 1

a + b− 4
=

3 ∗ 23 + 2 ∗ 33 − 1

3 + 2− 4
= 77

Przyk lad 3.3 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

(a) 12 ∗ 3 + 14 ∗ 2 + 24 ∗ 5

(b) 2 ∗ 50 : 5− 5 ∗ 24 : 6 + 8 ∗ 15 : 12

Rozwia̧zanie. Obliczamy wartość wyrażenia arytmentycznego zachowuja̧c kolejność oper-
acji

(a) 12 ∗ 3 + 14 ∗ 2 + 24 ∗ 5 = 36 + 28 + 120 = 184︸︷︷︸
(b) 2 ∗ 50 : 5− 5 ∗ 24 : 6 + 8 ∗ 15 : 12 = 100 : 5− 120 : 6 + 120 : 12

= 20 = 20 + 10 = 10︸ ︷︷ ︸

Przyk lad 3.4 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego z nawiasami

(a) 3 ∗ (4 + 6)− 2 ∗ (3 + 5)

(b) (50− 40) ∗ 2− (10 + 6) : 2

Rozwia̧zanie. Obliczamy wartość wyrażenia arytmentycznego zachowuja̧c kolejność oper-
acji z nawiasami

(a) 3 ∗ (4 + 6)− 2 ∗ (3 + 5) = 3 ∗ 10− 2 ∗ 8 = 30− 16 = 14︸︷︷︸
(b) (50− 40) ∗ 2− (10 + 6) : 2 = 10 ∗ 2− 16 : 2 = 20− 8 = 12︸︷︷︸

1Algorytmy maja̧ postać wyrarżeń algebraicznych
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Przyk lad 3.5 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego

2
5 ∗ 3

5 − 2
9 ∗ 3

8
5
3 ∗ 2

5 + 3
7 ∗ 7

3

Rozwia̧zanie. Obliczamy wartość wyrażenia arytmentycznego zachowuja̧c kolejność oper-
acji arytmetycznych

2
5 ∗ 3

5 − 2
9 ∗ 3

8
5
3 ∗ 2

5 + 3
7 ∗ 7

3

=
6
25 − 1

12
2
3 + 1

=
6
25 − 1

12
2
3 + 1

=
6∗12
300 − 25

300
5
3

=
47

500︸︷︷︸

Przyk lad 3.6 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego z nawiasami

26
(2
3 − 1

2 )(3
4 + 1

2 )

(2
3 + 3

2 )(5
6 + 5

3 )

Rozwia̧zanie. Obliczamy wartość wyrażenia arytmentycznego z nawiasami zachowuja̧c
kolejność operacji arytmetycznych

26
(2
3
− 1

2
)(3

4
+ 1

2
)

(2
3

+ 3
2
)(5

6
+ 5

3
)

= 26
1
6
∗ 5

4
13
6
∗ 5

2

= 1

Przyk lad 3.7 Uprość wyrażenie

a2 − a
a− 1

− (a + 1), a > 1.

Rozwia̧zanie. Wykonuja̧c dzia lania arytmetyczne, obliczmy

a2 − a
a− 1

− (a + 1) =
(a2 − a)− (a− 1)(a + 1)

a− 1

=
(a2 − a)− [a(a+ 1)− 1(a+ 1)]

a− 1

=
a2 − a− [a2 + a− a− 1]

a− 1

=
a2 − a− a2 + 1]

a − 1

=
1− a
a − 1

= −1− a
1− a = −1.

3.1.2 Zadania

Zadanie 3.1 Oblicz wartość wyrażenia algebraicznego dla wartości a = 2

a
3 − a

2
a
3 + a

4

Zadanie 3.2 Oblicz wartość wyrażenia algebraicznego dla wartości b = 1

2
b ∗ 3

b − 2
b ∗ 3

b
b
3 ∗ b

5 + b
7 ∗ b

3
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Zadanie 3.3 Oblicz wartość wyrażenia algebraicznego dla wartości c = 3

c
3 ∗ c

5 − c
3 ∗ 3

c
c
3 ∗ 1

c + 3
c ∗ c

3

Zadanie 3.4 Oblicz wartość wyrażenia algebraicznego dla a = 2

(a
3
− a

2
)(2

3
− a

2
)

(2
3

+ a
4
)( 4

a
+ a

4
)

Zadanie 3.5 Oblicz wartość wyrażenia algebraicznego dla b = 3

( b
5 ∗ 3

b − b
9 ∗ 3

b )(3
b ∗ 3

b − 1
b ∗ 3

5)

( b
3 ∗ 2

b + 3
7 ∗ b

3 )( b
3 ∗ b

5 + b
7 ∗ b

3)

Zadanie 3.6 Oblicz wartość wyrażenia algebraicznego dla c = 1

( c
3 ∗ c

5 − c
2 ∗ c

5 )( c
3 ∗ c

5 − c
2 ∗ c

5)

( c
3 ∗ c

4 + c
4 ∗ c

3 )( c
3 ∗ c

4 + c
4 ∗ c

3)

3.2 Wyrażenie algebraiczne liniowe

Wyrażenie algebraiczne
a ∗ x + b

nazywamy liniowym ze wzglȩdu na zmienna̧ x, gdzie wspó lczynniki a i b wyrażenia liniowego
maja̧ ustalona̧ wartość.

3.2.1 Przyk lady

Przykl ad 3.8 Podaj wspó lczynniki a i b wyrażeń algebraicznych liniowych

2 ∗ x + 1, gdzie współczynniki   a=2      b=1

−5 ∗ x + 4, gdzie współczynniki             a=2      b=4                             

Przyk lad 3.9 Podaj wspó lczynniki a i b wyrażeń algebraicznych liniowych

(i) (5x+ 3)− (3x− 4)

(ii)
1

4
(2x− 5) +

3

2
(x− 3)− 3

4
(4x− 1)

Rozwia̧zanie. Uproszczaja̧c wyrażenia (i) i (ii) znajdujemy wspó lczynniki a i b

(i) (5x+ 3)− (3x− 4) = 5x+ 3− 3x+ 4 = 2x+ 7︸ ︷︷ ︸, a = 2, b = 7︸ ︷︷ ︸
(ii)

1

4
(2x− 5) +

3

2
(x− 3)− 3

4
(4x− 1) =

1

2
x− 5

4
+

3

2
x− 9

2
− 3x+

3

4
= −x − 5︸ ︷︷ ︸, a = −1, b = −5.︸ ︷︷ ︸

3.2.2 Zadania

Zadanie 3.7 Napisz wyrażenie algebraiczne liniowe o wspó lczynnikach

(i) a = 5, b = −25

(ii) a =
3

5
, b =

2

9

(iii) a = −13

15
, b = −15

29
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3.3 Równanie liniowe

Równanie w postaci
a ∗ x+ b = 0

lub każde inne równanie, które można sprowadzić do tej postaci nazywamy równaniem
liniowym ze wzglȩdu na niewiadoma̧ x. Wspó lczynniki a i b tego równania maja̧ wartość
ustalona̧.
Rozwia̧zaniem równania liniowego z niewiadoma̧ x jest każda liczba, która podstawiona w
miejsce x, spe lnia to równanie.
Rozwia̧zanie równania liniowego otrzymujemy postȩpuja̧c wed lug schematu:
• przenosimy liczby na prawa̧ stronȩ zmieniaja̧c ich znak na przeciwny,
• niewiadoma̧ x zostawiamy na lewej stronie
• dzielimy lub mnożymy obie strony przez wspó lczynnik a 6= 0, żeby otrzymać wspó lczynnik
1 przy zmiennej x.

3.3.1 Przyk lady

Przyk lady równań liniowych z rozwia̧zaniami.

Przyk lad 3.10 Rozwia̧ż równanie liniowe

2 ∗ x − 4 = 0, x = 2, ponieważ 2 ∗ 2− 4 = 0, dla a = 2, b = −4

−3 ∗ x + 3 = 0, x = 1, ponieważ −3 ∗ 1 + 3 = 0, dla a = −3, b = 3

Przyk lad 3.11 Rozwia̧ż równanie liniowe

2x− 1 = 0, a = 2, b = −1.

Rozwia̧zanie.
Przenosimy liczbȩ −1 na prawa̧ strone, zmieniaja̧c znak na przeciwny i dzielimy obie strony
tego równania przez 2

2x = 1 | : 2

W ten sposób znajdujemy rozwia̧zanie

x =
1

2

Podstawiaja̧c do równania x =
1

2
, sprawdzamy, że otrzymane rozwia̧zanie spe lnia to równanie.

Mianowicie dla x =
1

2
, mamy

2x− 1 = 2
1

2
− 1 = 1− 1 = 0.

Widzimy, że rozwia̧zanie x =
1

2
spe lnia to równanie. Teraz podamy ogólny schemat rozwia̧zania

równania liniowego.
a x+ b = 0,

a 6= 0,

a x = −b,

x = − b
a
,
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3.3.2 Zadania

Zadanie 3.8 Rozwia̧ż równanie

(i) 3 x− 12 = 0

(ii) 5 x+ 20 = 10

(iii)
3

4
x+

5

8
= 1

(iv) 1, 5x+ 2, 9 = 7

Zadanie 3.9 Ma ly pastuszek zauważy l leca̧ce bociany i krzykna̧ l chyba ich leci 100. Starszy
pastuch odpowiedzia l dużo mniej, gdyby lecia lo ich dwa razy tyle, i pó l tyle, i ćwierć tyle i
ty żebyś z nimi polecia l to wtedy by loby ich razem z toba̧ 100. Ile bocianów lecia lo po niebie?

Obraz Józefa Che lmońskiego (1849-1914). Bociany

Zadanie 3.10 Franek czyta l ksia̧żkȩ 25 stron dziennie. Przeczyta l ca la̧ ksia̧żkȩ w cia̧gu 3
dni.
Oblicz ile stron ma ta ksia̧żka ?

Zadanie 3.11 Marysia kupi la 3 zeszyty po 7 z lotych każdy. Kazik kupi l pi lkȩ za 10 z lotych
i zegarek za 35 z lotych?

Ile zap laci la Marysia za 3 zeszyty ?

Ile zap laci l Kazik za pi lkȩ i za zegarek ?

O Ile wiȩcej z lotych Kazik zap laci l za zakupy od Marysi ?

Bolek jest 2 razy starszy od Stefki, która ma 7 lat. Olek ma tyle lat co Bolek i Stefka razem.

(a) Ile lat ma Bolek ?

(b) Ile lat ma Olek ?

Zadanie 3.12 Na kilku drzewach siedzia ly wrony. Janek powiedzia l do Ojca
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Tato dużo wron widzȩ na drzewach, chyba jest ich 100.

Ojciec odpowiedzia l Jasiu gdyby by lo 2 razy tyle i po lowȩ tyle to wtedy by loby 100 wron.

Ile wron siedzia lo na drzewach ?

Zadanie 3.13 Uprość wyrażenie algebraiczne

a2 − a
a− 1

− (a + 1) ; a > 1:

3.4 Nier�owno�sci liniowe

Og�olnie, nier�owno�s�c nast�epuj�acej postaci:

a x + b≥ 0; lub a x + b≤ 0; a 6= 0 ;

nazywamy nier�owno�sci�a liniow�a ze wzgl�edu na zmienn�a x, gdzie wsp�o lczynniki a i bwyra_zenia
liniowego po lewej stronie maj�a ustalon�a warto�s�c.

Rozwi�azanie tych podstawowych nier�ownoi�sci linioych j est proste, wystarczy przenie�s�c na
praw�a stron�e wyraz wolny b z przeciwnym znakiem i obie strony otrzemanej nie r�owno�sci
podzieli�c przez wsp�o lczynnik a 6= 0

a x + b≥ 0; a x ≥ −b; x≥ b
a

; gdy a > 0;

lub

a x + b≥ 0; a x ≥ −b; x≤ b
a

; gdy a < 0;

Podobnie rozwi�azujemy ostre nier�owno�sci liniowe

a x + b > 0; lub a x + b < 0:

3.4.1 Przyk lady

Przyk lad 3.12 Zaznacz na osi liczbowej te wartości zmiennej x; które sa̧ wiȩksze od zera.

Rozwia̧zanie. Ni_zej na wykresie zaznaczone jest rozwi�a zanie.

-

x>0︷ ︸︸ ︷

0 1 2−3 −2 −1
x

Nier�owno�s�c ostra x > 0 warto�sci dodatnich zmiennej x

Przyk lad 3.13 Zaznacz na osi liczbowej te wartości zmiennej x; które sa̧ mniejsze od zera.


