0.1 Lekcja 2. Najwiekszy wspélny dzielnik NW N (a,b).
Algorytm Euklidesa

Najwigkszy wspdlny dzielnik dwéch liczb naturalnych a i b oznaczamy symbolem NW D(a, b).
Jednym ze sposobéw obliczania najwigkszego wsdlnego dzielnika danych liczb naturalnych
a i b jest rozklad tych liczb na czynniki liczb pierwszych.

Rozpatrzmy kilka przyktadéw obliczania NW D(a, b) przez rozklad liczb a i Rb na czynniki
pierwsze

Przyklad 0.1 Niech liczba a = 21 i liczba b = 57. Rozktad tych liczb jest oczywisty
21=3%714 57=3%19

Wspolnym dzielnikiem liczb 21 i 57 jest liczba 3, poniewaz liczba 3 dzieli liczbe 21 i dzieli
liczbe 57. Poza tym te liczba nie magjg innych wspolnych dzielnikow.
Skgd mamy wartosé najwiekszego wspdlnego dzielnika

NWD(21,57) =3
obliczzanie nai wigkszego wspdlnego dzielnika
Przyklad 0.2 Znajdz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb 42 i 78.

Rozkladamy obie liczby na czynniki pierwsze wedlug schematu

42 | 2 8 | 2
21 | 3, 39 | 3
77, 13 | 13
1| 1|

Skad mamy rozklad liczb
42=2%3x7 17 T8=2%3%13

Wsp6lnymi czynnikami tych liczb sa 2 i 3. Dlatego najwiekszym wspdélnym dzielnikiem liczb
421 78 jest liczba NW D(42,78) = 2% 3 = 6.

Rozpatrzy jeszcze jeden przyklad wyznaczania najwigkszego wspélnego dzielnika przez rozklad
liczb na czynniki pierwsze

Przyklad 0.3 Znajdz najwiekszy wspdlny dzielnik liczby 210 4 liczby 231

210 | 2, 231 | 3
105 | 3, T T
35 | 7, 11 | 11
5] 5 1|
|

1



Skad mamy rozklad liczb 210 ¢ 231 na czynniki pierwsze
210=2%3xTx+b ¢ 231 =3*7x11
Wsp6lnymi dzielnikami tyczh liczb sa 3 i 7. Dlatego najwiekszym wspdlnym dzielnikiem
liczb 210 1 231 jest NW D(210,231) = 3% 7 = 21.
Sprawdzamy, ze liczba NW D(210,231) = 21 dzieli liczby 210 ¢ 231

210:21 =10 oraz 231:21=11.

0.2 Algorytm Euklidesa (325-265 B.C.)

Najbardziej efektywnym sposobem wyznaczania najwigkszego wspoélnego dzielnika jest algo-
rytm Euklidesa. Juz w starozytnych czasach w Egipcie, Euklides grecki nauczyciel i dziekan
wydzialu nauk przyrodniczych na Uniwersytecie w Aleksandrii podal algorytm na znaj-
dowanie najwigkszego wspélnego dzielnika dwéch liczb naturalnych.

Algorytm Euklidesa. Obliczamy kolejne wyrazy ciagy malejacego reszt
TQO>T1>T22>T42> .00.>Tp_1>Thp

z dzielenia liczb rg, r1, ..., rp, startujac z danych liczb rg i 71

7o T2
— = k2+— To =T —kQ*Tl
T T ’ 0
1 1
1 3
— = k3+—, T3:T1—I€*3*T2
T2 T2
T2 T4
— = ks+ —, rg =19 —kg*rs
T3 3
Tn—1 Tn+1
- knJrl + y Thm = Tp—2— kn *Tp—1
Tn Tn

Zauwazmy, ze powyzsze wzory na reszty r;, ¢ = 0,1, 2, ..., n, mozemy zapisa¢ jednym wzorem
rekurencyjnym
Ti:Ti,Q—ki*Tifl, dla i:2,3,...,n, (1)

]t
Tit1
Ostatni wyraz ciagu r, # 0 rézny od zera jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem dwéch
pierwszych wyrazéw rg, 71, piszemy

Tutaj wspétezynnik catkowity k; = EJ

rn = NWD(rg,71).

To wynika ze wzoru rekurencyjnego (1). Mianowicie, jezeli liczba d = NW D(rg,r1) jest
dzielnikiem liczb 7¢ i r1 to d jest réwniez dzielnikiem kazdej nastepnej reszty

T2:T0—I€2*T1

Ty = Tij—2 — kl *Ti—1, dla i= 2, 3, NI

Konstrukcje ciagu rekurencyjnego (1) wijasnimy na przykladach.

LE[x] entire of # oznacza calo$é z liczby x



Przyklad 0.4 Znajdz najwiekszy wspolny dzielnik liczb ro = 78 i r1 = 42 stosujgc algo-
rytm Euklidesa (1)

1. Dzielimy liczbe wieksza ry = 78 przez liczbe mniejsza ry = 48, wedlug schematu

D+ 2 ro = ko x 11 + 72
™ ™
78 36
Solt k=1 T8=1x42436

i obliczamy reszte ro z dzielenia liczb rg = 78 przez r; = 42
ro =710 — ko x 71,

7o =78 — 1 %42 = 36.

. To . S
gdzie ko = E[—] oznacza calosé z dzielenia rg przez ry.
1
2

2. Podstawiamy ry = 42, ro = 36 i dzielimy liczbe wieksza 1 = 42 przez liczbe mniejsza
ro = 36, wedlug schematu

T—1:k3+r—3, r1=kg*xra+7r3
T2 T2

42 6

— =14+ — ka=1, 42=1%x36-+6.
36 3g0 b 20+

i obliczamy reszte z dzielenia liczb 1y = 421 ro = 36
r3 =11 — k3 * 12,
r=42—36 =6.

3. Podstawiamy ro = 36, r3 = 6 1 dzielimy liczbe wigksza ro = 36 przez liczbe mniejsza
rg = 6, wedlug schematu

T2 T4

=ks+ —, ro = ky*1r3 4174
3 3
36

i obliczamy reszte z dzielenia liczb ro = 421 r3 = 36
r4 =36 — kq %6,
rq4 =36 — 36 =0.
Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb 78 i 42 jest ostatnia reszta r3 = 6 rézna od zera,

piszemy NWD(78,36) =6

Rozpatrzymy nastepny przyklad zastosowania algorytmu Euklidesa (1).

2E[x] entire of = oznacza caloé z liczby x



Przyklad 0.5 Znajdz najwickszy wspdlny dzielnik liczb ro = 1995 ¢ rp = 1190

Podobnie jak w poprzednim przykladzie znajdujemmy najwiekszy wspdlny dzielnik liczb
1995 ¢ 1190 stosujac wzor (1)

ro=1995, r; ==1190 | resztar

%: +% | 72 =805
%:14—% | ry =385
%:24—% | r4=35

%:11 | r5=0

Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb 1995 i 1190 jest ostatnia reszta r4 = 35 rézna od
zera, piszemy NW D(1995,1190) = 35

Przyklad 0.6 Znajdz najwickszy wspdlny dzielnik liczb 975 4 690

Rozwiazanie.
Stosujemy wyzej opisany algorytm Euklidesa obliczajmy kolejne reszty
a=rg=975, b=r; =690 | reszta
975 285
@_l—l-@ | 72 =975—1%690 = 285
690 120
985 + 985 | 73 =690 * 285 0
285 45
m_2+m | r4=285—-2%120=45
120 30
15 + T | 5 0 * 45 = 30
4 1
H_ | re=45—1%30=15
30 30
0 _, | L
5 e

Ciag reszt
975 > 690 > 285 > 120 > 45 > 30 > 15

jest malejacy.
Ostatnia reszta z dzielenia rg = 15 rézna od zera jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem
liczb naturalnych ro = 9751 1 = 690, piszemy

NW D(975,690) = 15.

Zauwazmy, ze najwiekszy wspolny dzielnik r¢ = 15 liczb 19 = 9751 r; = 690 jest rowniez
najwiekszym wspélnym dzielnikiem wszystkich poprzednich reszt

ro = 285, r3 =120, r4 =45, r5 =30, 76 = 15

3Prosty algorytm Euklidesa z powodzeniem stosuje si¢ w systemach obliczeniowych. Jest latwy w pisaniu
kodu w jezykach programowania.



Zadanie 0.1 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb 425 4 125
(i) przez rozktad tych liczb na czynniki pierwsze.

(ii) stosujgc algorytm Euklidesa
Zadanie 0.2 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb stosujgc algorytm Euklidesa

2672 1 848



