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Wstep W starozytnych kulturach Egiptu i Grecji (Szkota Pitagorejska 569-500 p.n.e. Uni-
wersytet Aleksandryjski, Euklides 330-275 p.n.e.) liczby byly uwazene jako boskie istoty,
ktore maja wielki wplyw na zycie ziemskie.

Od okolo 5-ciu tysiecy lat p.n.e. przez czasy babilonskie do pierwszego tysiaclecia p.n.e.
uzywano symboli liczb w zapisie obrazkowym.

Obecnie, powszechnie uzywane cyfry

0,1,2 3,4,56,7,8,9

najpierw zostaly wprowadzone w Indiach. Po podboju Indii przez Arabow w VII wieku
n.e. Arabowie zapozyczyli cyfry hinduskie. W wiekach wczesno srednich cyfry pochodzenia
hinduskiego zostaly wprowadzone w Europie, prawdopodobnie pierwszy raz uzyte przez Fi-
bonacciego okoto roku 1150.

0.1 Liczby naturalne

Koncepcja liczb naturalnych i proste operacje arytmetyczne byly znane juz od okoto 50
tysiecy lat temu. To wiemy na podstawie archeologicznych i historycznych odkryc¢.
Natomiast pierwszy systematyczny opis arytmetyki liczb naturalnych opracowany zostat
przez starozytnych grekow w szkole Joriskiej Talesa, (625-545 p.n.e.), w szkole Pitagore-
jskiej (569-475 p.n.e.), na uniwersytecie w Aleksandrii przez Euklidesa (330-2675 p.n.e.) i
przez Archmedesa z Syrakus (287-212 p.n.e.)

Teoria liczb jest w dalszym ciggu inspirujacym przedmiotem licznych prac publikowanych
w wiodacych pisamach poswigconych teorii liczb. W ostatnich kilkudziesieciu latach ob-
serwuje sig szerokie zastosowania teorii liczb w projektowaniu systemow komputerowych w
kryptografii i ochronie danych oraz w tworzeniu nowych algorytmow dla potrzeb adminis-
tracji i programow spolecznych.

Zbior liczb naturalnych dodatnich oznaczmy symbolem
Ny =1{1,2,3,...,m,...} (1)

Umownie do zbioru liczb naturalnych zalicza si¢ zero. Wtedy zbiér liczb naturalnych
oznaczamy symbolem

N={0,1,2,3,....n,..} (2)

Jasne, ze zbior liczb naturalnych dodatnich N zawarty jest w zbiorze liczb naturalnych N
nieujemnych, piszemy
NJr CN



Nizej na osi liczbowej zaznaczone zostaly zbior N liczb naturalnych dodatnich i N liczb
naturalnych nieujemnych

zbior liczb naturalnych dodatnich Ny
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zbior liczb naturalnych N

0s liczbowa. Liczby naturalne

Suma liczb naturalnych m + n tez jest liczbg naturalng. Zatem dla dowolnych liczb natu-
ralnych m,n € N ich suma
m+neN

nalezy do zbioru liczb naturalnych.
To znaczy ze zbidr liczb naturalnych jest zamknigty ze wzgledu na operacje dodawania.
Na przyklad dla m =7, n = 5, mamy

m+n=74+5=12€ N

jest liczba naturalng.
Operacja dodawania jest przemienna dla dowolnych liczb naturalnych m, n suma

m+n=n+m

Na przyklad 5+3=3+5=8¢€ N.
Podobnie zbior liczb naturalnycj jest zamkniety na operacje mnozenia oraz operacja mnozenia
jest przemienna
Mianowiciw, iloczyn liczb naturalnych m * n jest liczba naturalna.
Zatem dla dowolnych liczb naturalnych m,n € N ich iloczyn

mxn €N

nalezy do zbioru liczb naturalnych.
To znaczy ze zbidr liczb naturalnych jest zamknigty ze wzgledu na operacje mnozenia.
Na przyklad dla m =7, n =5 mamy

mxn=7x5=35& N

jest liczba naturalng. Operacja mnozenia jest przemienna dla dowolnych liczb naturalnych
m,n iloczyn
m*xn=mnxm

Natomiast, wynik odejmowania liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalng.
Na przyklad, roznica liczb
3-5

nie jest liczba naturalna, ale roznica 3 — 5 = —2 jest liczba catkowita. Liczby catkowite
omowimy w nastepnym paragrafie.



0.1.1 Przyklady
Przyklad 0.1 Oblicz sume kolejnych 10 liczb naturalnych

S10=14+24+3+44+54+6+7+8+9+10
uzywaggc tylko jednej operacji mnozenia i jednej operacji dzielenia.

Rozwiazanie:
Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami rownosci, jak nizej:

S1o = 14+24+3+44+54+64+7+8+9+10
S1o = 104+94+8+7+6+5+4+3+2+1
2%xS) = 114+114+114+11+114+11+11+11+11+11

10 skladnikow sumy
Skad obliczmy sume S1¢ uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.
S10=10%11:2 =155
Przyklad 0.2 Podaj wzor ogolny na sume n kolejnych liczb naturalnych
Sp=14243+---+n

Podaj przyktad zastosowania tego wzoru uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia i jednej
operacji dzielenia.

Rozwiazanie:
Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy rownosci stronami, jak nizej:

Sh = 14243+ +(n=-2)+(n—1)+n
Sh = n+(n—1)4+mn—-2)+---+3+2+1
2xS, = (n+)+Mn+1)+Mn+1)+-+n+1)+(n+1)

n skladnikow sumy

Skad obliczmy sume S, .

_n(n+1)
Sp = 5
Dla n = 10 obliczamy Sy¢
_10%11 55
0="%5 =

0.2 Liczebniki

Przyporzadkowujac liczbom naturalnym symbole 1,2, 3,4, ... : i ich nazwy jeden, dwa, trzy,
cztery,...; tworzymy zbior liczebnikow. Liczbniki uzywamy do liczenia elementow zbiorow jak
zbior jablek na jabloni, zbior lisci na wierzbie, zbior ryb wstawie itp. Oczywiscie uzywamy
tylko skoriczong ilo$¢ nazw liczebnikéw, to znaczy tyle ile potrzebujemy. Pozostale, bardzo
duze liczebniki bez nazw, uzywane w fizyce i w astronomii, piszemy w postaci potegi 10™,
gdzie m oznacza liczbe naturalna, to znaczy wyktadnik potegi.



1 jeden, 10°
10 dziesiec, 1 zero 10!
100 sto, 2 zera 102
1000 tysiac, 3 zera 103
10 000 dziesiec tysiecy, 4 zera 10*
100 000 sto tysiecy, 5 zer 10°
1000 000 malion, 6 zer 108
1000 000 000 miliard, 9 zer 10°
1000 000 000 000 bilion, 12 zer 1012
1000 000 000 000 000 000 trilion, 18 zer 1018

1000 000 000 000 000 000 000 000 kwadrilion, 24 zer 10%*

0.3 Liczby calkowite

Jak wczesniej zauwazyliSmy roznica dwoch liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalna.
Rozszerzajac zbior liczb naturalnych o liczby przeciwne do liczb naturalnych otrzymamy
zbior wszystkich liczb catkowitych.

Mianowicie, liczbami przeciwnymi nazywamy dwie liczby lezace na osi liczbowej w tej samej
odlegtosci od zera, ale po przeciwnych stronach zera.

Liczby przeciwne maja ta wlasnosc, ze ich suma wynosi 0.

Zatem liczba —m jest przeciwna do liczby m wtedy ich suma rowna jest zero, piszemy

-m+m=0
Na przyklad
dlam =17, liczba przeciwna —m = -7, wtedy —74+7=0

Na osi liczbowej mamy zaznaczone liczby naturalne po prawej stronie zera, a po lewej stronie
zera mamy zanaczone liczby przeciwne do liczb naturalnych.

liczby przeciwne liczby naturalne
° ° ° & - - -
X
..................... -3 ) 1 0 1 2 S LT T TP R PP PP PPPIPPR PRI
Nizej na osi liczbowej zaznacze sa liczby catkowite
liczby calkowite
® ® ® ® ® ® ® X

..................... _3 _2 _1 O 1 2 3

Wiszystkie liczby naturalne razem ze wszystkimi liczbami do nich przeciwnymi tworza zbior
liczb catkowitych
Zbior liczb calkowitych oznaczamy litera C', piszemy

C =", =5, —4, =3, =2, =1, 0, 1, 2, 3, 4, Bureerererrererreeeeann. }



Liczby naturalne i liczby calkowite zaznaczamy na osi liczbowej

Liczby naturalne

1=

..................... _3 _2 _1 O 1 2 3

Liczby calkowite

Liczby wymierne. Liczby wymierne to utamki, na przyklad:
5 4 3 —-11 3 4 5
27 3 4 27243 2
Ogolnym wzorem utamki zwykle piszemy

b

Y

q
dla catkowitych p=0,F1,F2,F,3,.....; i ¢=F1,F2,F,3,.....;, qFN0.

Zbior wszystkich liczb wymiernych oznaczamy symbolem

W = {’g : dla calkowitych liczb p 1 q, q#0.}

Okazuje sie, ze liczb wymiernych, czyli utamkow, jest tyle samo co liczb nat-
uralnych, to znaczy nieskonczenie duzo. Mowimy, ze zbior liczb wymiernych
W jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych N,.

Zauwazmy, ze pomiedzy dwoma dowolnymi liczbami wymiernymi w; < ws
zawsze sa liczby wymierne. Na przykiad ich $rednia arytmetycza

wy + wa
2
spelnia nierownosé
w1 + Wa

w1§72 < wy

Mowimy, ze zbior liczb wymiernych jest wszedzie gesty.
Nizej na osi liczbowej zostaly zaznaczone liczby catkowite, niektore liczby
wymierne, to znaczy ulamki zwykle i utamki dziesigtne.

—3.14 s _ ) 3.14

N[
N[
=
IS
=



0.4 Liczby niewymierne i liczby przestepne

Przypominamy, ze liczbami wymiernymi nazywamy wszystkie utamki postaci

B, dla calkowitych piq, q#0
q

Powstaje pytanie czy poza ulamkami istnieja inne liczby, ktorych nie mozna zapisa¢ w
postaci utamka zwyklego. Odpowiedz jest pozytawna tak.
Mianowicie, liczby x takiej, ze
2
z° =2

nie mozna zapisa¢ w postaci utamka zwyktego.
Zauwazmy, ze w zbiorze liczb wymiernych

W = {B dla wszystkich liczb calkowitych p i q, q# 0}
q

nie zawsze jest wykonalna operacja odwrotna do operacji potggowania.
Na przyklad, nie ma liczby wymiernej z, ktorej kwadrat rowny bytby 2.
Inaczej rownanie

=2
nie ma rozwiazania w zbiorze liczb wymiernych.
Istotnie, gdyby istniala liczba wymierna

r=L q#0,
q

o najwigkszym wspolnym dzielniku NW D(p, ¢) = 1 to ta liczba wymierna bylaby rozwigzaniem
rownania »
Cyp=2 i =2

Wtedy liczba catkowita p bylaby liczba parzysta, to znaczy p = 2k dla pewnej liczby
catkowitej k. W tym przypadku liczba g musialaby by¢ rowniez liczba parzysta, to znaczy

q=2s
dla pewnego catkowitego s.

W konsekwencji mamy nierownos¢ NW D(p, q) >= 2, ktora przeczy istnieniu liczby wymiernej

w postaci nieskracalnego utamka =, w ktorym najwigkszy wspolny dzielnik licznika p i mi-

anownika ¢, NWD(p,q) = 1.

Wiadomo, ze liczb wymiernych, czyli ulmkow zwyklych, jest tyle samo co liczb naturalnych.
Natomiast liczb niewymiernych jest istotnie duzo wiecej niz liczb wymiernych. To znaczy
ze liczb niewymiernych nie mozna policzy¢, gdyz do ich policzenia zabrakloby liczb natural-
nych.

Liczby Algebraiczne Intersujacym zbiorem liczb sa liczby algebraiczne, ktorych definicje
podajemy nizej.

Definicja 0.1 Liczbami algebraicznymi nazywamy wszystkie pierwiastki wszystkich wielo-
mianow o wspotczynnikach catkowitych. Toznaczy, Ze kazdy pierwiastek wielomianu

-1
wp(z) = apa™ + ap—12" " 4+ ...+ a1z + ao

o wspotczynnikach an, an—_1,an—2, ..., a1, ag catkowitych jest liczbg algebraiczng



Na przyklad, wielomian kwadratowy stopnia n = 2
wo(r) = 2% — 2, —00 < T < 00
o wspolczynnikach as = 1, a1 = 0, ap = —2 ma dwa pierwiastki z; = V2ixe=—v2.

Jak wiemy pierwiaski v/2, —v/2 nie sa liczbami wymiernymi, natomiast sa liczbami alge-
braicznymi.

Zauwazmy, ze wszystkie l;iczby wymierne s jednoczesnie liczbami algebraicznymi. Istotnie,
niech dane beda liczby wymiernymi w postaci utamkow zwyklych

PL P2 Ps Pn
Q1,Q2’Q3’ ,QH

dla liczb catkowitych p1,pe,...0n % q1,42, 93, -, qn
Wtedy te liczby wymierne sa pierwiastkami wielomianu

wa(@) = (@ = )@ - By - B) 2 - By (@, - B2
q1 q2 qs3 dn—1 dn

o wspolczynnikach catkowitych.

Zatem zbior liczb algebraicznych zawiera wszystkie liczby wymierne i liczby algebraiczne.
Liczby przestepne. Liczby przestepne to takie liczby, ktore nie sa pierwiastkami wielomi-
anu o wspolczynnikach calkowitych. To znaczy nie sg liczbami algebraicznymi, a tym samym
nie sa liczbami wymiernymi. Na przyktad liczba m = 3.14 i liczba e &~ 2.71 sa przestepne.
Nizej na osi liczbowej zaznaczone sy :

1

liczby naturalne 0, 1, 2, 3,
liczby calkowite -3, =2, —1, 0, 1, 2, 3,
liczby wymierne ulamki zwykle —%, %,
liczby algebraiczne —V3, —V2, V2, V3,
liczby przestpne —T. T
—3 —2 —1 0 1 2 3 T
L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 @
—w B I T .

Liczby rzeczywiste. Liczbami rzczywistymi nazywamy wszystkie liczby naturalne, wszys-
tkie liczby calkowite, wszystkie liczby wymierne, wszystkie liczby niewymiene, algebraiczne
i przestgpne. Zatem zbior liczb rzeczywisty, ktory oznaczamy litera R jest najszerszym
zbiorem w przestrzeni rzeczywistej R.

1Po zniesieniu nawiasow i uporzadkowaniu wspolczynnikow otrzymamy wielomian stopnia n o
wspolczynniku an, = 1 1 z pozostalymi wspolczynnikami a,,—1,an—2,,...aq, ai liczbami catkowitymi.
Yy Yy Yy n—1,an—2,, ; a1 Yy



0.5 Wartos¢ bezwzglena

Wartos¢ bezwzgledna liczby to odlegtosé punktu x od poczadku uktadu oznac-
zonego przez 0. Zatem, wartos¢ bezwzgledna liczby x jest zawsze nieujemna.
Nizej na osi liczbowej zaznacze sa liczby catkowite i warto$¢ bezwzgledna
|—3/=3 ¢ [3]=3

odleglosc punktu —3 od zera |—3|=3 odleglposc punktu 3 od zera zera |3|=3

&< ° ° & - -

.................... —3 -9 —1 0 1 2 G o

Doktadnie, wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej x okeslamy wzorem

Definicja 0.2
z, gdy x>0,
|| =
—r gdy <0

Na przyktad niech z = —5

=5, gdy —52>0, false
-5 = 5
—(=5) gdy —5<0, true

Podobnie niech z = g

5 %, gdy g >0, true 5
2] = - -
3 —(=32) gdy 2<0, false 3
Wartos¢ bezwzgledna liczby x jest dana rowniez wzorem
|z| = Va2
Zauwazmy, ze /4 = 2, nigdy —2.
| —2| =24 b0 S 12| =2
1
—2 —1 0 1 2

Wykres wartosci bezwzlednej y = ||



Konczac zauwazmy, ze ”Jezyk liczb” ma nieskonczona duza ilosé stow sym-
bolicznie oznaczanych jako ciagi cyfr binarnych, oktalnych, decymalnych lub
ciagi cyfr systemow liczbowych o dowolnie wybranej podstawie p > 1, gdzie p
jest liczba naturalna.

Obecnie uzywane komputerowe technologie pozwalaja zapisa¢ i zapamigtac¢ w
"jezyku liczb” tres¢ kasiazek z literatury, nauki, sztuki, w istocie z dowolnego
obszaru wiedzy. To znaczy zapisa¢ i zapamieta¢ tekst, wykresy , rysunki,
obrazy, modele trojwymiarowe i filmy.



