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Chapter 1

Wzory uproszczonego mnozenia
i dwumian Newtona

Jednomianem nazywamy cigg liczb lub cigg liczb i liter lub cigg tylko liter potgczonych op-
eracjg mnozenia.
Dla przykladu wymienmy kilka jednomianow

125 247,  jedna liczba jest jednomianem
2%5%7, 3x4%x5%6x%7,

3xaxb ax*xbxc,

dxxbxxxyxz, bHxa®*bdxct

Bxadxy?*2>  Tx9xat*bxabxy7.

Jasne, ze kazdy jednomian jest szczegolnej postaci wyrazeniem arytmetycznym, jezeli zaw-
iera tylko liczby lub jest szczegolnym wyrazeniem algebraicznym, jezeli zawiera litery lub
liczby i litery. Szczegolnym wyrazeniem arytmetycznym lub algebraicznym, gdyz tylko op-
eracja mnozenia wystepuje w ich okresleniu.

Dwumianem nazywamy sume dwoch jednomianiw.

Na przyklad

a+b, a—b, a®+b% 323+ 55

Podobnie trojmianem nazywamy sume trzech jednomianow.

Na przyklad
a+b+c, 2x w34+ 4xy> +5xx*y,
a?+2xax*xb+ b2 22— 2%z xy+ 9>

Ogolnie wielomianem nazywamy sume wielu jednomianow.
Natomiast, wielomianem stopnia n nazywamy sume jednomianow nastepujgcej postaci:

Pr () —apt+ar*T+asxxitasxrS+ -+ ap_1 %z +a,xz"
Wyrazy wielomianu piszmy rowniez w odwrotnej kolejnosci pomijajac znak mnozenia x*.

2

pr(T) = an 2" + an—1 2" g, 0" 2+ ay 2t +ar x + ao.

1.1 Wzory uproszczonego mnozenia

1. Dwumian, dwumian kwadratowy i trojmian kubiczny. Latwo sprawdzamy
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nastepujace tozsamosdci !

(a+b)! = azb, dwumian stopnia n =1
(a+b)? = a®>+2ab+1? dwumian kwadratowy n = 2
(a+£b)® = a®>—-3a?>*b+3*axb?+b trojmian kubiczny n =3

Wzory na kwadrat sumy lub réznicy otrzymujemy przez mnozenie dwumianu a + b
przez siebie.
Mianowicie, obliczmy

(a+b)?=(a+b)(a+b) = ala+b)+bla+b)
= a*+ab+ba+b?
= a?+ 2ab+ b2,

(a—b?=(a—b)a—b) = ala—0b)—bla—>b)
= a?—ab—ba+b?

= a?—2ab+ b2,

Przyklad 1.1 Dla ustalonej liczby naturalnnej n znajdz naturalne liczby a i b takie
ze

n+ a? = b?

Rozwiazanie

Przenoszac a? na prawa strone ze znakiem przeciwnym otrzymamy

n=>5b%—qa>

Poniewaz

b2 —a® = (b—a)(b+a)

to
n=(b—a)(b+a)

Nastepnie rozkltadamy dana liczbe n iloczyn

n=1%n

Przyjmujac
b—a=1 & b+a=n

obliczamy rozwiazanie

n—1 . n+1
i b=
2 2

a =

Sprawdzamy, ze
n+1,
(=P = ("5

Natepnie, jezeli n ma czennik p > 1 ¢ p < n to rozkladamy liczbe n na iloczyn

y=n

n=pxq

I Tozsamoscia nazywamy rownosé, ktora jest prawdziwa dla wszystkich wartosci parametrow



Przyjmujac

obliczamy rozwiazanie

Sprawdzamy, ze
(B0 — (L2 = pug=n

Natepnie, jezeli n ma inny czynnik czennik p; > p ¢ p; < n to rozkladamy liczbe n
na iloczyn
n=p1*q1
Przyjmujac
b—a=p1 i bt+a=q
obliczamy rozwiazanie
g b:p1+q1
2 2

Sprawdzamy, ze

(pl + Q1)2 B (pl - q1)2

= ES =N
B B pir*xq1

Ogolnie rozkladamy liczbe n na m czynnikow pierwszych
T = Po %P1k P2k -k P, po=1
i stosujac powyzszy rozklad na iloczyn
N = Pk * qk
obliczamy rozwiazanie
G PRk o, Petar

2 2
Sprawdzamy, ze

Dk + qk Dk — qk
( > —(

9 9 )2:pk*Qk:n

dlak=0,1,2,3,....,m
W ten sposob otrzymujemy wszystkie m + 1 rozwigzan naturalnych.

Przyklad 1.2 Niech n = 15. Wtedy mamy rozktad na iloczyn
15=1%15 lub p=3x5

Zatem mamy pierwsze rozwigzanie dlap=11iq =15

1 1 15—-1
b:—52+ —8 i a:—52 —7
Sprawdazmy, Ze
1 1 15—-1
2ogr= (Pl (Bole g g5

2 2

Nastepnie dla rozktadu
15=3%5



przyjmujemy p1 =3 ¢ q1 = 5.
Wtedy mamy
b+a=5 i b—a=3

Skqd otrzymujemy drugie rozwigzanie

L T e
2 2
Sprawdzamy, Ze
b2—a2:(w)2—(ﬁ)2:16—1:15

2 2

(a+b)> =a* +3a%b+ 3ab®> + %,  (a—b)> =a® — 3a%b+ 3ab® — b°.

Podobnie sprawdzamy szeécian sumy lub réznicy.
Mianowicie, obliczmy

(a+b)3 =(a+b)(a+b)? = ala+b)?+bla+b)?
= a(a®+ 2ab + b*) + b(a® + 2ab + b?)
= (a®+2a%b+ ab?®) + (ba® + 2ab* + b?)
= a® + 3a%b + 3ab? + b3,
(a—b)2=(a—b)(a—0b)? = ala—b)?—bla—10b)?
= a(a® —2ab+b*) — b(a® — 2ab + b?)
= (a®—2a%b+ ab?®) — (ba® — 2ab* + b?)

= a® — 3a%b + 3ab? — b3,

. Suma kwadratow.

Suma kwadratéw dwoéch liczb rzeczywistych réznych od zera jest dodatnia i rowna
sig zero wtedy i tylko wtedy, gdy obie liczby sa réwne zero.
Mianowicie, piszemy

a?+b2>0, gdy a+#0 lub b#0,
a?+b2=0, gdy a=01ib=0.
. Réznica kwadratéw.

Roéznica kwadratow dwoch liczb rzeczywistych rozklada sig¢ na czynniki liniowe. Mi-
anowicie, mamy

a’® —b* = (a—b)(a +0).
Sprawdzamy ten wzér wykonujac mnozenie

(a —b)(a+b) = ala+b) —bla+b) = (a® + ab) — (ba + b*) = a® — V.



5. Suma szescianéw.
Suma szescianéw dwoch liczb rzeczywistych rozktada sie¢ na iloczyn

a® + b3 = (a+0))(a® — ab + b?).
Sprawdzamy ten wzér wykonujac mnozenie

(a+ b)(a? — ab+ b?)

a(a? — ab + b?) + b(a? — ab + b?)

= (a® — a®b+ ab?) + (ba? — ab? + b3) = a® + b3.

6. Réznica szesScianow.
Roéznica szescianéw dwoch liczb rzeczywistych rozktada sig¢ na iloczyn

a® —b® = (a —b))(a® + ab + b?).
Sprawdzamy ten wzér wykonujac mnozenie

(a — b)(a® + ab + b?)

a(a? + ab + b?) — b(a® + ab + b?)

(a3 + ab + ab?) — (ba® + ab?® + b®) = a® — b3.
1.1.1 Przyklady

Przyklad 1.3 Wykonaj dziatanie

@) a+3? @) (-4
(i1)  (3a+ 2)3, (iv) (22 — 3y)3,
Rozwiazanie. Stosujac wzory, obliczamy
ad.(i)  (2a+3)? = (2a)?+2(2a)3 + 3% = 4a® + 12a + 9.
x x x
d.(ii) (2 =42 = ()2 =2(2)(-4)+ (-4)?
sd(i) (-7 = (2 =25)(~4) +(-4)
2
= T —dr+16
ad.(4i1) (Ba+2)? = (3a)’+3(3a)?2 + 3(3a)2% + 23

= 27a® + 54a® + 36a + 27.
(22)° — 3(2x)*(3y) + 3(22)(—3y)* — (3y)*

= 823 — 3622y + bdxy? — 27y>.

ad.(iv) (22 — 3y)3

Zadanie 1.1 Wykonaj dziatania

. (5a + 2)? B x2 9
(4) a—3)72 (i1) (g -1)%
() Ga+2P, () (G

Zadanie 1.2 Upro$é wyrazenie

(@) (a® + b%)(a® — b3)(a® + b3)
[(a+b)%+ (a—b)?](a® + ab+ b?)(a® — ab+ b?)
l+x+22+23

1+ 22

(i)



1.2 Dwumian Newtona (1642-1727).

Jednym z najwazniejszych i szeroko stosowanym wzorow jest Dwumian Newtona:

(a+b)" = a0 (M)ar bt (M )ar 22 (" et et (M )a b (1.1)
0 1 2 n—1 n

Dwumian Newtona piszemy rowniez w ¥ (sigma) notacji

(a+b)" = znj (Z) a”F bk (1.2)

k=0
Napiszmy Dwumian Newtona dlan =1, 2, 3, 4, 5,

1

1
(a+b)t = Z(k>alkbk—a+b, n=1
k=0
2, (2
(a+b)? = Z(k>a2kbk—a2+2ab+b2, n=2
k§0 3
(a+0b)3 = Z(k>a3kbk—a3+3a2b+3ab2+b3, n=3
kjo A
(a+b)?* = Z (k>a4kbk = a* + 4a®b + 6a%V + 4ab® + b, n=4
k?o 5
(@+0)° = Y (k> a®M* = a® + 5a*b + 10a*6* + 10a%V® + 5ab* +0°, n =5
k=0

Witasnosci wspotezynnikow Newtona (Z)

= (o) ()

2. Symetria wspolczynnikow Newtona

n\ n
k) \n—k
Istotnie, obliczamy, ze

(nﬁk> - <n—k>!<r7i (n—k) k!(nni k) (Z>

3. Suma wspolczynnikow Newtona

Zauwazmy, ze

n B n! B n! k+1
(k) T Bk GrDln—k—D! n—k

(kil) - (k+1)!(z!—k—1)!



Sumujac stronami powyzsze rownosci, otrzymamy

n n n! k+1 n!
(k>+(k+1> = (k+1)!(n|—k—1)!*nk—k1+ *k+ Din—k—1)
n! +

= G-y e Y

B n! n+1

T D —k-1) T n—k

B (n+1)!

T Gkt D(n—k)

- n+1

- \k+1

4. Suma wspolczynnikow dwumianu Newtona

Sprawdzamy

1.3 Trojkat Pascala (1623-1662).

Trojkat Pascala tworza wspotczynnniki dwumianu Newtona.

(a+b)0 1 ((1)) )
(a—i—Z); . 2 (0) ) (1) )
(a+b)3 N ©) , () , () ;
(a+ )4 . () . (1) . (2) . (3) .
(a + b)5 T 5 (0) 5 (1) 5 (2) 5 (3) 5 (4) 5
(a+ b)ﬁ T 6 (0) 6 1 6 (2) 6 (3) 6 4 6 (5) 6
(a + b)7 7 (0) . (1) . (2) . (3) . (4) . (5) . (6) .
(a+0)7" (o) (1) (2) (3) (1) (5) (6) (7)
Obliczajac wartosci wspolczynnikow dwumianu Newtona ze wzoru
n n!
(k) T Kl(n— k)
ktore podane sa nizej w tabeli
(a+ b)o ......... 1
(CL + b)l ...... 1 1
(a+ b)? 1 2 1
(a+b)3 1 3 3 1
(a+0b)* 1 4 6 4 1
(a+b)
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Wiasnosci wspotezynnikow Newtona mozna tatwo odczytac z powyzszych tabeli. Mianowicie,

wlasnosé 1
n n
= =1.

jest widoczna, poniewaz skrajne wartosci w kazdym wierszy rownaja sie¢ 1. Rowniez jest
widoczna w tabeli wlasnosé 2, symetria

()= (20

Tabelg wartosci wspolczynnikow Newtona w n — tym wierszu tworzymay stosujac wlasnosc

3, to jest wzor.
n n n+1
+ =
(1)) =G

Na przyklad, z wartosci juz obliczonych w wierszu n — 1 obliczmy wartosci w wierszu n, jak
nizej

n=1, k=0, ((1)>+G> = 1+1=2 = G)
n=2 k=0, (§>+(f> = 1+2=3 = (i’)
wenbmn ()4 (2) = erims = ()
n=3, k=0, (g>+(i’> = 1+43=4 = (i)



