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Chapter 1

Liczby pierwsze. Algorytm
Euklidesa

Liczba 2, to jest jedyna najmniejsza liczba parzysta i pierwsza

—3 —2 —1 0 1 2 3 x

Os liczbowa. Liczba 1, to nie jest liczba pierwsza

1.1 Wstep

Jedna z najwazniejszych operacji na liczbach jest rozklad dowolnej| liczby nat-
uralnej na czynniki liczb pierwszych. Rozklad liczb na czynniki pierwsze po-
dajemy na podstawie fundamentalnego twierdzenia arytmetyki.
Bezposrednia konsekwencja rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
jest wyznaczanie najwiekszego wspolnego dzielnika i najmniejszej wspolnej
wielokrotnej dwoch liczb naturalnych. Jednym z optymalnych algorytmow
wyznaczania namniejszego wspolnego dzielnika dwoch liczb naturalnych jest
Algorytm Euklidesa.

1.2 Liczby pierwsze
Opis liczb pierwszych nalezy zaczaé¢ od definicji

Definition 1.1 Liczbe naturalng p > 1 nazywamy liczbg pierwszg, jezeli ma
doktadnie dwa dzielniki, to jest liczbe 1 @ samg siebie p. To znaczy ze liczby
pierwsze dzielg sie tylko przez liczbe 1 @ przez siebie samg. Kazda inna liczba
nazywa sie liczbg ztoZong.

Zauwazmy, ze liczba natyralna p = 1 nie jest liczba pierwsza, gdyz ma tylko
jeden dzielnik sama siebie i nie jest wieksza od 1. Liczba 0 rowniez nie jest
pierwsza bo jest mniejsza od 1 i ma wiecej dzielnikow niz dwa, gdyz podzielona
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przez dowolna liczbe naturalna, rozna od zera, daje wynik 0. Wymienmy kilka
kolejnych liczb pierwszych

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41, 43,47, 51,53, 57....

Z defincji wynika w sposob oczywisty, ze liczba p = 2 jest jedyna liczba pier-
wszg parzysta.

Zbior liczb pierwszych nie jest zamkniety na operacje arytmetyczne. Wystar-
czy podaé¢ kontr-przyktad.

Przyklad 1.1 Mianowicie liczby m =7 i n = 3 sq¢ pierwsze jednak ich suma
m+n =743 = 10 nie jest liczbg pierwszq i roznica 7T — 3 = 4 tez nie jest
liczbg pierwszq. Podobnie iloczyn tych liczb m xn = 3 x7 = 21 nie jest liczbg
DIETWSZG.

Jedna z najwazniejszych wlasnosci liczb pierwszych opisana jest w nastepujacym
twierdzeniu:

Twierdzenie 1.1 Fundamentalne Twierdzenie Arytmetyki. Kazdg liczbe
naturalng mozna przedstawic jako iloczyn liczb pierwszych. Taki rozklad jest
Jedyny.

Inaczej, jezeli n jest liczbg naturalng to istniejq liczby pierwsze

b1,P2,P3 -, Pk

takie, Ze

N =DpP1*Pa*pP3*k---*pPg

1.3 Sposob rozkladu liczb na czynniki pierwsze

Z fundamentalnego twierdzenia arytmetyki wiemy, ze kazda liczba naturalna
dodatnia ma postac iloczynu liczb pierwszych. Inaczej,kazda liczba naturalna
dodatnia p > 1 rozklada si¢ na iloczyn liczb pierwszych. Co wiecej taki rozklad
jest jedyny. To znaczy, ze nie ma innego rozkladu tej liczby naturalne;j.
Sposob rozktadu liczby naturalnej m na czynniki pierwsze jest prosty. Mi-
anowicie, dzielimy liczbe m przez kolejne liczby pierwsze. Wtedy liczba m
rowna si¢ iloczynowi dzielnikow.

Przyklad 1.2 Roztoz liczbe m = 1638 na czynniki prerwsze.

Postozymy sie schematem
1638 |
819 |
273 |
91 |
13 |
1
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Liczba 1638 rozklada sie na czynniki 2,3, 3,7, 13
To znaczy
1638 =2 % 3% 3% 7% 13

Przyklad 1.3 Roztoz liczbe m=5040 na czynniki pierwsze. Postozymy sie
schematem

5040 |
2520 |
1260 |
630 |
315 |
105 |
21 |
T
I

Liczba m = 5040 rozklada sie na czynniki 2, 2,2, 2,3,5,3,7, To znaczy

N W OtW NN DN

5040 = 2% 2% 2% 2% 3 x5 %3 % 7.
Zauwazzmy, ze siedem silnia rowna sie

T'=1%x2x3*%x4%5%6x7=5040
W tym rozkladzie mamy liczby ztozone

4=2%x216=2%3

1.3.1 Zadania

Zadanie 1.1 Wiadomo, Ze liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozklada
sie na 3 czynniki pierwsze, ktorych suma rowna jest 15. ZnajdZ liczbe m.

Zadanie 1.2 Wiadomo, Ze liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozklada
sie na 3 czynniki pierwsze, ktorych suma rowna jest 19. ZnajdZ wszystkie
warto$ci liczby m.

1.4 Najwiekszy wspolny dzielnik

Pojecie najwiekszego wspolnego dzielnika wyjasnimy na przyktadach.

Przyklad 1.4 Wspolnym dzielnikiem liczb 21 i 57 jest liczba 3, poniewaz
liczba 3 dzieli liczbe 21 1 dzieli liczbe 57. Poza tym te liczby nie majg innych
wspolnych dzielnikow.

21:3=714 57:3=19



Zatem liczby 21 i 57 rozkladaja si¢ na czynniki
21=3%7 1 57 =3 %19,

Liczba 3 jest wpolnym dzielnikiem liczby 21 i liczby 57. Zauwazamy rowniez,
ze te dwie liczby nie maja innych wpolnych dzielnikow. Dlatego liczba 3 jest
najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczby 21 i liczby 57.

Przyklad 1.5 Znajdz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 42 1 78.

Rozkladamy obie liczby na czynniki pierwsze

212 8] 2
21 | 3, 39 | 3
7|7, 13| 13
I I

Zauwazamy, ze te liczby
42 =237 1 78 =2%x3x%13

maja dwa wspolne dzielniki 2 i 3. Dlatego najwiekszym wspolnym dzielnikiem
liczb 421 78 jest liczba 2 % 3 = 6.

Dzielnik 7 liczby 42 nie dzieli liczby 78 oraz dzielnik 13 liczby 78 nie dzieli
liczby 42.

Z powyzszych przykltadow widzimy, ze najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb
naturalnych mozemy wyznaczy¢ rozktadajac te liczby na czynniki pierwsze a
nastepnie wybieramy ich wspolne dzielniki. Wtedy za najwickszy wspolny
dzielnik jest rowny iloczynowi ich wspolnych dzielnikow.

Rozpatrzy jeszcze jeden przyklad wyznaczania najwiekszego wspolnego dziel-
nika przez rozklad liczb na czynniki pierwsze

Przyklad 1.6 Znajdz najwiekszy wspolny dzielnik liczby 210 1 liczby 231

210 | 2, 231 | 3
105 | 3, 7|7
35 | 7, 11 ] 11
5 | 1|
1|

Zauwazamy, ze te liczby
210 =23 x7%5 1 231 =3x7x11

maja dwa wspolne dzielniki 3 1 7. Dlatego najwiekszym wspolnym dzielnikiem
liczb 210 i 231 jest iloczyn 3 % 7 = 21. Sprawdzamy, ze

210:21 =10 oraz 231:21 =T7.

Dlatego najwigkszym wspolnym dzielnikiem liczb 210 i 231 jest iloczyn 3% 7 =
21.

Dzielniki 2, 5 liczby 210 nie dziela liczby 231 oraz dzielnik 11 liczby 231 nie
dzieli liczby 210.



1.5 Algorytm Euklidesa (325-265 B.C.)

Opocz sposobu znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika przez rozktad
liczb na czynniki pierwsze, istnieja inne sposoby. Najbardziej efektywnym
sposobem wyznaczania najwiekszego wspolnego dzielnika jest Algorytm Eu-
klidesa. Juz w starozytnych czasach w Egipcie, Euklides grecki nauczyciel i
dziekan wydzialu nauk przyrodniczych na Uniwersytecie w Aleksandrii podat
algorytm na znajdowanie najwiekszego wspolnego dzielnika dwoch liczb natu-
ralnych. Nizej podajemy opis algorytmu Euklidesa.

Zacznijmy opis algorytmu Euklidesa od przyktadow.

Przyklad 1.7 Znajdz najwickszy wspolny dzielnik liczb a = 78 1 b = 42 sto-
sujgc Algorytm Euklidesa.

W liczbie a = 78 liczba b = 42 miejsci sie raz i zostaje reszta 36, piszemy
—=14+—=lub 78 = 1 %42 + 36.

Dalej wykonujemy dzielenia wedtug schematu

a="718 b=42 | reszta

78 36
R — 1 _
B ltg |36
42 6
a2 6
36 36 |
36
06 0
5 |

Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb 78 i 42 jest ostatnia reszta 6 rozna
od zera.

Ostatnia reszta 6 rozna od zera jest rowniez najwiekszym dzielnikiem reszty
36 i liczby 42.
Rozpatrzymy nastepny przyklad zastosowania Algorytmu Euklidesa.

Przyklad 1.8 Znajdz najwiekszy wspolny dzielnik liczb a = 1995 4 b = 1190

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie znajdujemmy najwickszy wspolny



10

dzielnik liczb 1995 7 1190 stosujac ten sam schemat

a=1995, b=1190 | reszta

S =leoe | 808
11
%:H% | 385
%:%L% | 35
385
g:11 | 0

Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb 1995 i 1190 jest ostatnia reszta 35
rozna od zera.

Zauwazmy, ze reszata 35 jest rowniez dzielnikiem reszt 805 i 385 z poprzedniego
dzielenia.

Teraz podamy ogolny schemat Algorytmu Euklidesa.

Niech r¢ i 1 beda dwoma liczbami naturalnymi dla ktorych chcemy znalezé
najwiekszy wspolny dzielnik.

Zakladamy, ze rog > r; > 0.

Przyklad 1.9 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb ro i ry.

Zauwazamy, ze jezeli liczba d jest dzielnikiem liczb 7o i r1 to rowniez jest
dzielnikiem ich sumy rg + r1 i roznicy rg — 7.
Wykonujac dzielenie

To T2
_:]{;0+_
™ ™

obliczamy reszte

7’2:’[’0—]{50*7’1.

Tutaj ko jest caloscia z dzielenia liczby naturalnej liczb /7.
Teraz staje sie jasne, ze jezeli liczba d jest wspolnym dzielnikiem liczb 7o i 7
to jest rowniez dzielnikiem reszt rs.

Kolejne reszty z dzielenia obliczamy wedlug schematu tak dlugo az kolejna
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obliczona reszta r,, = 0.

a=ry, b=r | reszta
To )
— =ko+ — | ro =1 — ko * 71
1 1
T1 T3
— =k + = | re =11 — k1 * 79
) T
) T4
— =ko+ — | Ty =1y — kg * 13
3 3
T'm—2 T'm
- km—2 + | "m = Tm—2 — km—2 * -1
"'m-3 Tm-1
Tm-1
- km—l | T'm+1 = 0
T'm
Ciag reszt rg > ry > ro--+ > rp_1 > 1 jest malejacy. Ostatnia reszta

z dzielenia r,, rozna od zera jest najwickszym wspolnym dzielnikiem liczb
naturalnych a = ro i b = r;. Zauwazmy, ze najwiekszy wspolny dzielnik
rm liczb rg 1 r1 jest rowniez najwiekszym wspolnym dzielnikiem wszystkich
poprzednich reszt 7,1, rm_2, -+, T2, 71,70

Przykilad 1.10 ZnajdZ najwickszy wspolny dzielnik liczb 975 ¢ 690

Rozwiazanie.
Stosujemy wyzej opisany algorytm Euklidesa obliczajmy kolejne reszty

a=r19=2975, b=r =690 | reszta
975 285
— =14+ — =975 — 1 %690 = 285
690 690 o i
690 120
— =924+ =690 — 2 %285 =120
25 ° 285 s i
285 45
m_2+m | 74 =285—2%120=45
120 30
E_2+£ | 75 =120 —2%45 =30
45 15
30 20 30
9 -
15 | T 0

Ciag reszt
975 > 690 > 285 > 120 > 45 > 30 > 15
jest malejacy.
Ostatnia reszta z dzielenia r¢ = 15 rozna od zera jest najwiekszym wspolnym
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dzielnikiem liczb naturalnych a = ro = 9751 b = r; = 690. Zauwazmy, ze
najwiekszy wspolny dzielnik r¢ = 15 liczb rg = 975 i r;1 = 690 jest rowniez
najwiekszym wspolnym dzielnikiem wszystkich poprzednich reszt

7’2:285, 7’3:120, 7’4:45, 7’5:30’ 7’6:15

1.6 Najmniejsza wspolna wielokrotna

Wspolna wielokrotna dwoch liczb naturalnych jest trzecia liczba naturalna,
ktora jest podzielna przez obie te liczby.

Przyklad 1.1 Dla liczb 5 i 7 wspolng wielkrotng jest ich iloczyn b x 7 = 35.
Liczba 35 jest najmniejsza wspolna wielokrotna liczb 5 i 7. Inng wspolng
wielokrotng liczb 5 1 7 jest liczba 70, poniewaz 70 : 5 = 24 ¢ 70 : 7 = 10.
Jednak 70 nie jest najmnieszq wspolng wielokrotng liczb 5 1 7.

Sposob znajdowania najmniejszej wspolnej wielokrotnej oparty jest na rozktadzie
liczb na czynniki pierwsze. Wyjasniamy to na przyktadach

Przyklad 1.2 Znajdz najmniejszq wspolng wielokrotng liczb 120 ¢ 210
Rozktadamy liczby 120 4 210 na czynniki pierwsze wedtug schematu

120] 2, 210/ 2
60| 2, 105| 3
30| 2, 35/ 5
15| 3, 717
5 5 1
51 |

Wybieramy wspolne czynniki w rozkladzie obu liczb : 2,3 i 5. Nastepnie do
iloczynu 2 % 3 %« 5 dopisujemy czynniki, ktore nie sa wspolne, to znaczy nie
powtarzaja sie. To sa czynniki 4 i 7.

Najmniejsza wspolna wielokrotna jest iloczyn tych czynnikow

2% 35 x4 x7 = 1540

Przyklad 1.3 Znajdz najmniejszq wspolng wielokrotng liczb 910 ¢ 1155
Rozktadamy liczby 910 4 1190 na czynniki pierwsze wedtug schematu

910/ 2, 1155| 3

455| 5, 385 5
o1 7, 777
13| 13, 1] 11
1 1

Wybieramy wspolne czynniki w rozkladzie obu liczb : 5 i 7. Nastepnie do
iloczynu 5 * 7 dopisujemy czynniki, ktore sie nie sa wspolne, to znaczy nie
powtarzaja sie. To sa czynniki 2,3, 11, 13.

Najmniejsza wspolna wielokrotna jest iloczyn tych czynnikow

HBx7T*2x3%x11 %13 = 30030
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1.6.1 Zadania

Zadanie 1.3 Rozloz na czynniki pierwsze liczby
(i) a =184

(i1) b = 6006

Zadanie 1.4 Podaj reszte z dzielenia liczby a przez liczbe b
(i) a=254 i b=15

(ii) b=2672 i b==848

Zadanie 1.5 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb 425 1 125
(i) przez rozklad tych liczb na czynniki pierwsze.

(ii) stosujgc Algorytm Euklidesa

Zadanie 1.6 ZnajdZ najwickszy wspolny dzielnik liczb stosujoc Algorytm Eu-
klidesa

2672 i 848
Zadanie 1.7 Wyznacz wszystkie rozwigzania uktadu rownan
r+y =180
NWD(z,y) =30
1
Zadanie 1.8 Ile wspolnych wyrazow majg ciggi arytmetyczne
5811,14,....; i 3,7,11,15,....;
Zadanie 1.9 ZnajdZ najmniejszq wspolng wielokrotng liczb
(i) 25 i 235
(ii) 512 i 5040

Zadanie 1.10 Czy liczbe pierwszg p mozna przedstawic w postaci iloczynu
roznicy i sumy liczb naturalnych a i b

p=(a—>b)(a+Db)

Zadanie 1.11 Wykaz, Ze dla kaZdej liczby pierwszej p > 4 liczba (p—1)(p+1)
jest podzialna przez 24

INWD(x,y) oznacza najwigkszy wspolny dzielnik liczby x i liczby y.
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