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Chapter 1

Liczby wymierne i liczby

rzeczywiste
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Os liczbowa. Liczby rzeczywiste

1.1 O liczbach naturalnych i catkowitych

Zacznijmy od przypomnienia wlasnosci zbioru liczb naturalnych i liczb catkowitych.
Nizej podajemy graficzny obraz tych zbiorow na osi liczbowej.
Zbior liczb naturalnych

N={0,1,2,3,....n,..}

zaznaczamy na osi liczbowej

¢ ¢ ¢ ¢ T
0 1 2 3

Os liczbowa, Liczby naturalne

Przypominamy, ze w zbior liczb naturalnych jest zamkniety ze wzgledu na
dodawanie i mnozenie. To znaczy, ze suma dwoch liczb natualnych

m+n=s, mmneN, to seN

jest liczba naturalna
Na przyklad
3+5=8, 3,5€N, 8¢ N

Podobnie iloczyn dwoch liczb naturalnych

mxn=3s, mmneN, to seN

3



jest liczba naturalna
Na przyklad
3xb=15, 3,5 N, 1be N

Dotanczajac wszystkie liczby ujemne przeciwne do liczba naturalnych otrzy-
mamy zbior liczb catkowitych Zbior liczb catkowitych

C={.,-n,..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...n,...}

zaznaczamy na osi liczbowej

-3 —2 —1 0 1 2 3
Os liczbowa. Liczby catkowite
Zbior liczb catkowitych jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie, odejmowanie
i mnozenie. To znaczy, ze suma dwoch liczb catkowitych

m+n=s, mmneC, to seC

jest liczba naturalna
Na przyklad

—10+(=5)=-10-5=-15, —-10,-5€ N, —15€ N
Podobnie roznica dwoch liczb catkowitych
n—m=s, nmeC, to se€C

jest liczba catkowita
Na przyklad

—12—(=h)=—-1245=-7, —-12,-5€(C, =7’
Rowniez iloczyn dwoch liczb catkowitych
mxn=s, mmnedC, to se€(C

jest liczba catkowita
Na przyklad
—10% (=5) =50, —10,-5€C, 50 € C

Natomiast, iloraz dwoch liczb catkowitych nie musi by¢ liczba catkowita

Na przyktad
3

>

jest utamkiem, a nie jest liczba catkowita.
Nizej okreslamy liczby wymierne jako zbior wszystkich mozliwych utamkow.



1.2 Ulamki zwykle

Licznik i mianownik utamka zwyktego
licznik
=
)
8
~—~—
mianownik

Utamki zwykte
11 1 1 1 1 1 1 1

1231056 78§09
W tych ulamkach liczniki sa te same rowne 1. Natomiast mianowniki tych
utamkow sa kolejnymi liczbami 1,2, 3,4,5,6,7,8,9
Nizej podane utamki maja rozne liczniki i rozne mianowniki.

124 5 7 9 3 5 7
273 5 6 8 100 117 127 15
1.3 Dodawanie utamkow. Przyklady

Dodawanie ulamkow o tych samych mianownikach. W tym przypadku
dodajemy liczniki zostawiamy ten sam mianownik.

Przykiad 1.1 Dodaj utamki

1 1 141 2

J— —_— = — = — = 1

2+2 2 2

1+1+1_1+1+1_3_1

3 3 3 3 3

1+1+1+1_1+1+1+1_4_1

4 4 4 4 4 4
Przykiad 1.2 Dodaj utamki

1+3_1+3_4_2

2 2 2 2

1+2+4_1+2+4_7_2

3 3 3 3 3

1 2 3 5 142+3+5 11 3

—_ —_ —_ —_ = = — = 2—

4+4+4+4 4 4 4

Dodawanie ulamkow o roznych mianownikach. Zeby doda¢ utamki o
roznych mianownikach: nalezy znalez¢ wspolny mienownik. Moze to by¢ na-
jmniesza wspolna wielokrotna mianownikow.



Przyklad 1.3 Dodaj utamki

1 1 3 2 3+42 5
2737676 6 6

1 1 2 20 15 24 20+15424 59
3717576 60 60 6 o0
1 3 5 12 5+12 17
17572070 "0 "

1.4 Odejmowanie utamkow

Odejmowanie ulamkow o tych samych mianownikach. Odejmujemy
utamki o tych samych mianownikach tak: odejmujemy liczniki i zostawiamy
ten sam mianownik

Przyklad 1.4 Odejymij utamki

Przyklad 1.6 Odejymij utamki
7

1
9 9" 9
13 5 3 13—5+3_12
20 201T0° " 20 20
37 23 37-23 14

50 50 50 50

7—1

6
9

Odejmowanie ulamkoé o roznych mianownikach. Odejmujac utamki o
roznych mianownikach: nalezy znalez¢ wspolny mienownik. Moze to by¢ na-
jmniesza wspolna wielokrotna mianownikow.



Przyklad 1.7 Odejymij utamki

5 1 5-3%1 2
9 3 9 9

33 21 2%33-21 45 9

25 50 50 T 50 10

14 2 2 14-3%2+5%2 14-6+10 18
5 573" 15 - 15 15
253 126  2%253 —126 506 —126 380
500 1000 1000 1000 1000

1.5 Mnozenie ulamkow

Operacja mnozenia utamkow jest bardzo prosta. Utamek 2—9, q # 0 mnozymy
q

s
przez utamek —, s # 0 wedlug schematu: licznik razy licznik, mianownik razy

mianownik
p*s

— 0, t£0
pere q#0, t#

*

3
~+ | ®

Przyklad 1.8 Pomnoz utamki

@ 2 4 2+4 8
— sk — = —_
Y 3% 5T 3%5 15
10 21 10%21 210
e
13725 13%25 273

1.6 Dzielenie ulamkow

Operacja dzielenia utamkow jest bardzo prosta. Utamek 2—9, q # 0 dzielimy
q

s
przez utamek —, s # 0 wedlug schematu: licznik razy mianownik, mianownik
razy licznik

p s _pxt

gt qxs

. ¢,8#0, pt#0

Przyklad 1.9 Podziel utamk:

2 2«5 10

(a) 3 3x4 12
() Q:gzlo*%:@
13 25  13%x21 273

4
)




1.7 Zbiér liczb wymiernych

Dotanczajac do zbioru liczb catkowitych wszystkie utamki otrzymamy zbior
liczb wymiernych. Ulamki

7w 7 3 2 11234475 91
BRI Uik A R A a
nie sa liczbami catkowitymi. Ogolnie, dla liczb catkowitych p i ¢ # 0 utamek
p
g

nie jest liczba catkowita, jezeli ¢ # 1. Dla ¢ = 1 ulamek jest liczba catkowita.
Zbior wszystkich liczb catkowitych razem ze zbiorem wszystkich mozliwych
utamkow tworza zbior liczb wymiernych. Zbior liczb wymiernych oznaczamy
litera W i piszemy

W = {g . dla calkowitych liczb piq # 0}

Zbiér liczb wymiernych jest zamkniety ze wzgledu na cztery operacje aryt-
metyczne dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie przez liczby rézne od
zera. To znaczy dla dowolnych liczb wymiernych wy, ws € W wynik czterech
operacji jest liczba wymierna

w
wy +we €W, wy —wy €W, wyxwy €W, —IEW, we # 0.
W2

Na przykiad, dla
2 3
wlz——EW, wy =—€€W

3 4
suma
N _g+§_2*4—|—3*3_8—|—9_1_7_ew
WM =s Ty T T 12 T 12
jest liczba wymierna
Dla
1 2
'LU1:—§EW,’LU2:§EW
roznica
1 2 1x3—2%3 3—06 3 1EW
W — Wy = — — — = = = —— = — —
RT3 6 6 6 2
jest liczba wymierna
Dla 3
=—-cW =—-cW
w1 36 , Wy 46
iloczyn
2 3 2% 3 6
e R T TR B



jest liczba wymierna
Rowniez, dla liczb

2 3
’LU1—§EW,’LU2216W
iloraz )
3 2«4 8
3
Wy : Wy = 5 = =—cW
2 3%x3 9

jest liczba wymierna
Zauwazmy, ze zbior liczb wymiernych jest wszedzie gesty. To znaczy pomiedzy

dwoma réznymi liczbami wymiernymi wy, ws istnieje ”duzo” innych liczb wymiernych,
. . wy; +w
na prrzyklad ich srednia arytmetyczna ! 2ew.

Ponadto, zbiér liczb wymiernych W jest najmnieszym zbiorem liczbowym
zamknietym ze wzgledu na cztery operacje arytmetyczne. Mianowicie, ztézmy
na chwile, ze liczba wymierna z nie nalezy do zbioru W, (x ¢ W). Poniewaz

kazda liczba wymierna ma postac P qla pewnych catkowitych pi ¢ # 0. To
q

znaczy, ze nie ma liczb wymiernych poza zbiorem W.

Liczby wymierne sa reprezentowane jako punkty na osi liczbowej

5 4 1 1
-3 -2 4.1 -1 o I 1

Os liczbowa. Liczby wymierne

[\J[oY
N}

ot
w

1.8 Liczby rzeczywiste

Dotychczas poznalismy zbior liczb naturalnych N, zbior liczb catkowitych C' i
zbior liczb wymiernych W. Wiemy, ze w zbiorze liczb naturalnych wykonalne
sa dwie operacje arytmetyczne, dodawanie i mnozenie, natomiast wynik odej-
mowania lub dzielenia dwoch liczb naturalnych moze nie by¢ liczba naturalna.
Rozszerzeniem zbioru liczb naturalnych N jest zbior liczb catkowitych C. Za-
tem wszystkie liczby naturalne sa liczbami catkowitymi, piszemy N C C.
W zbiorze liczb catkowitych C' wykonalne sa trzy operacje arytmetyczne do-
dawanie odejmowanie i mnozenie, a wynik dzielenia dwoch liczb catkowitych
moze nie by¢ liczba catkowita.

Rozszerzeniem zbioru liczb catkowitych C' jest zbior liczb wymiernych W. Za-
tem wszystkie liczby catkowite sa liczbami wymiernymi, piszemy C' C W. W
zbiorze liczb wymiernych W wykonalne sa wszystkie cztery operacje arytmety-
czne dodawanie odejmowanie i mnozenie i dzielenie.

Zauwazmy, ze w zbiorze liczb wymiernych W nie zawsze jest wykonalna oper-
acja odwrotna do operacji potegowania.

Na przyklad, nie ma liczby wymiernej x, ktorej kwadrat rowny bytby 2. Inaczej
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rownanie
=2

nie ma rozwiazania w zbiorze liczb wymiernych.
Istotnie, gdyby istniata liczba wymierna

:vzz—j,q%O,
q

o najwiekszym wspolnym dzielniku NW D(p,q) =1 to ta liczba wymierna
bylaby rozwiazaniem rownania

Wtedy liczba catkowita p bylaby liczba parzysta, to znaczy p = 2k dla pewnej
liczby catkowitej k. W tym przypadku liczba ¢ musialaby by¢ rowniez liczba
parzysta, to znaczy

q=2s
dla pewnego catkowitego s.
W konsekwencji mamy nierownos¢ NW D(p, q) >= 2, ktora przeczy istnieniu
liczby wymiernej w postaci nieskracalnego utamka 2—9, w ktorym najwickszy

wspolny dzielnik licznika p i mianownika ¢, NW D(p, q) = 1.
Kolejnym rozszerzeniem zbiorow liczb

N, C, W

jest zbior liczb rzeczywistych R w ktorym operacja odwrotne do potegowanie
jest wykonalna.

Do zbioru liczb rzeczywistych naleza wszystkie liczby wymierne i wszystkie
liczby niewymierne takie jak

Os liczbowa. Liczby rzeczywiste

Zbior liczb rzeczywistych

R={.... — 7, =3,—V5,-2,—vV2—-1,0,1,v/2,2,v9,3,7...; }
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1.9 Zadania

Zadanie 1.1 Oblicz wartos¢ wyrazenia arytmetycznego
(3+3)G—3)
(2-35)(1+3)
Zadanie 1.2 Oblicz wartos¢ wyrazenia arytmetycznego

G+ 50z + 30+ (5~ 15)(z + 10)]

20

Zadanie 1.3 Oblicz wartos¢ wyrazenia arytmetycznego

1,2 5 2

“(2415): (2 -12
5z +15): (- —13)
Zadanie 1.4 Oblicz wartosc wyrazenia algebraicznego
a b_a b
36(—-+—-)(= ——
(520G =)

dlaa=31ib=2

Zadanie 1.5 Wykonaj operacje arytmetyczne
axb, a—0b, b:a

dlaa=3+V7, b=4-2V7

Zadanie 1.6 Oblicz wartosé wyrazenia

67 — /27
Zadanie 1.7 Udowodnij, ze liczba /3 jest liczbg niewymierng
Zadanie 1.8 Udowodnij, ze liczba /7 jest liczbg niewymierng
Zadanie 1.9 ZnajdZ wartosci parametrow a i b dla ktorych
av'b = V50 + V128 + /162
Zadanie 1.10 Dla zbiorow
A={zr: —co<z<b} oraz B={x: 2<z<9}

Zaznacz na osi liczbowej alternatywe A — B 1 koniukcje A —~ B tych zbiorow.



