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Chapter 1

Liczby wymierne i liczby

rzeczywiste
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Oś liczbowa. Liczby rzeczywiste

1.1 O liczbach naturalnych i ca lkowitych

Zacznijmy od przypomnienia w lasności zbioru liczb naturalnych i liczb ca lkowitych.
Niżej podajemy graficzny obraz tych zbiorȯw na osi liczbowej.
Zbiȯr liczb naturalnych

N = {0, 1, 2, 3, ..., n, ...}
zaznaczamy na osi liczbowej

-

0 1 2 3
x

Oś liczbowa, Liczby naturalne

Przypominamy, że w zbiȯr liczb naturalnych jest zamkniȩty ze wzglȩdu na
dodawanie i mnożenie. To znaczy, że suma dwȯch liczb natualnych

m + n = s, m, n ∈ N, to s ∈ N

jest liczba̧ naturalna̧
Na przyklad

3 + 5 = 8, 3, 5 ∈ N, 8 ∈ N

Podobnie iloczyn dwȯch liczb naturalnych

m ∗ n = s, m, n ∈ N, to s ∈ N

3
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jest liczba̧ naturalna̧
Na przyklad

3 ∗ 5 = 15, 3, 5 ∈ N, 15 ∈ N

Do lanczaja̧c wszystkie liczby ujemne przeciwne do liczba naturalnych otrzy-
mamy zbiȯr liczb ca lkowitych Zbiȯr liczb ca lkowitych

C = {...,−n, ...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ..., n, ...}

zaznaczamy na osi liczbowej

-

0 1 2 3−3 −2 −1

x

Oś liczbowa. Liczby ca lkowite
Zbiȯr liczb ca lkowitych jest zamkniȩty ze wzglȩdu na dodawanie, odejmowanie
i mnożenie. To znaczy, że suma dwȯch liczb ca lkowitych

m + n = s, m, n ∈ C, to s ∈ C

jest liczba̧ naturalna̧
Na przyklad

−10 + (−5) = −10 − 5 = −15, −10,−5 ∈ N, −15 ∈ N

Podobnie rȯżnica dwȯch liczb ca lkowitych

n − m = s, n, m ∈ C, to s ∈ C

jest liczba̧ ca lkowita̧
Na przyklad

−12 − (−5) = −12 + 5 = −7, −12,−5 ∈ C, −7 ∈ C

Rȯwnież iloczyn dwȯch liczb ca lkowitych

m ∗ n = s, m, n ∈ C, to s ∈ C

jest liczba̧ ca lkowita̧
Na przyklad

−10 ∗ (−5) = 50, −10,−5 ∈ C, 50 ∈ C

Natomiast, iloraz dwȯch liczb ca lkowitych nie musi byċ liczba̧ ca lkowita̧
Na przyk lad

3

5

jest u lamkiem, a nie jest liczba̧ ca lkowita̧.
Niżej określamy liczby wymierne jako zbiȯr wszystkich możliwych u lamkȯw.
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1.2 U lamki zwyk le

Licznik i mianownik u lamka zwyk lego

licznik
︷︸︸︷

5

8
︸︷︷︸

mianownik

U lamki zwyk le
1

1
,

1

2
,

1

3
,

1

4
,

1

5
,

1

6
,

1

7
,

1

8
,

1

9

W tych u lamkach liczniki sa̧ te same rȯwne 1. Natomiast mianowniki tych
u lamkȯw sa̧ kolejnymi liczbami 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
Niżej podane u lamki maja̧ rȯżne liczniki i rȯżne mianowniki.

1

2
,

2

3
,

4

5
,

5

6
,

7

8
,

9

10
,

3

11
,

5

12
,

7

15

1.3 Dodawanie u lamkȯw. Przyk lady

Dodawanie u lamkȯw o tych samych mianownikach. W tym przypadku
dodajemy liczniki zostawiamy ten sam mianownik.

Przyk lad 1.1 Dodaj u lamki

1

2
+

1

2
=

1 + 1

2
=

2

2
= 1

1

3
+

1

3
+

1

3
=

1 + 1 + 1

3
=

3

3
= 1

1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

4
=

1 + 1 + 1 + 1

4
=

4

4
= 1

Przyk lad 1.2 Dodaj u lamki

1

2
+

3

2
=

1 + 3

2
=

4

2
= 2

1

3
+

2

3
+

4

3
=

1 + 2 + 4

3
=

7

3
= 2

1

3
1

4
+

2

4
+

3

4
+

5

4
=

1 + 2 + 3 + 5

4
=

11

4
= 2

3

4

Dodawanie u lamkȯw o rȯżnych mianownikach. Żeby dodaċ u lamki o
rȯżnych mianownikach: należy znaleźċ wspȯlny mienownik. Może to być na-
jmniesza wspȯlna wielokrotna mianownikȯw.
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Przyk lad 1.3 Dodaj u lamki

1

2
+

1

3
=

3

6
+

2

6
=

3 + 2

6
=

5

6
1

3
+

1

4
+

2

5
=

20

6
+

15

60
+

24

60
=

20 + 15 + 24

60
=

59

60
1

4
+

3

5
=

5

20
+

12

20
=

5 + 12

20
=

17

20

1.4 Odejmowanie u lamkȯw

Odejmowanie u lamkȯw o tych samych mianownikach. Odejmujemy
u lamki o tych samych mianownikach tak: odejmujemy liczniki i zostawiamy
ten sam mianownik

Przyk lad 1.4 Odejmij u lamki

1

2
− 1

2
=

1 − 1

2
= 0

2

3
− 1

3
=

2 − 1

3
=

1

3
4

5
− 2

5
− 1

5
=

4 − 2 − 1

5
=

1

5

Przyk lad 1.5 Dodaj u lamki

1

2
+

3

2
=

1 + 3

2
=

4

2
= 2

1

3
+

2

3
+

4

3
=

1 + 2 + 4

3
=

7

3
= 2

1

3
1

4
+

2

4
+

3

4
+

5

4
=

1 + 2 + 3 + 5

4
=

11

4
= 2

3

4

Przyk lad 1.6 Odejmij u lamki

7

9
− 1

9
=

7 − 1

9
=

6

9
13

20
− 5

20
+

3

20
=

13 − 5 + 3

20
=

12

20
37

50
− 23

50
=

37 − 23

50
=

14

50

Odejmowanie u lamkȯ o rȯżnych mianownikach. Odejmuja̧c u lamki o
rȯżnych mianownikach: należy znaleźċ wspȯlny mienownik. Może to być na-
jmniesza wspȯlna wielokrotna mianownikȯw.
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Przyk lad 1.7 Odejmij u lamki

5

9
− 1

3
=

5 − 3 ∗ 1

9
=

2

9
33

25
− 21

50
=

2 ∗ 33 − 21

50
=

45

50
=

9

10
14

15
− 2

5
+

2

3
=

14 − 3 ∗ 2 + 5 ∗ 2

15
=

14 − 6 + 10

15
=

18

15
253

500
− 126

1000
=

2 ∗ 253 − 126

1000
=

506 − 126

1000
=

380

1000

1.5 Mnożenie u lamkȯw

Operacja mnożenia u lamkȯw jest bardzo prosta. U lamek
p

q
, q 6= 0 mnożymy

przez u lamek
s

t
, s 6= 0 wed lug schematu: licznik razy licznik, mianownik razy

mianownik
p

q
∗ s

t
=

p ∗ s

q ∗ t
, q 6= 0, t 6= 0

Przyk lad 1.8 Pomnȯż u lamki

(a)
2

3
∗ 4

5
=

2 ∗ 4

3 ∗ 5
=

8

15

(b)
10

13
∗ 21

25
=

10 ∗ 21

13 ∗ 25
=

210

273

1.6 Dzielenie u lamkȯw

Operacja dzielenia u lamkȯw jest bardzo prosta. U lamek
p

q
, q 6= 0 dzielimy

przez u lamek
s

t
, s 6= 0 wed lug schematu: licznik razy mianownik, mianownik

razy licznik
p

q
:
s

t
=

p ∗ t

q ∗ s
, q, s 6= 0, p, t 6= 0

Przyk lad 1.9 Podziel u lamki

(a)
2

3
:

4

5
=

2 ∗ 5

3 ∗ 4
=

10

12

(b)
10

13
:

21

25
=

10 ∗ 25

13 ∗ 21
=

250

273



8

1.7 Zbiór liczb wymiernych

Do lanczaja̧c do zbioru liczb ca lkowitych wszystkie u lamki otrzymamy zbiȯr
liczb wymiernych. U lamki

...− 17

5
,−7

2
,−3

4
,−2

3
,−1

2
,
1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

2
,
4

5
,
7

4
,
5

3
, ,

9

2
,
16

3
, ...

nie sa̧ liczbami ca lkowitymi. Ogȯlnie, dla liczb ca lkowitych p i q 6= 0 u lamek

p

q
,

nie jest liczba̧ ca lkowita̧, jeżeli q 6= 1. Dla q = 1 u lamek jest liczba̧ ca lkowita̧.
Zbiȯr wszystkich liczb ca lkowitych razem ze zbiȯrem wszystkich możliwych
u lamkȯw tworza̧ zbiȯr liczb wymiernych. Zbiȯr liczb wymiernych oznaczamy
litera̧ W i piszemy

W = {p

q
: dla calkowitych liczb p i q 6= 0}

Zbiór liczb wymiernych jest zamkniȩty ze wzglȩdu na cztery operacje aryt-
metyczne dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzielenie przez liczby różne od
zera. To znaczy dla dowolnych liczb wymiernych w1, w2 ∈ W wynik czterech
operacji jest liczba̧ wymierna̧

w1 + w2 ∈ W, w1 − w2 ∈ W, w1 ∗ w2 ∈ W,
w1

w2

∈ W, w2 6= 0.

Na przyk lad, dla

w1 = −2

3
∈ W, w2 =

3

4
∈ W

suma

w1 + w2 =
2

3
+

3

4
=

2 ∗ 4 + 3 ∗ 3

12
=

8 + 9

12
=

17

12
=∈ W

jest liczba̧ wymierna̧
Dla

w1 = −1

2
∈ W, w2 =

2

3
∈ W

rȯżnica

w1 − w2 =
1

2
− 2

3
=

1 ∗ 3 − 2 ∗ 3

6
=

3 − 6

6
= −3

6
= −1

2
∈ W

jest liczba̧ wymierna̧
Dla

w1 =
2

3
∈ W, w2 =

3

4
∈ W

iloczyn

w1 ∗ w2 =
2

3
∗ 3

4
=

2 ∗ 3

3 ∗ 4
=

6

12
=

1

2
=∈ W
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jest liczba̧ wymierna̧
Rȯwnież, dla liczb

w1 =
2

3
∈ W, w2 =

3

4
∈ W

iloraz

w1 : w2 =
2
3
3
4

=
2 ∗ 4

3 ∗ 3
=

8

9
∈ W

jest liczba̧ wymierna̧
Zauważmy, że zbiór liczb wymiernych jest wszȩdzie gȩsty. To znaczy pomiȩdzy
dwoma różnymi liczbami wymiernymi w1, w2 istnieje ”dużo” innych liczb wymiernych,

na prrzyk lad ich średnia arytmetyczna
w1 + w2

2
∈ W .

Ponadto, zbiór liczb wymiernych W jest najmnieszym zbiorem liczbowym
zamkniȩtym ze wzglȩdu na cztery operacje arytmetyczne. Mianowicie, z lóżmy
na chwile, że liczba wymierna x nie należy do zbioru W , (x /∈ W ). Ponieważ

każda liczba wymierna ma postaċ
p

q
dla pewnych ca lkowitych p i q 6= 0. To

znaczy, że nie ma liczb wymiernych poza zbiorem W.

Liczby wymierne sa̧ reprezentowane jako punkty na osi liczbowej

-

0 1 2 35
2

1
2

3
2

−3 −2 −1−5
3

−4
3

−1
3

x

Oś liczbowa. Liczby wymierne

1.8 Liczby rzeczywiste

Dotychczas poznalísmy zbiȯr liczb naturalnych N , zbiȯr liczb ca lkowitych C i
zbiȯr liczb wymiernych W . Wiemy, że w zbiorze liczb naturalnych wykonalne
sa̧ dwie operacje arytmetyczne, dodawanie i mnożenie, natomiast wynik odej-
mowania lub dzielenia dwȯch liczb naturalnych może nie byċ liczba̧ naturalna̧.
Rozszerzeniem zbioru liczb naturalnych N jest zbiȯr liczb ca lkowitych C . Za-
tem wszystkie liczby naturalne sa̧ liczbami ca lkowitymi, piszemy N ⊂ C.
W zbiorze liczb ca lkowitych C wykonalne sa̧ trzy operacje arytmetyczne do-
dawanie odejmowanie i mnożenie, a wynik dzielenia dwȯch liczb ca lkowitych
może nie byċ liczba̧ ca lkowita̧.
Rozszerzeniem zbioru liczb ca lkowitych C jest zbiȯr liczb wymiernych W . Za-
tem wszystkie liczby ca lkowite sa̧ liczbami wymiernymi, piszemy C ⊂ W. W
zbiorze liczb wymiernych W wykonalne sa̧ wszystkie cztery operacje arytmety-
czne dodawanie odejmowanie i mnożenie i dzielenie.
Zauważmy, że w zbiorze liczb wymiernych W nie zawsze jest wykonalna oper-
acja odwrotna do operacji potȩgowania.
Na przyk lad, nie ma liczby wymiernej x, ktȯrej kwadrat rȯwny by lby 2. Inaczej
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rȯwnanie

x2 = 2

nie ma rozwia̧zania w zbiorze liczb wymiernych.
Istotnie, gdyby istnia la liczba wymierna

x =
p

q
, q 6= 0,

o najwiȩkszym wspȯlnym dzielniku NWD(p, q) = 1 to ta liczba wymierna
by laby rozwia̧zaniem rȯwnania

(
p

q
)2 = 2, i p2 = 2q2.

Wtedy liczba ca lkowita p by laby liczba̧ parzysta̧, to znaczy p = 2k dla pewnej
liczby ca lkowitej k. W tym przypadku liczba q musia laby być rȯwnież liczba̧
parzysta̧, to znaczy

q = 2s

dla pewnego ca lkowitego s.
W konsekwencji mamy nierȯwnośċ NWD(p, q) >= 2, ktȯra przeczy istnieniu

liczby wymiernej w postaci nieskracalnego u lamka
p

q
, w ktȯrym najwiȩkszy

wspȯlny dzielnik licznika p i mianownika q, NWD(p, q) = 1.
Kolejnym rozszerzeniem zbiorȯw liczb

N, C, W

jest zbiȯr liczb rzeczywistych R w ktȯrym operacja odwrotne do potȩgowanie
jest wykonalna.
Do zbioru liczb rzeczywistych należa̧ wszystkie liczby wymierne i wszystkie
liczby niewymierne takie jak

√
2,

3
√

5,
5
√

7 π, .....;

-

0 1 2 3

π

√
x2 = |x|, dlatego

√
4 = 2, nigdy − 2

√
2−π

−1−2−3

−
√

3

x

Oś liczbowa. Liczby rzeczywiste

Zbiȯr liczb rzeczywistych

R = {........− π,−3,−
√

5,−2,−
√

2 − 1, 0, 1,
√

2, 2,
3
√

9, 3, π...; }
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1.9 Zadania

Zadanie 1.1 Oblicz wartośċ wyrażenia arytmetycznego

20
(1

2
+ 1

3
)(2

3
− 1

2
)

(2 − 1
3
)(1 + 2

3
)

Zadanie 1.2 Oblicz wartośċ wyrażenia arytmetycznego

5[(
4

5
+

7

10
)(

1

5
+

1

10
) + (

4

5
− 7

10
)(

4

5
+

7

10
)]

Zadanie 1.3 Oblicz wartośċ wyrażenia arytmetycznego

1

2
(
2

5
+ 1.5) : (

5

7
− 1

2

3
)

Zadanie 1.4 Oblicz wartośċ wyrażenia algebraicznego

36(
a

b
+

b

a
)(

a

b
− b

a
)

dla a = 3 i b = 2

Zadanie 1.5 Wykonaj operacje arytmetyczne

a ∗ b, a − b, b : a

dla a = 3 +
√

7, b = 4 − 2
√

7

Zadanie 1.6 Oblicz wartośċ wyrażenia

√

67 − 3
√

27

Zadanie 1.7 Udowodnij, że liczba
√

3 jest liczba̧ niewymierna̧

Zadanie 1.8 Udowodnij, że liczba
3
√

7 jest liczba̧ niewymierna̧

Zadanie 1.9 Znajdź wartości parametrȯw a i b dla ktȯrych

a
√

b =
√

50 +
√

128 +
√

162

Zadanie 1.10 Dla zbiorȯw

A = {x : −∞ < x < 5} oraz B = {x : 2 < x ≤ 9}

Zaznacz na osi liczbowej alternatywȩ A ^ B i koniukcjȩ A _ B tych zbiorȯw.


