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Chapter 1

Trygonometria

Trygonometria to wiedza o zwiazkach miarowych pomiedzy bokami i katami
tréjkatow. Takie znaczenie stowa Trygonometria bylo uzywane w czasach
starozytnych w Babilonie, Egipcie i Grecji.

1.1 Funkcje trygonometryczne
e sin «, czytamy sinus «, cos «, czytamy cosinus «,

e tg o lub tan «a, czytamy tangens «,
e ctg a lub cot «, czytamy cotangence «,

e sec o, czytamy secant o, csc «, czytamy cosecant «,

a_ @ '
e sinh o = — czytamy sinus hiperboliczny «,

® cOs a = —s czytamy cosinus hiperboliczny «

Funkcje trygonometryczne okreslamy w trojkacie prostokatnym lub na kole
trygonometrycznym.



Rozpatrzmy trojkat prostokatny AABC o wierzchotkach A, B, C przyprostpkatnych
AC' i BC oraz przeciwprostokatnej AB !

C

T
przyprostokatna — b T=5\0 < przyprostokatna

przeciwprostokatna c

Dhugosci przyprostokatnych i przeciwprostokatnej oznaczamy matymi literami,
piszemy
a=|BC|, b=]AC|, c¢=|AB|.

Definition 1.1 Sinus kgta o to stosunek przyprostokgtne; a lezgcej naprzeciw
kgta o do przeciwprostokgtnej c

. a
sino = —
C

Definition 1.2 Cosinus kgta o to stosunek przyprostokgtnej b przyleglej do
kgta o do przeciwprostokgtnej ¢

b

cos = —
C

Definition 1.3 Tangens kqgta « to stosunek przyprostokgtnej a lezgcej naprze-
ciw kgta o do przyprostokgtne; b przyleglej do kgta o

a
tga = a lub tana = —

b b

Definition 1.4 Cotangens kgta « to stosunek przyprostokgtnej b lezgcej przy-
legtej do kqta o do przyprostokgtnej a lezgcej na przeciw kqota o

b
ctga = — lub cota = a
a b

Definition 1.5 Secant kgta o to odwrotnosé sinusa kgta . Zatem
c

seca = —
a

Definition 1.6 Cosecant kgta o to odwrotnosé cosinusa kqta «. Zatem

C
sectx = —

b

W matematyce wyzszej funkcje trygonometrytczne okeslane sa przez szeregi potegowe




Zauwazmy, ze odwrotnosé tangensa kata o réwna jest cotangensowi kata « i
odwrotnos$¢ cotangensa kata o rowna jest tangensowi kata «

1 1
— =ctga, —— =tgu
tga ctga

Przyklad 1.1 Podaj warto$ci funkcji trygonometrycznych okreslonych w trojkgcie
prostokgtnym o bokach a =3, b=4, c=5

Rozwiazanie. Katy tego tréjkata prostokatnego a = 30°, 3 = 60°, v = 90°
sino =

" 3
cosa = o = —
’ ) g 17

Wl o1 w
W Ut Ot i
=] ot

ctga = =, seca = —, cScq =

Zauwazmy, ze okreslenie funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym
dotyczy tylko katow

0<a<90’ lubw mierzelukowej 0 < a <

o3

Poniewaz katy « i § w tréjkacie prostokatnym zmieniaja sie od zera do kata
prostego. W tym dla o = 0 cotangens i secant sa nieokreslone.

e . 7T . . ,
Roéwniez dla o« = — tangens i cosecant nie sa okreslone.

Nizej podamy deficje funkcji trygonometrycznych na kole trygonometrycznym.
Funkcje sinus i cosinus okreslone sa dla wszystkich wartosci rzeczywistych ar-
gumentu o € {—o00, 00}. Natomiast funkcje tangens okreslona jest dla rzeczwistych

T
wartosci argumentu a # 5 k=0,1,2,....; a funkcja cotangens okreslna jest

dla wszystkich rzeczywistych warto.sci agumentu o # kw, k=0,1,2,3,...;

Wartosci funkcji sinus i cosinus leza w przedziel domkingtym [—1, 1]. wartosci
funkcji tangens i cotanges przebiegaja caly zbio liczb rzeczywistych od minus
nieskonczonosci —oo do plus nieskoriczonosci oo.

Zmak wartosci fukcji trugonometrycznych zalezy od ¢wiartki pierwszej I, drugiej
I1, trzeciej lub czwartej IV do ktorej nalezy argument .

Dla okeslenia znaku wartosci funkcji trygonometrycznych stosujemy heurysty-
czna zasade:

W pierwszej cwiarte wszystkie sq dodatnie sinus, cosinus, tangens i kotangens,
w drugie tylko sinus jest dodatni, w trzecj tangens i cotangens sq dodatnie , a
w czwartej tylko cosinus jest dodatni.



1.2 Kolo trygonometryczne.

Dla wszystkich katow o wartosciach rzeczywistych, ujemnych lub dodatnich,
funkcje trygonometryczne definiujemy w kole trygonometrycznym.

) )

koto trygonometryczne koto trygonometryczne

punkt B = (z1,y1)
druga ¢wiartka I1

coSs
sina sip(a + 90°) m (

a+90°) = |AB|

+90°) = —|OA]

D 4
| J Q | |

kolo trygonometryczne sina(a + 180°) = —| AB]| kolo trygonometryczne

czwarta ¢wiartka IV
in(a + 270°) = —| AB]|

cos(a + 270°%) = |OA|

oleos(a 270%) A

sin(a

ia éwi cosa(a + 180°) = —|OA|
cos(a + 180°)
A

am

I
X

70

180°)| sin(a 4+ 270°)
|
R =1

R=1
h punkt B = (z1,y1) .

Definition 1.7 Sinus kgta « to stosunek wspotrzednej y1 do promienia R

sina = ]
R

Definition 1.8 Cosinus kgta o to stosunek wspolrzednej x1 do promienia R
cosa = —

Definition 1.9 Tangens kqta « to stosunek wspotrzednej y1 do wpsotrzednej
X1

tgazg, 1 # 0,
1



Definition 1.10 Cotangens kgta « to stosunek wspotrzednej x1 do wpsotrzednej
Y1

Ctg a = Ea Y1 7é 07
n

Definition 1.11 Secant kgta o to odwrotno$c¢ sinusa kgta o. Zatem

R
seca=—, 1y #0,
hn

Definition 1.12 Cosecant kgta o to odwrotnosé cosinusa kgta «. Zatem

R
cscao=—, w1 #0.
I
Poniewaz secant i cosecant okreslone sa przez sinus i cosinus, dlatego dalej
wystarczy rozpatrywaé cztery funkcje trygonometryczne sinus, cosinus, tan-
gens 1 cotangens.

1.2.1 Wzory redykcyjne

Wprost z definicji funkcji trygonometrycznych zauwazamy, ze wszystkie funkcje
sa nieujemne w pierwszej ¢wiartce kola trygonometrycznego, gdyz dla kata

0<a<90°%

wspoétrzedne punktu p = (1, y1) sa nieujemne, to jest x; > 0, y; > 01 promien

R>0.

W drugiej éwiartce tylko sinus (sina > 0), jest nieujemny, gdyz wspdlrzedna

y1 > 0.

W trzeciej ¢wiartce tangens i cotanges (tga > 0, ctga > 0), sa nieujemne,

gdyz obie wspétrzedne x1 < 0,,y; < 0 sa ujemne i wtedy iloraz (% > 0) lub
1

x
(== 20).

Y1
W czwartej ¢wiartce tylko cosinus (cos o > 0) jest nieujemny, gdyz wspétrzedna

r1 > 0. W tej pozycji kata «, z wykresu kota trygonometrycznego odczytu-
jemy wartosci funkcji trygonometrycznych zapisane w nizej podanej tabeli

0<a<90° sina >0 | cosa>0|tga>0|ctga >0
90° < a <180° |sina>0|cosa<0|tga<0]|ctga <0
180° < a < 270° | sina <0 | cosa <0 | tga >0 | ctga > 0
270 < a < 360° | sina <0 |cosa>0|tga<0|ctga<O0

Funkcje trygonometryczne dowolnego kata o osiagaja juz w pierwszej ¢wiartce
kota trygonometrycznego wszystkie mozliwe wartosci bezwzgledne ( z doktadnoscia
do znaku). Zatem, inne wartosci réznia sie od nich jedynie znakiem. Te réznice
ustalaja wzory redukcyjne, ktore podajemy nizej.



10

Najpierw, zauwazmy, ze jezeli kat 0 < a < 90° lezy w pierwszej ¢wiartce to kat
90° — « tez lezy w pierwszej ¢wiartce oraz kat 90° 4+ « lezy w drugiej ¢wiartce.
Natomiast, kat —« lezy w czwartej ¢wiartce. W tej pozycji kata «, z wykresu
kota trygonometrycznego odczytujemy wartosci funkcji trygonometrycznych
zapisane w nizej podanej tabeli

sin(90° — a) = cosa | sin(90° + o) = cos « sin(—a) = —sina
cos(90° — a) = sina | cos(90° + ) = —sina | cos(—a) = cos «
tg(90° — a) = ctga | tg(907 + @) = —ctga | tg(—a) = —tga
ctg(909 — ) = tga | ctg(909 + a) = —tga | ctg(—a) = —ctga

Teraz, zauwazmy, ze jezeli kat 0 < o < 90° lezy w pierwszej ¢wiartce to kat
180° — « lezy w drugiej ¢wiartce oraz kat 180° + « lezy w trzeciej ¢wiartce.

sin(180° — o) = sin«

sin(180° + a) = —sina

cos(180° — a) = — cos

cos(180° + a) = —cos v

tg(180° — a) = —tga

tg(1809 + a) = tga

ctg(180Y — a) = —ctga

ctg(1809 + a) = ctga

Zauwazmy podobnie, ze jezeli kat 0 < a < 90° lezy w pierwszej ¢wiartce to kat
270° — « lezy w trzeciej ¢wiartce oraz kat 180° 4+ « lezy w czwartej ¢wiartce.
Zatem, mamy nastepujace wzory redukcyjne:

sin(270° — a) = —cos « | sin(270° + ) = — cos &
cos(270° — a) = —sina | cos(270° 4+ «) = sin«
tg(270° — a) = —tga | tg(270% + a) = —ctga
ctg(270° — a) = —ctga | ctg(270Y + a) = —tga

Nizej w tablicy podajemy zebrane wzory redukcyjne w mierze tukowej katow.

Kat sinus cosinus tangens cotangens
Z—a |sin(f —a)=cosa cos(§ —a) =sina tg(Z — a) = ctga ctg(5 —a) = tga
Z4+a |sin(f+a)=cosa cos(5 +a)=—sina | tg(5 +a) = —ctga | ctg(§ +a) = —tga
m—a | sin(r —a) = sina (cosm —a) = —cosa | tg(m — a) = —tga ctg(m — a) = —ctga
m+a | sin(r+a) = —sina cos(m + o) = —cosa (m+ o) = tga ctg(m + a) = tga
I — o [ sin(Z —a) = —cosa | cos(Z — a) = —sina ((Z —a) = ctga tg(Z — o) = tga
Z+a | sin(3 +a) = —cosa | cos(3F + a) = sina (3 + o) = —ctga | ctg(F +a) = —tga
2r —a | sin(2mr — @) = —sina | cos(2m — a) = cosw (27T — o) = —tga | ctg(2m — o) = —ctga
1.3 Zadania
Zadanie 1.1 Dlugosci bokéw trojkgta prostokgtnego ANABC' sq rowne
a=|BC|=6, b=|AC|=8, c¢=]|AB|=10




Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych
sin o, sin B, cosa, cos 3,
tga, tgp, cotg o, cotg 8
kgtow «, B leZgcych naprzeciw odpowiednich bokéow BC, AC.
Zadanie 1.2 (i) Narysuj polozenie punktow
p=(p1,p2) = (V3,1), ¢=(a1,¢) = (=V3,-1).

na kole trygonometrycznych o promieniu R = 2.
(#1) Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych

(a) sin30° = % = ,sin 60° = % =
(b) cos 30° = % = ,COS 60° = % =
D2 0 p1
¢) tg30° = 2 = g 60 - b
(c) tg o g p2
(d) cotg 300 = o ,cotg 60° = b2 _
b2 p1
(#41)  Oblicz wartodci funkcji trygonometrycznych
(a) sin210° = % - _sin 240° = ‘% -
(b) cos 210° = % = ,COS 240° = % =
() tg210° = £ _ tg240° = 1 _
] q2
(d) cotg210° = ER ,cotg 240° = 2 _
a2 (7)1

Zadanie 1.3 Korzystajgc ze wzorow redukcyjnych oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych

(a) sin120° = sin 150° =
(b) cos 120° = cos 150° =
(¢) tg120° = tg 150° =
(d) cotg 120° = cotg 150° =
Zadanie 1.4 Korzystajgc ze wzorow redukcyjnych oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych
(a) sin210° = sin 240° =
(b) cos 210° = cos 240° =
(¢) tg210° = tg 240° =
(d) cotg210° = cotg 240° =
Zadanie 1.5 Korzystajgc ze wzorow redukcyjnych oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych
(a) sin300° = sin 330° =
(b) cos300° = cos 330° =
(¢) tg300° = tg 330° =
(d) cotg300° = cotg 330° =
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Zadanie 1.6 (i) Oblicz okres nastepujgcej funkcji:

(a) f(:c):siné:c, o flx) = cosé:c.

(7)) f(z)=sinzz, dla 0<z<6rm

(3) f(zx)=tg=zx dla —3m <z <3m.

1.3.1 Funkcje periodyczne

Funkcja f(z) jest periodyczna, jezeli istnieje liczba dodatnia w > 0 taka, ze

fl@+w) = flz), (1.1)

dla kazdej rzeczywistej wartosci argumentu nalezacego do dziedziny x € D. 2
Jasne, ze jezeli funkcja f(x) jest periodyczna o okresie w > 0, to zachodzi
nastepujaca tozsamosc:

flz+kw)= f(z), x €D,

dla kazdego catkowitego k = 0, £1, +2, .....
Okresem funkcji f(z) nazywamy najmiejsza z liczb w > 0, ktéra spehia
tozsamosé (1.1). 3

Nizej sprawdzimy, ze funkcje trygonometryczne sq periodyczne.
Mianowicie, zauwazamy, ze jezeli promien R obréci si¢ o 360° lub w mierze
hukowej o 27, to punkt p = (z1,31) wréci do pozycji wyjsciowej. Co wiecej,
jezeli promien R obréci sie w kierunku dodatnim lub ujemnym o wielokrotnosé
okresu w = 360° lub w mierze tukowej o wielokrotno$¢ w = 27, to punkt
p = (z1,y1) tez wréci do pozycji wyjsciowej.
Okresem funkcji sinus i cosinus jest liczba w = 360° lub w mierze tukowej
liczba w = 27. Natomiast, dla funkcji tanges i cotangens okresem jest liczba
miejsza w = 180° lub w mierze tukowej w = w. Istotnie, funkcje tangens
i cotangens osiagaja te same wartosci w pierwszej i w trzeciej ¢wiartce kota
trygonometrycznego, gdyz

i —h I —T

tga = = , oraz ctga=—=—— x1#0, y; #0.
T —T hn —Y

2Dziedzina funakcji f(z) nazywamy zbior argumentow z dla ktoch f(z) jest okkre].slna
3Tozsamosé znaczy, ze réwnosé zachodzi dla wszystkich wartosci  w dziedzinie tozsamosci z € D.
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Przyklad 1.2 Oblicz okres nastepujacej funkcji:

f(z) =sin gl’

Rozawiazanie. Wiemy, ze funkcja sinus ma okres 27. Zatem okresem funkcji
f(z) jest liczba w taka, ze

flz+w)= sing(:c +w) = sin(gzz + gw) = sin gat = f(x)

dla kazdego rzeczywistego x.

Skad obliczamy okres

3 4
iw =27, w= §7T
. . . . 4 .
Sprawdzamy, ze okresem funkcji f(z) jest liczba w = §7T. Istotnie, mamy
rownosé
f(a:+w):f(at+%7r) = sin§(z+%7r)
3 2 3
.3 34
= s1n(§$ + §§7T)

= sin(z + 27) =sinz = f(z).

1.3.2 Wykresy funkcji trygonometrycznych

Funkcje trygonometryczne sinus i cosinus okreslone sa na calej osi liczbowej,
dla wszystkich wartosci rzeczywistych = € (—o0,00). Rowniez sa funkcjami
periodycznymi o tym samym okresie w = 27.

To znaczy, ze funkcje f(z) = sinx i g(x) = cos x spehiaja tozsamosé

f(z 4 2m)sin(x 4+ 27) = sin x) = f(z),

g(x + 27m) = cos(x + 2m)cos . = g(x)

dla kazdego € (—o00, 00).

4Tozsamos$é to znaczy, ze zachodzi rownos$é pomiedzy lewa i prawa strona rownania dla wszytstkich
wartosci zmiennej x.
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Wykreslajac funkcje trygonometryczne argument odktadamy na osi z, jak na

rysunku.

Wykres funkcji sinx

4

sinz w okrestie [0,27]

7 okreslenia funkcji sinus

|sinx|:|%|§1, gdyz R >y, dla —oo<x< 0.

Wartosci funkcji sinus nie przekraczaja przedziatu [—1,1]. To znaczy, ze dla
wszystkich wartosci argumentu —oo < x < oo speliona jest nierownosé

—1 <sinz < 1.

Istotnie, z okreslenia funkcji sinus

|sinx|:|%|§1, gdyz R >y, dla —oo<x< 0.

Podobnie, funkcja cosinus jest periodyczna o okresie 27 i okreslona dla wszyst-
kich rzeczywistych wartosci kata —oo < & < oo. Jej warotosci nie przekraczaja
przedziatu [—1.1], gdyz z okresslenia funkcji cosinusa

xr
[cosa] = || <1,

Wykres funkcji cosx

4

gdyz R>|zry|, dla —oo<zx < o0.
)

1

\ .....................................
kw przedziale M
» ? T

Funkcje trygonometryczne tangens i cotangens sa periodyczne o okresie w = 7.
Istotnie, kat x + 7 lezy w trzeciej ¢wiartce kota trygonometrycznego. 7 tabeli
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odezytujeme wartosé tg(x + m) = tgz. Zatem, prawdziwa jest nastepujaca
tozsamosc:

fla+m)=tg(x+ ) =tgzr = f(x),
dla kazdego argumentu w dziedzinie funkcji tangens

k
veD={z :z%%, k=0,+14+2 ..}

i tozsamosé
flz+m) = ctg(x +7) = ctgr = f(z),
dla kazdego argumentu w dziedzinie funkcji cotangens

xeD=A{r :x#km, k=0,£1+2,..;}

)
Wykres funkcji tgz
dlax e (-5,%)
1
tqx
i _m 0 = s T
2 1 4 2

Wykres funkcji cotangens

Y

Wykres funkcji ctgz
w przedziale (0, )

ctgxaw dla z€(0,m)

Py Py ° e ° Py Py

0 © I 3n
4 2\ 4

1.4 Tozsamosci trygonometryczne

Tozsamoscia trygonometryczna nazywamy rownosé, ktora jest prawdziwa dla
wszystkich wartosci katow w dziedzinie tozsamosci. W odréznieniu od tozsamosci,
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rownanie trygonometryczne jest spelnione tylko dla niektorych wartosci katow
z dziedziny rownania.
Podobnie, wzory trygonometryczne sa tozsamosciami dla wszystkich wartosci
katow z dziedziny ich okreslenia.
1.4.1 Jedynka trygonometryczna
Jedynka trygonometryczna to jest tozsamosé

sina + cos*a =1

dla wszystkich wartosci rzeczywistych kata o € (—o0, 00).
Wprost z definicji funkcji sinus i cosinus obliczamy przyprostokatne a i b
trojkata prostokatnego AABC

a =csina, b=ccosa.

C

T
przyprostokatna — b T=5\0 < przyprostokatna

przeciwprostokatna ¢

Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze suma kwadratow przyprostokatnych rowna
jest kwadratowi przeciwprostokatnej

a?+b? =,
Po podstawieniu a = c* sin «, b= cx*cos a otrzymamy

(csina)? + (ccosa)? = ¢,

A(sin a +cos?a) =2 | : 2,

Skad wynika tozsamosé¢
sin?a + cos®a = 1

dla kazdej wartosci o € (—o00,00). To jest jedynka trygonometryczna.

7 jedynki trygonometrycznej wynikaja nastepujace tozsamosci:

(2k + 1)m

1+ tg’a = = cscia, a%#, kE=0,+1,42, +3,..;

cos? o
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Istotnie, z definicji funkcji tangens wynika rownosé
sina cos? a+ sin? o

1+ tg?a=1+ = 5 = 1+ tg?a = csc’a.
cos? « cos? «

dla kazdego kata o # (27 + 1)%, k=0,+1,+2, +3,...; dla ktorego

cos a # 0.

To znaczy dla kata o ze zbioru okreslonodci funkeji tangens.”
Podobbnie z defincji funkcji cotangens wynika rownosé
cos? a 1

1+ ctg’la =1+ —— = = sec’a.
sin“a  sin‘“«

dla kazdego kata o # kx 7w, k=0,+1,+2, +3,...; dla ktorego

sin a # 0.

To znaczy dla kata « ze zbioru okreslonoéci funkcji cotangens. ©

1.4.2 Funkcje sinus i cosinus sumy i réznicy katow «, (8
Nizej wyprowadzimy wzory na sume i rézni¢ dwoch katow

sin(a + 3) = sina cos 3 + sin 5 cos a,
sin(a — ) = sina cos 3 —sin 3 cos «,

(1.2)

cos(a + ) =cosa cos 3 —sin 3 sina,

( )
cos(a — 3) = cosa cos 3+ sin 3 sin «,

Rozpatrzmy rysunek C

A D B
Wysoko$é h trojkgta NABC

5Nieparzysta wielokrotnoéé kata prostego piszemy (27 + 1) g, k=,+1,42,43, ...

6 Parzysta wiclokrotnosé kata polpelnego piszemy k T, k= 0,+1, 42,43, ..;

2
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Zauwazamy, ze

. |AD| . |DB]|

SIn o = m, smﬁ: @,
h h

Cosa:m, COSﬁ:W’

h =]AC|cosa, h=|BC|cosf

Pole P tréjkata AABC jest suma pola P trojkata AADC' i pola P, tréjkata
ADBC

1
P=P +P= §|AC’| |BC'| sin((a + ) (1.3)
7 drugiej strony, wiemy, ze

1 1
P = §|AC’| h sina, P= §|BC’| h sin 3, (1.4)

Porownujac pola okreslone przez rownosci (1.3) i (1.4), przez proste przek-
sztalcenia, otrzymamy wzér na sinus sumy dwoch katow « i 3

1 1 1

§|AC’| |BC|sin((a+ () = §|AC| h sina + §|BC| h sin f3,

|AC| |BC|sin(a + ) = |AC| |BC| cos 8 sina+ |AC| |BC| cosa,
Skad sinus sumy

sin(a + ) = sina cos B+ sin § cos a,

sin (a+0)
Pozostate wzory wyprowadzamy korzystajac ze wzoréw redukcyjnych.
sin((aw — ) = sin(a + (—0)) = sina cos(—f3) + sin(—f) cosa

= sina cosf —sin 8 cosa,

sin (a—0)
cos(a+ ) =sin(90° — (a+ F)) = sin((90° — a) — B)

= sin(90° — a) cos # — sin 3 cos(90° — ),

= cosacos 3 —sinasin 3,

cos (a+0)
cos(a — ) =sin(90° — (a — B)) = sin((90° — ) + )

= sin(90° — a) cos B + sin B cos(90° — ),

= cosacos 3+ sinasin 3,

cos (a—03)

Wzory na tangens i cotangens sumy i réznicy dwoch katéw wynikaja bezposrednio
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z powyzych wzorow

ta(a + B) sinf + 3)  sina cosfB+sinf cosa  tga + tgl
(8% _= = _=
& cos(a¢+ ) cosa cosfB—sinfd sina 1 — tgatg
—_———

- tg (a+p)
dla a+ﬁ7é(2k:+1)§, k=0,+1,+£2 43, ...;

cos(a + ) cosa cosB—sinf sina  ctgactgB — 1
sin(a + ) sina cosf+sinf cosa  ctga + ctgf
—_—————

ctg(a+ f) =
ctg (a+p)

dla a+p#km, k=0,+1,4£2 43, ...

Podobnie wyprowadzamy wzory na tangens i cotangens réznicy dwéch katéw.

sin(fa — )  sina cosf—sinff cosa  tga —tgh
cos(a — )  cosa cosB+sinf sina 1+ tgatgf
(a—B)
tg (a—

tg(a—0) =

dla o— B+ (2k + 1)%, k=041, 42,43, ...

b 3) cos(a¢ — 3) cosa cosf+sinf sina  ctga ctglB + 1

C o — - — e

& sin( — )  sina cosff —sin§ cosa ctgf — ctga
—_————

ctg (a—p)

dla a—p#knm, k=0,+1,4£2 43, ...;

1.4.3 Wzory kata podwodjonego

Wzory kata podwdjnego wynikaja bezposrednio z powyzszych wzoréw na sume.
Mianowicie, dla a = 8

sin 2 = 2sina cosa, dla « € (—00,00)

cos2a = cos’a —sina, dla o € (—o0,0)

2%
tg2a=%, dla a# (2k + 1) %, k=041, 42,43, ...
g

tgla — 1
ctg2a=cg%, dla a+kmn, k=0,41,42 43, ..
C «
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1.4.4 Wzory kata poltéwkowego
Wzory kata potéwkowego otrzymujemy przez podstawienie do powyzszych

wzoréw kata podwdjnego zamiast a potowe kata 3% wtedy otrzymamy

. 1 1
sina = 2sin g& cosga, o € (—o00,00),

2 1 o1 91 2 1
COS @@ = COS ia—sm 5@, cosa =1—2sin ia, cosa = 2cos ia—l

o€ (_OO> OO)>

T
tgo = ——2— dl 2k+1) =, k=0,4+1,+£2,4£3,...;
ga 1 _ tg2%a a Q % ( _l— ) 2? ) ) ) ) Y

ctg?sa — 1
ctga = QCtgzéa , dla a#kn, k=0,£1,4+2 +3, .. ;

1.4.5 funkcje trygonometryczne polowy kata

Z powyzszych wzoréw kata potéwkowego bezposrednio wynikaja wzory potowy
kata. Mianowicie, obliczajac cosinus i sinus ze wzoréw

1 1
cos o = 2 cos> ia— 1, cosa=1—2sin? 5@

otrzymamy wzdry cosinusa i sinusa na polowe kata a

| 1 | 1+ cosa | . 1 | 1 —cosa
— f— _— 1 — f— _—
COS2Oé = 5 s SII2Oé = 5

dla a € (—o0, 00).

Wzory potowy kata dla tangensa i cotangensa wynikaja bezposrednio z defincji
tych funkcji i wzoréw dla sinusa i cosinusa

dla a#(k+1)m, k=0,+1,+2, 13,

Cotangens jest odwrotnoscia tangensa, zatem

‘ 1 /14 cos
ctg—av = | ——
g2 1 —cosa

dla a #2knw, k=0,+1,42 43, ..;
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1
1.4.6 Wyrazenie funkcji trygonometrycznych przez tg§a
Oznaczmy przez
1
t= tg§a dla o # 2k+1)m, k=0,4£1,4£243,...;.

Wtedy funkcje trygonometryczne kata o mozna zapisa¢ w postaci nastepujacych
wymierazen wymiernych zmiennej ¢.

. 2t 1—t2
sima = ——, cosa = —r-, —00<t<oo,
1+t 1+t
1—¢2
thz = th, t 7é —1, 1, Cthz = o t 7é 0.
Istotnie, wiemy, ze
sinaw = 2sin %a Cos %a
2sin %a Ccos %a
sin? s+ cos? za
1 1
2sin —« cos —«
5 1
COS 50& 2t
! I 142
sin? —a + cos? =« T
2 2
5 1
Ccos” —
2
Podobnie funkcja cosinus
cosa = cos’ %a — sin? %a
cos? %a — sin? %a
cos? % + sin? %a
cos? %a — sin? %a
cos? %a 1—¢2
cos? £ +sin’zov 1412
cos? %a

Dla funkcji tangens i cotangens wzory plowy kata wynikaja wprost z ich
definicji i wyzej podanych wzoréw dla funkcji sinus i cosinus
2t
sino ] 4 ¢2 2t
tga = = = t#—-1,1
YT Cosa  1-£  1—¢ 71

142
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Cotanges jest odwrotnoscia tangnsa. Zatem wzor dla cotangensa

2

2t 7

ctga = t#£0.

1.4.7 Suma i réznica funkcji trygonometrycznych

Nizej podajemy nastepujace wzory na sume i ré znice funkcji trygonometrycznych

sina + sin # = 2sin a+5 cos —5
sina —sin # = 2sin © BCOSM
cosoz—l—cosﬁ—QcosMcos a=b
cosa—cosﬁ:—QsinMsmTﬁ,
N ﬁ_cosacosﬁ (1.5)
& & ~ sin(a + )

cos a.cos (3
tgo — tgf = ——
g~ tgf sin(a — ()

cos acos (3
tgor + tgf = —————
ctea + tef sin(a + )

cos a.cos (3
tga — tgf = ————
& 8h sin(a — )

Powyzsze wzory wynikaja ze wzoréw (1.4) sinusa i cosinusa sumy i réznicy
katéw. Mianowicie, wprowadzamy nowe zmienne

a+ 3 a— [0
2>y:

a=zr+ty, f=r-y, x=

Korzystajac ze wzoréw (1.4) na sinus i cosinus sumy i réznicy katow za-
uwazamy, ze

sina+sinf = sin(z +y) + sin(z — y)

= (sinzcosy +sinycosz) + (sinx cosy — siny cos x)

: . a+f a—p
= 2sinzcosy = 2sin coS .
2 2
sina —sinf = sin(z +y) —sin(z — y)

= (sinzcosy+sinycosz) — (sinxcosy — siny cos x)

: . a—=0F a+p
= 2sinycosx = 2sin 5 coS 5
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cosa+cosfS = cos(x+y)+ cos(x —y)

= (coszxcosy —sinzsiny) + (cosx cosy + sinzsiny)

a+p

= 2c0sxCosy = 208 =~ Cos #

cosa—cosf3 = cos(x+y)— cos(z—y)

= (coszxcosy —sinzsiny) — (cosx cosy + sinzsiny)

= —2sinzsiny = —2 sin# sin

a=p3
2

Wzory sumy i réznicy tangensa i cotangensa wynikaja wprost z definicji powyzszych
wzorow dla sinusa cosinusa.

sina  sin 3

fer+ gl = cosa  cosf3’
_ sinacosf+sinfcosa  sin(a+ )
N cos a.cos (3 ~ cosacos (1.6)
sina  sin 3 ’
tga —tglB = —

cosa  cosf3’
sinacos 3 —sinfcosa  sin(a — )

cos acos (3 ~ cosacos 3

Poniewaz cotangens jest odwrotnoscia tangensa, zatem wzoér dla sumy cotan-
gensa

tor + ctgl cos acos (3
ctga + ctgf = ——
& & sin(a + 3)’

cos acos 3
tea — ctgf = ————
ctea —ctgf sin(a — 3)

1.5 Roéwnania trygonometryczne

Zacznijmy od najprostrzych réwnan trygonometrycznych, rozwiazania ktérych
sa czescia rozwiazan bardziej ztozonych réwnan.

Przyklad 1.3 ZnajdZ wszystkie rozwigzania réownania
(1) sinx=0, (i) |sinz|=1.

Rozwiazanie (i). Gléwnymi pierwiastami tego réwnania, to znaczy zerami
funkcji sinus w jej okresie od 0 do 360° lub w mierze tukowej w zakresie od
0 < a < 27 sa rozwiazania

r=0, lub z=m.
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To rozwiazanie jest zaznaczo na wykresie funkcji y = sin .

WY
Wykres funkcji sinx

sinz w okrestie [0,27]

Wszystkie rozwiazanie dostaniemy dodajac do pierwiastkow gtéwnych wielokrotnosé
okresu funkcji sinus. Zatem wszystkie rozwiazania maja nastepujaca postac:

xp = 2km, lub  xp=m+2kr = (2k + 1),

dla parzystych i dla nieparzystych k. To znaczy, ze wszystkie rozwiazania sa
wielokrotnoscia liczby 7,

xr=km, k=0,%+1,42 .. ;

Rozwiazanie (ii). Gléwnymi pierwiastkami réwnania

|sinz| =1, lub sinzx =1 lub sinzx=-1.
sa liczby
3
T = g, lub =z = g

Wszystkie rozwiazanie dostaniemy dodajac do pierwiastkow gtéwnych wielokrotnosé
okresu funkcji sinus. Zatem wszystkie rozwiazania maja nastepujaca postac:

3
xk:g—l—ﬂ{m, lub xk=§+w+2lm

dla parzystych i dla nieparzystych k. To znaczy, ze wszystkie rozwiazania sa
nastepujacej postaci:

xk:g+m, k=0,4+1,42, ..

Przyklad 1.4 ZnajdZ wszystkie rozwigzania réownania
(1) cosx=0, (i1) |cosz|=1.

Rozwiazanie (i). Gléwnymi pierwiastami tego réwnania, to znaczy zerami
funkcji cosinus w jej okresie od 0 do 360° lub w mierze tukowej w zakresie od
0 < a < 27 sa rozwiazania

3
x:g, lub zzg.
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To rozwianie jest zaznaczone na wykresie funkcji y = cosz.

WY
Wykres funkcji cosx
1
_3r T wa przedziale M
2 o 2 )y o
3 2 : 2T 3 S

Wszystkie rozwiazanie dostaniemy dodajac do pierwiastkow gtéwnych wielokrotnosé
okresu funkcji cosinus. Zatem wszystkie rozwiazania maja nastepujaca postac:

3T
Ty = g+ 2km,  lub  xp = 53 + 2k,
To znaczy, ze wszystkie rozwiazania sa nastepujacej postaci:
op = (2k 4+ 1) g k=0,4+1,42, ..

Rozwiazanie (ii). Gléwnymi pierwiastkami réwnania
|cosz| =1, lub cosz=1 lub cosz =—1.

sa liczby

r=0, lub z=m.
Wszystkie rozwiazania dostaniemy dodajac do pierwiastkéw gtéwnych wielikrotnosé
okresu funkcji cosinus. Zatem wszystkie rozwiazania maja nastepujaca postac:

xp =2km, lub 1z =7+ 2kt = (2k+ 1),

To znaczy, ze wszystkie rozwiazania dla parzystych i nieparzystych k, sa
nastepujacej postaci:

xr=km, k=0,%+1,42, .. ;

Zauwazmy, ze sinus i cosinus katow oy = km lub ap = (2k + 1)§ mozemy
napisa¢ w nastepujej postaci potegi minus jedynki:

sin(2k + 1)% = (1), coskm = (—1)F, k=0,+1,42,...:

Przyklad 1.5 ZnajdZ wszystkie rozwigzania réownania
(1) tgx=0, (i) [|tgz|=1

(1i1) ctgr =0, (iv) ctgz|=1.



26

Rozwiazanie (i). Poniewaz okresem funkcji tangens jest liczab 7, to gtéwnym
pierwiastkiem rownania

tgx =0,

jest x = 0. Wtedy rowniez sin x = 0.

)
Wykres funkcji tgz
dlaz e (-%,5%)
1
tqx
_r _ 0 = s T
2 1 4 2

Wszystkie rozwiazania dostaniemy dodajac do pierwiastka gtéwnego wielokrotnosé
okresu funkcji tangens. Zatem wszystkie rozwiazania maja nastepujaca postac:

xp=kmr, k=0,+1,42 .. ;

T T
Rozwiazanie (ii). W zakresie okresu funkcji tangens od —5 do 5 52 dwa
pierwiastki gléwne réwnania

ltglz=1, lub tgx=1, tgx=—1.
7 o
€T = 4 T = 4
Wszystkie rozwiazania dostaniemy dodajac do pierwiastka gtéwnego wielokrotnosé
okresu funkcji tangens. Zatem wszystkie rozwiazania maja nastepujaca postac:

:Bk:_g‘FkﬂT, fk:g+k7r> k=0,%1,£2, ..

lub zapisane w postaci jednego wzoru
T
a0

mp=(2k+1)5, k=0£L%2 .

Rozwiazanie (iii). W zakresie okresu funkcji cotangens od 0 do , 7 pier-
wiastkiem gtéwnym réwnania

ctgx =0,
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T
jest liczba x = 35

Wykres funkcji ctgz
w przedziale (0, )

ctgxaw dla z€(0,)

Py Py ° Y ° Py Py

0 = 1 3T
4 2\ 14

Wszystkie rozwiazania dostaniemy dodajac do pierwiastka gtéwnego wielokrotnosé
okresu funkcji cotangens. Zatem wszystkie rozwiazania maja nastepujaca
postac:
T T
Ty = —+k:7r=(2k:—|—1)§,

kE=0,%+1,£2, ..
2 ) ) ’ ’

Rozwiazanie (iv). Gléwnymi pierwiastkami réwnania

ctgr| =1,
lub

ctg =1, ctgr = —1.

sa liczby
™ 3T
xr1 = Z, To = Z

Wszystkie rozwiazania dostaniemy dodajac do pierwiastkéw gtéwnych wielikrotnosé
okresu funkcji cosinus.
Zatem wszystkie rozwiazania maja nastepujaca postac:

T T
xkzz%—k‘ﬂz(élk:—l—l)z,

lub

3m T

dla k=0,+1,+2, ..;
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Nizej w tablicy podane sa wartosci funkcji trygonometrycznych katéw wybranych.

« sina | cosa | tga | ctga
a=0 |0 1 0 %9
a=F |5 19 19 V8
o= 7 & 1
o=z 13 15 [V ¥
a=7 |1 0 oo |0
o= [F [F (1]
a=m |0 —1 0 —00
o=z [-Z[- 21 1
a:‘%r —1 0 oo |0
a=21|0 1 0 00

Przyklad 1.6 ZnajdZ wszystkie rozwigzania réownania
sint — cosx = 0.

Rozwiazanie. W pierszej kolejnosci zauwazmy, ze dziedzina D = R wyrazenia
trygonometrycznego w rownaniu jest ziér R wszystkich liczb rzeczywisych.

Z tablicy odczytujemy pierwiastki rownania w przedziale 0 < x < 27 okresu
w = 27 funkcji sinus i cosinus

sinx = cos .

L - , : : , & om
Zatem widzimy, ze sinus réwny jest cosinus dla katéw z = — oraz © = —,

4
ktore leza w pierwszej lub trzeciej ¢wiartce kola trygonometrycznego.

Wszystkie rozwiazania dostajemy dodajac okres w = 27 do tych rozwiazann

5
Tp = % +okm, lub zp = Zﬂ Y okr k=0,4+1,42, ..

Rozwiazanie tego réwnania znajdziemy innym sposobem rozaktadajac wyrazenie
trygonometryczne na czynniki. Mianowicie, lewa strone réwniania zapiszmy
w postaci

. . T
sinz — sin(= — z) = 0.
2
Stosujac wzor na réznice sinuséw, otrzymamy iloczn

(g—x)—xcos(g—x)—l—x

sinz —sin(§ —x) = 2sin

— 2co0s Tsin(7 — 7)
= COS4SIH4I’

= \/ﬁsin(% —xz)=0.
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Skad pierwiastki gléwne w przedziale [0, 27| okresu funkcji sinus

%—:E:(), lub %—l’:ﬂ'

Dodaja okres w = 27 funkcji sinus, otrzymamy wszystkie rozwiazania
Tp = % tokr, lub )= % 2k — )7, k=0,+1,42, ..

Przyklad 1.7 ZnajdzZ wszystkie rozwigzania rownania
tgr + ctgr = 2.

Rozwiazanie. 7 tablicy wartosci funkcji tangens i cotangens, widzimy, ze
suma tangensa i cotangensa kata x jest rowna 2, jezli tgx = 11 ctgr = 1 dla

™ ™
xr = — lub = —. Waszystkie rozwiazania otrzymamy dodajac do gléwnych
pierwiastkéw wielokrotnosé ich okresu.
To znaczy

5
:Ekzg—l—k‘ﬂ, lub xk:fwm, k=0,41+2, ..

Te same rozwiazania otrzymamy innym sposobem. Mianowicie, napiszmy to
rownanie w postaci ekwiwaletnej

sinx cosx
+ = 2.

cosx  sinx
Zauwazmy, ze dziedzina wyrazenia trygonometrycznego w tym réwnaniu jest
zbior
. T .
D={z€R:sinx#0, i cost#0}={r€R: :E;ék:E, i z#knm}

dla catkowitych liczb k = 0, £1, £2, ...;
Przeksztalcamy to rownanie korzystajac z jedynki trygonometrycznej i z sinusa
podwojonego kata

sin x L Ccos ¥ cos® x + sin? z 1 5
cosx sinx sinx coszx sinx cosx

Skad wynika réwnanie
2sinz cosx =1, lub sin2x =1.

Z tablicy wartosci funkcji trygonometrycznych pamigtamy, ze sin2z = 1 dla
pierwiastka x = § lub x = %” w kole trygonometrycznym. Dodajac do pier-
wiastkéw gléwnych wielokrotno$é okresu w = 7 funkcji sin 2x otrzymamy
wszystkie rozwiazania tego réwnania.

5
Ik:%—l—k‘ﬂ', lub Ikzzﬂ—l-k‘ﬂ kE=0,£1,%£2,..;

Zauwazmy, ze powyzesze pierwiastki réwnania sa takie same jak w pierszym
sposobie rozwiazania i naleza do dziedziny réwnania.
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Przyklad 1.8 RozwigZ rownanie
2sin?z — 3sinz 4+ 1 = 0.

Rozwiazanie. Tej postaci réwnia rozwiazujemy przez podstawienie nowej
niewiadomej ¢ = sin x, zeby otrzymac réwnanie kwadratowe

22 —3t+1=0.

Wyéznik tego r'ownania A = (—3)? — 4 %2 x 1 = 1. Zatem rozwiazania

3—1 1 3+1
tH = —— = — to = —— =
1 4 27 2 4

Wracajac do niewiadomej x, znajdujemy wszystkie rozwiazania

1.

sinx = %, T = § + 2k,
lub
sinz =1, 3 =3 + 2km,
dla catkowitych k = 0, +£1, +2...;
Zadanie 1.8 Rozwigz rownanie
2cos?x +cosz — 1 = 0.

Jednym ze skutecznych sposobéw rozwiazywania réwnan trygonometrycznych
jest rozktad na czynniki wyrazenia trygonometrycznego. Nizej podajemy przyktad
takiego sposobu.

Przyklad 1.9 RozwigZ réownanie
cosz + 3cos 3x + cos br = 0.

Rozwiazanie. Zastosujmy wzér do nawiasu na suma cosinusow

5 -2
(cosx 4 cosbx) + cos3x = QCOSI_; T eos T 5 I—I—COS?):E

= 2cos3x cos(—2x) + cos 3z

= cos3x(2cos2z + 1) =0.

Zatem, wyrazenie trygonometryczne roztozyliémy na dwa czynniki, ktore przyrownujemy
do zera

cosdr =0, 1 2cos2x+1=0, cosx— 3
Rozwiazujac powyzesze proste rownania, otrzymamy nastepujace serie rozwiazan:

Gdy
cos3zr = 0,
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to rozwiazanie
3v=12+42km, x)= %w + +§k:7r, k=0,£1,%2,...;

3w =3+ 2km, wp=gm+3kr, k=0,£1,£2, .

1
oraz gdy cos 3x = —5 to rozwiazanie
Sw = = + 2k T Zhn, k=041, 42
= T, Tp=——+—km =
3 ) k 9 3 ’ ’ ’ PERER
5 5 2
B0 = Sm o+ 2km, @ = §+§lm, k=0,41,42, ...

Przyklad 1.10 Rozwigz rownanie
sin?x + 2sinz — 3 = 0.

Rozwiazanie. Oznaczmy przez t = sin x. Wtedy dostajemy réwnanie kwadra-
towe dla niewiadomej ¢

t?4+2t—3=0,
ktorego rozwiazanie jest t; = —3 i t; = 1. Poniewaz —1 < sinx < 1, dlatego
t = —3 nalezy udrzuci¢. Pozostaje wartos¢ t = 1. Dla tej wartosci

sinz =1, gdy zp= g Fokm, k=0,+1,42, .
Zadanie 1.9 Rozwigz rownanie
V3 tgir — (1 — V3)tgr — V3 = 0.
Zadanie 1.10 Rozwiqgz rownanie
sinz — sin4x + sin 7x = 0.
Zadanie 1.11 Rozwiqgz rownanie

2co8’xr —5cosx+2=0.

1.6 Nieréwnosci trygonometryczne

Podobnie jak réwnania trygonometryczne, rozwiazujemy nieréwnosci trygonometrtczne
korzystajac z wzoréw redukcyjnych, wzorow sumy i réznicy funkcji trygonom-
etrycznych.

Przyklad 1.11 RozwigZ nieréwnduwnosé w przedziala [0, 27].

1

N e < L
(1) sinz < 5
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™

Rozwiazanie (i). Funkcja sinus osiaga wartos¢ sinz = 1 dla kata z = & W
pierwszej ¢wiartce, lub dla kata z = 5% w drugiej ¢wiartce. Zatem nieréwnosé
jest prawdziwa przedziale [0, 27| dla

m om

Zobaczmy to rozwiazanie na wykresie funkcji sinus.

W przedziale [0, 2r] nierownosci sinz < 1

jest prawdziwa dla z € [0, %] lub z € [3F,2n]

. 1
sinz<5

ot

2

o2
6

I
l\)|;:
|
|
3
|
SIE]
o
[2IE]
SIE]
l\)|;lw

—1

Zauwazmy, ze rozwiazaniem nierownosci sinz < % na calej osi liczb rzeczy-

wistych sa te punkty x € R, ktore naleza do odcinkow
5
% + 2%k, Eﬂ +2kn], gdy k=0,£1,+2 +3..;

gdzie ar, = § +2km, by = 5% + 2km.

x € [ak,bk] = [

Podobnie znajdujemy rozwiazanie nierdwnosci przeciwnej sin x > %

W przedziale [0, 2] nierownosc sinz > % jest prawdziwa dla x € [§, ]

Rozwiazaniem nieréwnosci sinx > %, na catej osi liczb rzeczywistych, sa od-
cinki
T T
ax, ) = [ + 2k, =+ 2km],  k=0,£1,£2 £3. (1.7)

o poczatku w punkcie ar = § + 2k7 i koncu w punkcie by = 5% +2km. 7

Przyklad 1.12 Podaj przedziaty w ktorych nierowno$¢ sin x > % jest prawdziwa,

gdy
k=-2 -1,0,1, 2

"Tutaj indeks k € C' = {0,+£1, +2, £3,... :} przebiega caly zbior liczb catkowitych.
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Rozwiazanie. Z okreslenia (1.8) przedzialow [ag, b] znajdujemy

gdy k= 07 ag = 07 bO = %7 [a07b(]] = [07 %]

gly k=1, ar=5F b =1 [a,b] =[5 5]
gdy k=2, ar="Z, by=7g, [az,bo] = [, %]

Podobnie znajdujemy przedzialy [a_1,b_1] 1 [a—2, b_2] dla ujemnych wartosci
wskaznika k = —1, —2

gdy k=-1, a= _17_7r’ by = _%7 [a—lab—l] = [_IZTW> _%]
gy k=-2, a,=21% b o=1F " [ay by = [-5% —ZT]

Zauwazmy, ze rozwiazaniem nierownosci sinz < % sa te punkty z € R na osi
liczb rzeczywistych, ktore nie naleza do zadnego z odcinkow

5
x & [ag, by] = [% + 2k, % + 2kmn],

ody k=0,+£1,+£2, £3..;

Zadanie 1.12 Podaj wykres funkcji y = sin x w przedziale [—4m, 4w]. Zaznacz
na wykresie przedzialy argumentu x € [—4m, 4w| w ktorych funkcja

(i) sin x> 3,

(1) sin x <

N[

Rozwiazanie (ii). Funkcja cosinus osiaga wartosé cosx = % dla kata z =

w pierwszej ¢wiartce, lub dla kata z = 57” w czwartej ¢wiartce.

Zatem nieréwnos¢ jest prawdziwa przedziale [0, 27] dla

B

5
0<x< -
ST > B

, lub <z < 2.

ro |

Niezej, na wykresie funkcji y = cos x zostaly zaznaczone wszystkie rozwiazania
nierownosci

cos T <

N —
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5
W przedziale [0, 2] nierownosc cosx < % jest prawdziwa dla x € [g, T

na catej osi liczb rzeczywistych, sa od-

Rozwiazaniem nieréwnosci cosx <
cinki

[ar, b)) = [g + 2k, 5; +2%kn], k=0,£1,+2 +3.; (1.8)

o poczatku w punkcie aj, = 5 + 2k i koncu w punkcie by = 57” + 2km. 8

Przyklad 1.13 Podaj przedziaty w ktorych nierownos$c cos z < % jest prawdziwa,
gdy
k=-2-1,0,1, 2

Rozwiazanie. Z okreslenia (1.8) przedzialow [ag, b] znajdujemy
gdy k=0, ao=35, by= 57”> [ao, bo] = [3, 57”]

gdy k‘zl, a1:7—” blzll—w [al,bl]:[ﬁ H—W]

27 27 27 2
— _ 13w _ 17r _ (137 17w
gdy k=2, ax=7% b=, [az,bo] = [, 57

Podobnie znajdujemy przedzialy [a_1,b_1] 1 [a—2, b_2] dla ujemnych wartosci
wskaznika k = —1, -2

gy k=-1 an=—% ba=—% [e1ba] =[5 3

gdy k=-2, ap= R by = T [a—2>b—2] = [_H_W> _7_7r]

Zauwazmy, ze rozwiazaniem nieréwnosci cosz > % sa te punkty x € R na osi
liczb rzeczywistych, ktore nie naleza do zadnego z odcinkow

5
x¢[ak,bk]:[g+2kw,§+2kw], gdy k=0,41,+2, + 3.

Zadanie 1.13 Podaj wykres funkcji cos x dla argumentu x € [—4r, 4w]. Zaz-
nacz na wykresie przedziaty w ktorych prawdziwa jest nierownosc

1
, (7i) cos x > 5

N —

(1) cosz <

8Tutaj indeks k € C' = {0,+£1, +2, £3,... :} przebiega caly zbior liczb catkowitych.
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Jak wiemy, funkcja tanges jest okreslona dla argumentu
v (2 + 1)%, k=041, +2, ...

roznego od nieparzystej wielokrotnosci kata prostego 7.

Yy
Wykres funkcji tgz
dlax e (-5,5%)

1

tqx
T _m 0 =« s T
2 4 2
-1
Funkcja tangens jest rosnaca i okresowa o okresie w = m. To znaczy dla

wiekszych wartosci argumentu x warotosci funkcji tanges sa wieksze, piszemy

dla argumentow x1 < xo wartosci tg x1 < tg xo
1 okresowa

tgrx=tg(x+m7) dlakazdegox # kn, k=0,%+1, +2,..;

Nizej na wykresie zaznaczone sa wartosci argumentu x funkcji tangens dla
ktorych wartosci tg x sa wieksze lub rowne jeden, to znaczy spelniona jest
nierownos¢ tg x > 1.

Yy
//
>1 tee>1 tgr>1 tgr>1
__________________________________________ e S A e
—5F N 2 T 2 =% 2
0
: I

Przykilad 1.14 .
(1) Znajdz rozwigzanie nieréwnosci

tgx > 1
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m™ T

w przedziale otwartym (-5, %).
(1) ZnajdZ wszystkie rzeczywiste rozwigzania nierownosci

tgxr > 1,
dla v # (2k—-1)%, k=0,%£1, £2, £3,...:

™ T

Rozwiazanie(i). Funkcja y = tg = jest rosnaca w przedziale (-7, 7).
Wartos¢ jeden funkcja tangens osigga w punkcie x = 7, toznaczy, ze tg 7 = 1.
Zatem nierownosé

tgx > 1
jest oprawdziwa w przedziale (—%, %) dla x € (7, 3).
Roozwigzanie (ii). Z wykresu funkcji y = tg x widzimy, ze w przedziale
(‘% %) -
tgr <1 dl €(—=,—).
gz az€ (=5 7)

Wszystkie rzeczywiste rozwiazania nierownosci tg x < 1 latwo odczytamy z
wykresu. Mianowicie warto$¢ funkceji tangens jest mniejsza od jeden tg x < 1
dla wszystkich rzeczywistych wartosci argumentu nalezacych do przedziatow

(—g + ke, % +kr),  dla k=0,pml, £2,..;

Zadanie 1.14 Rozwigz nierownosc
(1) tgx > /3, (ii) tgx < /3
dla wszystkich rzeczywistych wartosci x # (2k +1)%, k=0,£1, £2,...;
Jak wiemy, funkcja cotanges jest okreslona dla argumentu
x#kr, k=0,+1, £2,..;

roznego od wielokrotnosci kata potpelnego .

Y
Wykres funkcjiy = étgz
w przedziale (0,7) %

b
>

u>|;|‘”’
R

T ek

Funkcja cotangens jest malejaca i okresowa o okresie w = 7w. To znaczy dla
wiegkszych wartosci argumentu x warotosci funkcji cotanges sa mniejsze, piszemy



37

dla argumentow x; < xo wartosci ctg x1 > ctg To
1 okresowa

ctgrx =ctg( x+m) dla kazdego x # kmr, k=0,+1, £2,..;

Przykiad 1.15 .
(1)  Znajdz rozwigzanie nieréownosci

ctgr > 1

w przedziale otwartym (0, 7).
(1) ZnajdZ wszystkie rzeczywiste rozwigzania nierownosci

ctgr >1,
dla x #kr, k=0,4+1, £2, 43, ...:

Rozwiazanie (7). Funkcja y = ctg = jest malejaca w przedziale (0, 7). Watosé

ctg x =1 osiaga dla z = 7.

Zatem -
ctgr > 1 dla x € (0, Z)

Rozwiazanie (i7) Z wykresu funkcji okresowej cotangens o okresie w = 7
znajdujemy wszystkie przedzialy

(kr, % Y ka), dla k=0,%1, £2,..;
w ktorych nierowns¢ ctg x > 1 jest prawdziwa.

Zadanie 1.15 .
(1)  Znajdz rozwigzanie nieréownosci

ctgxz\/g

w przedziale otwartym (0, 7).
(1)  ZnajdZ wszystkie rzeczywiste rozwigzania nierownosci

ctg x> V3,
dla ©#kr, k=0+1, £2, £3,...:

1.7 Twierdzenie sinusoOw

Twierdzenie 1.1 W dowolnym trijkgcie stosunek diugosci bokow do sinusow
kgtow lezgcych na przeciw bokow jest staty i rowny srednicy okregu opisanego
na tym trdajgcie. To znaczy

a b c

=2R

sinaw  sinf3  sinvy
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Okrag opisany na trojkgcie

Dowdéd. Rozpatrujemy okrag opisany na trojkacie AABC o promieniu R. Z
wierzchotka A prowadzimy srednice okrcegu do przeciecia z okregiem w punkcie
D. Zauwazmy, ze kraty wpisane LZABC = 1 LADC = § w okrag sa oparte
na tym samym tuku AC. Zatem sa réwne 8 = 9. Tréjkat AADC' jest prosty,
gdyz kat /BC A opraty na srednicy jest prosty. Z tego prostokatnego trojkata
AADC, znajdujemy sinus kata 6. Mianowicie, dla 0 < 4§ < 7

, |AC| c c c
L — 2R 2R =6
sin o |AD| 2R’ ub sin § T osiny 7

Dla 6 = v = § twierdzenie jest réwniez prawdziwe, gdz siny = 1, i ¢ = 2R .
Natomiast, dla v > § kat 6 = 7 — v i wtedy sind = siny W tym przypadku
twierdzenie jest rowniez prawdziwe. Pozostale wzory

a b

2R,

sina sinf

dowodzimy podobnie.

Twierdzenia sinuséw w potaczeniu z twierdzeniem cosinuséw stosujemy w
prost do wyznaczania bokéw i katow trojkata, na podstawie nastepujacych
dawanych

1. dwoch bokoéw i kata naprzeci w jednego z nich,

2. boku i dwéch katow przylegtych do tego boku,

Przyklad 1.16 Oblicz boki i kqty trojkgta AABC, majgc dlugo$ci dwdch bokow
|AB|=c=41|BC|=a=2 k¢t a = % lezgcy na przeciw boku [BC].
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Rozwiazanie. Zaznaczamy dane i niecwiadome boki i katy na rysunku

A c=2
Tréjkat AABC

7 twierdzenia sinuséw obliczamy promien R okregu opisanego na tréjkacie

P
® _9Rr - =2R
Slna

=2R, R=2.

sin o

NI N

Nastepnie tez twierdzenia sinuséw obliczamy sinus kata v lezacego naprzeciw
boku |[AB|=c=2
c c 2 1

sin 7y ST TOR T T

Skad znajdujemy kat v = ¢ i kat 3 z sumy katow w trojkacie

T T 27
a+pf+y=m, ﬁ—w—a—v—w—g—g—g.

Pozostaty bok |AC| = b obliczamy z twierdzenia sinuséw

b 2
— = 2R, b:2Rsinﬁ:2*2*sin—W:2\/§.
sin 3 2

1.8 Twierdzenie cosinusow

Podobnie jak twierdzenie sinuséw, twierdzenie cosinuséw stosujemy do obliczanie
bokéw i katow dowolnych trojkatow. W dowolnym tréjkacie AABC
C

~
b h a

A c D B
Fig. 5.15. Trojkat AABC
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o bokach i katach zaznaczonych na rysunku zachodza nastepujace zwiazki
pomiedzy bokami i katami

(i) a*=b*+c*—2bccosa
(it) b* =a*+c* —2a ccos 3
(i) ¢ = a® 4+ b* — 2a beosy

Dowdéd. Udowodnimy pierwsza z wymienionych wyzej réwnosci. Za-

uwazmy, ze w przypadku tréjkata prostokatnego, gdy a = § wzor (i) jest

prawdziwy, gdyz wtedy stosuje si¢ twierdzenie Pitagorasa. Dla a < 7. Punkt
D, spodek wysoksci h dzieli bok [AB] na dwie czesci
|AD| =bcosa, |DB|=c—bcosa.
Stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkatow AADC i ADBC', otrzymamy
h* = b* — (bcosa)? = a* — (¢ — bcos a)?
Skad dostajemy wzor (i), to jest

a’> =b*+ % — 2b ccosa.

Pozostate wzory (ii) oraz (iii) dowodziemy podobnie.

Twierdzenie cosinuséw stosujemy najczesciej, zeby obliczy¢ trzeci bok gdy
dane sa dwa boki i kat pomedzy nimi oraz do obliczenia wszystkich katéw gdy
znane sa wszystkie boki.

Przyklad 1.17 W trdojketa AABC, dane sq¢ dlugosci dwich bokéw |AB| =
c=3, |AC| = b =8 i kgt miedzy nimi o = g, jak na rysunku, oblicz bok a.
C

b=35 a’?

A c=3 B
Fig. 5.16. Trojket ANABC

Rozwiazanie. Z twierdzenia cosinuséw obliczamy

1
a2262+02—chcosa:82+32—2*8*3*§:49, a=+vV49 =1T1.
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Majac boki tréjkata, a, b, c obliczamy cosinus katow 3 i .

3 b2 — a? — 2 2 72 32 1
cos 3 = = = —
2a ¢ 2% T%3 7

2 —a?—b? 327282 13

cosy = — __ 2

2a b 2% 7%x8 14

Wartoséci katéw odezytujemy z tablic lub jako argumenty funkcji cyklicznych.

1.9 Funkcje cykliczne

Funkcje cykliczne arcsin «, arccos «, arctan « i arccot « to sa funkcje odwrotne
do funkcji trygonometrycznych w przedziatach w ktorych funkcje trygonome-
tryczne sa rosnace lub malejace (monotoniczne).

Na przyktad, funkcja odwrotna do funkcji sin « jest funkcja arcsina okreslona
w przedziale otwartym dla o € (-7, 7) lub ogélnie dla

o€ (—§+2k;7r T 9skn), k=0,+1,42 43 ..

Funkcja odwrotna do funkcji cos « jest funkcja arccos « okreslona w przedziale
otwartym dla « € (0, 7) lub ogdlnie dla

o€ (—5 + 2k, — + 2% kr), k=0,+1,42 +3, ...
Podobnie, funkcje odwrotne do funkcji tga i ctga sa funkcje arctga i arccota
okreslone w przedzialach otwartych
tangens dla

a € (—§+k:7r +k:7r) k=0,+1,+2 43, ...;

i cotangens dla

€ (km,(k+1)7), k=0,+1,+2 43, ...

1.9.1 Arcus sinus

Funkcja y = sinz jest rosnaca w przedziale [, 7]. Zbiorem wartosci funkcji
sinus jest przedzial|—1,1]. Zatem funkcja odwrotna arcsiny do funkcji y =
sinz istnieje i jest okreslona w przedziale [—1, 1]. To znaczy dziedzing funkcji
odwrotnej arcsiny do funkcji y = sinx jest zbiér wartosci funkcji sin x. Nato-
miast zbiorem wartosci funkcji arcsiny jest przedzial[—7, 7].

Nizej na wykresie funkcji arcus sinus zanaczony jest przedzial okreslonosci
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i przedzial wartosci. Przedzial [—1,1] jest zbiorem okreslonosci funkcji y =

arcsin , a zbiorem wartosci tej funkcji jest przedziat -7, 7]
Yy
5 e aresin 1 = 3
Wykres funkgji
y =arcsinz dlax € [-1,1
arcsin 0 =0
—1 0 1 t
7% arcsin(—1) = —%
Tabela wartosci funkcji y = arcsin x
dla wybranych wartosci argumentu x.
x° | radian | y =sinx || x = arcsiny
900 | —Z 1 z
2 7 2
2
e | LT | V2 o7
3 2 3
| T | V2 T
4 2 4
I N o
6 2 6
0° 0 0 0
T 1 T
30° — — —
T G
45° — 0 ——
4 % 4
2
600 | = Ve i
3 2 3
9 | = 1 z
2 2
Zauwazmy, ze zachodza nastepujace tozsamosci
(i) arcsin(sinz) =z, dla —-F<2x<7
(17) sin(arcsinz) =2 dla —1<z <1

™

Rzeczywiscie, niech y = sinz, dla v € [~F,7]. Wtedy funkcja sinx jest
rosnaca i funkcja do niej odwrotna x = arcsin y istnieje i jest okreslona dla y €
[—1,1]. Podstawiajac do lewej strony (i) y = sinz, otrzymujemy tozsamos¢

().

Podobnie, niech y = arcsinz dla = € [—1,1]. Wtedy funkcja arcsinz, jest
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rosnace i funkcja do niej odwrotna x = siny istnieje i jest okreslona dla
y € [—1,1]. Podstawiajac y = arcsinz do réwnosci x = siny, otrzymujemy
tozsamosé (ii).

1.9.2 Arcus cosinus

Funkcja y = cosz jest malejaca w przedziale [0, 7]. Zbiorem wartosci funkcji
cosinus jest przedzial—1,1]. Zatem funkcja odwrotna arccosy do funkcji y =
cos x istnieje i jest okreslona w przedziale [—1, 1]. To znaczy dziedzing funkcji
odwrotnej arccos y do funkcji y = cosx jest zbiér wartosci funkcji cosx. Nato-
miast zbiorem wartosci funkeji arccosy jest przedziat [0, 7.

Nizej na wykresie funkcji y = arccos x zanaczone sa przedzial okreslonosci
i przedzial wartosci. Przedzial [—1,1] jest zbiorem okreslonosci funkcji y =
arccos x, a zbiorem wartosci tej funkeji jest przedziat [0, 7]

)
arccos(—1) = .
Wykresfunkcja y = arccos ¢ dla x € [—1,1]
arccos 0 =2 .S 2
arccos 1 =0
-1 0 1
T

Tabela wartosci funkcj y = arccos x
dla wybranych wartosci argumentu x.

o

T radian | y = cosx | x = arccosy
0 0 1 0
s | T V3 m
6 2 6
o |7 V2 m
4 2 4
o | * T z
3 2 3
900 | Z 0 z
2 2
135° 3m _ﬁ 3m
4 \3_ 4
s || V8|
6 2 6
180° | -1 T
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Zachodzi prosty zawiazek pomiedzy arcus sinus i arcus cosinus

. 7T 7T .
arcsinx + arccos r = 5 lub arccosz = 5 —arcsinz. (1.9)

Rzeczywiscie, zauwazamy, ze prawdziwa jest nierownosé

0<

o3

—arcsinz < 7.

7 nierownoséi

7T .
—3 < arcsinx <

o]

i z TOWNOS¢
™ : :
COS(E — arccos x) = sin(arcsin x)

wynika tozsamosé (1.9).

1.9.3 Arcus tangens

Funkcja tangens y = tg z jest okresowa o okresie w = m i okreslona dla
argumentu roznego od nieparzystej wielokrotnoci kata prostego 7.

v % (2 + 1)%, k=0,+1,42, ..
Przedziatem wartosci funkcji tangens jest zbidr liczb rzeczywistych R = (—o0, 00).

Funkcja y = tg = jest rosnaca od —oo do oo w przedziale otwartym

T
x € (—§>§)-

Dlatego istnieje funkcja odwrotna

T =arctgy,

T , .
do funkcji y = tg x w przedziale otwartym (—5, 5) Bez zmiany wlasnosci
funkcji arcus tangens mozemy zamieni¢ zmienne z, y miejscami, piszac

Yy = arctan x.

Wartosci funkeji arcus tangens naleza do przedziatu (-7, 7 ), to znaczy prawdziwa
jest nierownosé
™ ™
—§<arctgz<§, —00 < T < 00.

Rozpatrzmy jeszcze raz wykres funkcji tangens. Zauwazmy, ze wykres funkcji
arcus tangens odwrotnej do funkcji tangens otrzymamy przez obrot wykresu
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funckeji tangens w kierunku przeciwnym do ruch wskazowek zegara patrzac
na wykres z odwrotnej strony.

)
Wykres funkcji tgz
dlax e (-5,5%)
1
tqx
_m _m 0 = s T
2 1 4 2

Nizej na wykresie zaznaczony jest zakres wartosci funkcji y = arctg x dla
argumentu z € (—oo, 00).

)
Wykres funkcji arctg x
dla x € (—o0,0) z
2 Lo
——————————————————————— @ — - m e e e e e e e e m i mm e e
s
4 arctgl = 7
—1 0 1 x
__T 4
4
.................................................. L
e e T L e e e e e e e - O o
T
2

Funkcja arctage ma dwie asymptoty L1 i L1 rownolegle do osi x

1.9.4 Arcus cotangens

Funkcja y = cot z jest malejaca w przedziale otwartym (0, 7) i jej zbiorem
wartosci sa wszystkie liczby rzeczywiste —oo < y < oo. Zatem funkcja
odwrotna x = arccot y istnieje i jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczy-
wistych —oo < y < oo. Natomiast jej zbior wartosci zmienia sie w zakresie od
0 do 7, to znaczy

0 < arccot y < T, —00 <y < 00.

Podobnie jak w przypadku funkcji arcu tanges, bez zmiany wlasnosci funkcji
arcus cotangens, zamieniamy zmienne x,y miejscami, piszac

y =arccotgx, dla —oo<x <00
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Rozpatrzmy jeszcze raz wykres funkcji cotangens. Zauwazmy, ze wykres funkcji
arcus cotangens odwrotnej do funkcji cotangens otrzymamy przez obrot wykresu
funckeji cotangens w kierunku przeciwnym do ruch wskazowek zegara patrzac
na wykres z odwrotnej strony.

Y Wykres funkcjiy = ctgx
w przedziale (0,m)

[SE]
5
o
=
y

7 wykresu funkcji cotangens tworzymy wykres funkcji odwrotnej arcus cotan-
gens

y=arccotgx, dla —oo<x <00

)
Wykres funkcji arcctg x
m L2
.................. @ mm e e S
) T
4 2
- arccotg 1 = %
1
T
0 1
Ly

Funkcja arcctg x ma dwie asymptoty L1 to jest os x i La rownolegla do osi

Zachodzi nastepujacy zawiazek pomiedzy arcus tangens i arcus cotangens,
pisac

arctg x + arccot x = g, lub arcot x = g — arctg x. (1.10)

Rzeczywiscie, zauwazamy, ze kat

0< g — arctgr <,



. T T . .

gdyz kat ) < arctgxr < 5 Zatem mamy tozsamosé
T

Cot(§ — arctgr) = arctgr

Skad wynika tozsamos¢ (1.10).

1.10 Zadania

1.10.1 Funkcje periodyczne
Zadanie 1.16 Oblicz okres funkcji

. . Tz
(1) sin—-
.. T
(11) cos—-

Zadanie 1.17 Podaj wykres funkcji
(4) sz’n%, dr <a <A
(17) COS%, 0 <z <8nm.

Zadanie 1.18 Oblicz okres funkcji

: . 2mx
(1) Sin—p—
. 2w
(11) cos—o=
Zadanie 1.19 Podaj wykres funkcji
(i) . 2mx 3T e 3T
i) sin—-, g ST

2
(17) COS%, 0 <z <3m.

Zadanie 1.20 Oblicz okres funkcji

T
L
(@) tg
T
N ot
(i) ctg
Zadanie 1.21 Podaj wykres funkcji
(1) tgl—x, 21 <z <27

(i7) ctgl—x, 0< < 4n.

47
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Zadanie 1.22 Funkcja E|x] cato$é z x ma najwiekszqg wartosé

Elz] <z

nie wiekszq od x °
SprawdZ, ze okres funkcji okresowej czesé utamkowa z liczby x,

f(x) =2 — E[x].

jest rowny w = 1.
Oblicz okres i podaj wykresy funkcyi

: . 4z
(i) flz) = E[3z], (&) g(z)= E[]
1.10.2 Tozsamos¢ trygonometryczna
Zadanie 1.23 SprawdZ toZsamowsé
sin‘x — cos’t = 1 — 2cos*x 0 < T < 00.

Zadanie 1.24 SprawdZ toZsamowsé
k
(1+tg?r)cos’s =1  a # ; k=0,41,+2, ..

Zadanie 1.25 SprawdZ toZsamowsé
1 +tg*x )
1+ ctg’x -

Zadanie 1.26 Wykaz, ze

sin(a+ B) + sin(a + 8) = 2sina cosf3

dla kazdej rzeczyczywistej wrtosci kgtow o 1 3.

k
v ; k=0,41,+2, ..

1.10.3 Rownania trygonometryczne

Zadanie 1.27 Rozwiqgz rownanie

(4) sz’ng—x —0, (i) cos% — 0.

Zadanie 1.28 Rozwiqgz rownanie

(4) tgg—x —0, (i) ctgg—x — 0.

Zadanie 1.29 Rozwiqgz rownanie
(1) sinx+cosx =0, (i) sinr = cos .
Zadanie 1.30 Rozwiqgz rownanie

(1) tgx—ctgx =0 (i1) tgz = sinz.

9 B[] Entier of =
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1.10.4 Nierownosci trygonometryczne

Zadanie 1.31 Rozwigz nierownosc

™

N T
— <
(1) sin G

1 . 1
— (1) cos— > =
2 2 2

Zadanie 1.32 Rozwigz nierownosc
T T
) tg— <1 (i1) ctg— >1
() 9" <1 ) atg
Zadanie 1.33 Rozwigz nierownosc

(1) sinmx —costx <0 (i1) sin 7wz + cos mx >

N —

Zadanie 1.34 Rozwigz nierownosc

tgmx — ctgmx >0

1.10.5 Twierdzenie sinusow
Zadanie 1.35 Oblicz boki i kgty trojkgta AABC majgc dlugosé dwoch bokow
|AB| =6, |AC|=8 i kat ./ ABC =60°

Zadanie 1.36 Oblicz boki tréjkgta AABC majgc dtugosé boku |BC| = 25 i
katy

L(CAB=30°, [ ABC =60°
1.10.6 Twierdzenie cosinusow
Zadanie 1.37 Oblicz boki i kqty trojkgta AABC majgc dlugosé dwoch bokow
|AB| =6, |AC|=8 i kat /CAB =60°
Zadanie 1.38 Oblicz boki trojkgta AABC majgc diugosé bokow

IAB|=9, |BC|=12
i kat LABC = 30°.

1.10.7 Funkcje cykliczne

Zadanie 1.39 Oblicza warto$¢é wyrazenia

arcsz’n§ + arcsz’nT
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Zadanie 1.40 Oblicza warto$¢é wyrazenia

1 V2
arccos§ —l- aTCSCOST

Zadanie 1.41 Oblicza wartosé wyrazenia

1
arctg— + arctg\/§

V2

Zadanie 1.42 Podaj wykres funkcji
f(z) = sin(arcsin x)
dla argumentu x € [—1,1].
Zadanie 1.43 Podaj wykres funkcji
f(z) = cos(arcsin x)
dla argumentu x € [—1,1].
Zadanie 1.44 Rozwiqgz rownanie
arcsin x — arccos x = ()
Zadanie 1.45 Rozwiqgz rownanie
2arcsin x —arccos T =T
Zadanie 1.46 Rozwiqgz rownanie
arctg x — arcctgx = 0
Zadanie 1.47 Rozwiqgz rownanie

3arctg x — 2arcctg x =T



