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Chapter 1

Liczby naturalne i catkowite

1.1 Wstep

Koncepcja liczb naturalnych i proste operacje arytmetyczne byly znane juz od
okoto 50 tysiecy lat temu. To wiemy na podstawie archeologicznych i histo-
rycznych odkryc¢.

Natomiast pierwszy systematyczny opis arytmetyki liczb naturalnych opra-
cowany zostal przez starozytnych grekow w szkole Jonskiej Talesa, (625-545
p.n.e.), w szkole Pitagorejskiej (569-475 p.n.e.), na uniwersytecie w Aleksan-
drii przez Euklidesa (330-2675 p.n.e.) i przez Archmedesa z Syrakus (287-212
p.n.e.)

Teoria liczb jest w dalszym ciagu inspirujacym przedmiotem licznych prac
publikowanych w wiodacych pisamach poswieconych teorii liczb. W ostat-
nich kilkudziesieciu latach obserwuje sie szerokie zastosowania teorii liczb w
projektowaniu systemow komputerowych w kryptografii i ochronie danych
oraz w tworzeniu nowych algorytmow dla potrzeb administracji i programow
spotecznych.

1.2 Liczby naturalne
Zbiér liczb naturalnych dodatnich oznaczmy symbolem

Ny =1{1,2,3,..n,..} (1.1)

Umownie do zbioru liczb naturalnych zalicza sie zero. Wtedy zbiér liczb
naturalnych oznaczamy symbolem

N =1{0,1,2,3,....n,..} (1.2)

1.2.1 Wilasnosci liczb naturalnych

Oczywiste wlasnosci zbioréw N, i N.



zbior liczb naturalnych dodatnich N

0 1 2 3

) ) zbior liczb naturalnych N
0s liczbowa. Liczby naturalne

Zbior liczb naturalnych N, zawarty jest w zbiorze liczb naturalnych N, piszemy
Ni C N.

Suma liczb naturalnych m +n tez jest liczba naturalna. Zatem dla dowolnych
liczb naturalnych m,n € N ich suma

m+néeN

nalezy do zbioru liczb naturalnych.

To znaczy ze zbior liczb naturalnych jest zamkniety ze wzgledu na operacje
dodawania.

Na przyktad dla m =7, n = 5, mamy

m+n=7+5=12¢€ N

jest liczba naturalna.
Operacja dodawania jest przemienna dla dowolnych liczb naturalnych m,n
suma

m+n=n-+m

Na przyktad 5+3=3+5=8 € N.

Podobnie zbior liczb naturalnycj jest zamkniety na operacje mnozenia oraz
operacja mnozenia jest przemienna

Mianowiciw, iloczyn liczb naturalnych m % n jest liczba naturalna.

Zatem dla dowolnych liczb naturalnych m,n € N ich iloczyn

mxn & N

nalezy do zbioru liczb naturalnych.

To znaczy ze zbior liczb naturalnych jest zamkniety ze wzgledu na operacje
mnozenia.

Na przyktad dla m =7, n = 5 mamy

mxn=7x5=35€& N

jest liczba naturalna. Operacja mnozenia jest przemienna dla dowolnych liczb
naturalnych m, n iloczyn
mxn=n*xm

Natomiast, wynik odejmowania liczb naturalnych nie zawsze jest liczba natu-
ralna.
Na przyktad, roznica liczb

3—-5



nie jest liczba naturalna, ale roznica 3 — 5 = —2 jest liczba catkowita. Liczby
catkowite omowimy w nastepnym paragrafie.

1.2.2 Przyklady

Przyklad 1.1 Oblicz sume kolejnych 10 liczb naturalnych
Sio=14243+4+54+64+7+8+9+10
uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia i jednej operacyi dzielenia.

Rozwiazanie:
Zapiszmy sktadniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami rownosci,
jak nizej:

S1o = 1+424+34+4+5+6+74+8+9+10

S1o = 100+9+8+74+6+5+4+3+2+1

2% S = 11+114+11+11+114+114+11+114+11+11

10 skladnikow sumy

Skad obliczmy sume Sip uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.
S1o=10%11:2 =55
Przyklad 1.2 Podaj wzor ogolny na sume n kolejnych liczb naturalnych
Sp=14+24+34+---4+n

Podaj przyktad zastosowania tego wzoru uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia
1 jednej operacji dzielenia.

Rozwiazanie:
Zapiszmy sktadniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy rownosci stronami,
jak nizej:

Sn = 14243+---+(n—2)+(n—1)+n
Sp = n+(n—1)+Mm—-2)+---+3+2+1
2%S5, = (n+)+(n+1)+n+1)+--+n+1)+(n+1)

n skladnikow sumy

Skad obliczmy sume S,,.

n(n+1)
Sp=——7—7
2
Dla n = 10 obliczamy St
10 %11
Sy = ——— =55




1.3 Liczby calkowite

Jak wiemy w zbiorze liczb naturalnych operacja odejmowania nie zawsze jest
wykonalna.

Na przykitad nie ma liczby naturalnej, ktora bytaby wynikiem odejmowania
liczby 9 od liczby 5, gdyz roznica

5—9

nie jest licza naturalna.

1.3.1 Liczby przeciwne

Liczbami przeciwnymi nazywamy dwie liczby lezace na osi liczbowej w tej
samej odlegtosci od zera, ale po przeciwnych stronach zera.

Liczby przeciwne maja ta wtasnosé, ze ich suma wynosi 0.

Zatem liczba —m jest przeciwna do liczby m wtedy

—-m+m =0
Na przyktad
dlam =17, liczba przeciwna —m = =7, wtedy —T+7=0
Na osi liczbowej mamy zaznaczone liczby naturalne po prawej stronie zera, a

po lewej stronie zera mamy zanaczone liczby przeciwne do liczb naturalnych.

liczby przeciwne liczby naturalne

° ° ° & ° - P

-3 -2 —1 0 1 2 3

Nizej na osi liczbowej zaznacze sa liczby catkowite

liczby calkowite

-3 -2 —1 0 ) 10 15

Wiszystkie liczby naturalne razem ze wszystkimi liczbami do nich przeciwnymi
tworza zbior liczb catkowitych
Zbior liczb catkowitych oznaczamy litera C', piszemy

C={ii. — 5, =4, =3, =2, =1, 0, 1, 2, 3, 4, Buveerooereeeeern, }

Przyklad 1.1 Zaznacz na osi liczbowej liczby przeciwne do wskazanych liczb
naturalnych



o 1 2 3 4 5
Os liczbowa, liczby catkowite
Nizej na osi liczbowej widzimy liczby naturalne
0, 1,2, 34,5
i liczby przeciwne do liczb naturalnych

0,-1,-2,—3,—4,—5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5)
Os liczbowa, liczby catkowite

Odejmuac od 0 liczby naturalne znajdujemy liczby calkowite ujemne.

1.3.2 Proste przyklady odejmowania liczb naturalnych

Przyklad 1.3 Sprawdzamy odejmowowanie kolejnych liczb catkowitych od zera

0—1 = -1, 0-6 = —6
0-2 = -2, 0-7 = -7
0-3 = -3, 0-8 = —8
0—4 = -4, 0-9 = -9
0-5 = =5 0-10 = —10

Przyklad 1.4 Wykonaj sam odejmowanie

0—11 = , 0—16 =
0-12 = , 0—17 =
0-13 = , 0-18 =
0—14 = 0-19 =

Y

0-15 = , 0-20 =



Przyklad 1.5 Sprawdz odejmowanie

5-10 = -5 , 10—16 = —6
6-12 = —6 , 11—-17 = —7
7-13 = —6 , 12—18 = —6
8—14 = -5 , 13—-19 = —6
9-15 = —6 , 14—20 = —6

Przyklad 1.6 Wykonaj odejmowanie

1-10 = , 10-20 =
3-12 = , 11-21 =
5-14 = | 12-22 =
7-15 = , 13-23 =
9-16 = , 14—-24 =

1.4 Dodawanie i odejmowanie liczb catkowitych

Dodanie liczby catkowitej ujemnej do liczby calkowitej dodatniej oznacza roznice
tych liczb.

Przyklad 1.7

54 (—4) = 5-4 = 1, 9+(=7) = 9-7 = 2
54 (—4) = 5-4 = 1, 9+(-=7) = 9-7 = 2
~154+45 = 5-15 = —10, -—12+7 = 7-12 = -5,
144 (—4) = —14—-4 = —18, —214(-7) = —21-7 = —28

Jezeli mamy minus przed nawiasem, to nawias opuszczamy zmieniajac znaki
W nawiasie na przeciwne

Przykiad 1.2
—(—10) = 10, —(14+2)=-1-2=-3,
—-1-2)=-142=1, —(-1-2)=142=3,

~(—(-3) = (-8) = -3, —(-(1-2)=(1-2)=-1



Przyktad 1.8 SprawdZ wartosé wyrazenia arytmetycznego z nawiasami
—(9-10)—(5—-6)=—-9+10—-5+6=2,
—(14+2)—(7T—-10)=-1-2-7+10=0,
(1-2)+(9-6)=1+24+9—-6=6,
—(-1-2)—(9-6)=1+2-9+6=0,

(2= 3) + (~(4-5) = (2-3) — (4=5) = —1 — (=1) = —1+1 =0,
—(—(1-2)—(-4-5)=(1-2)+(4-5)=—-1+2+4-5=0.

1.5 Mnozenie liczb catkowitych

[loczyn liczby calkowitej dodatnie przez liczbe catkowita dodatnia jest liczba
catkowita dodatnia

Przykiad 1.3
8x8 = 64, 6x7 = 42

[loczyn liczb catkowitych ujemnych jest dodatni

Przykilad 1.4

lloczyn liczby catkowitejch ujemnej przez liczbe dodatnia jest liczba ujemna
Przyklad 1.5

(—8)*(8) = —64, 6% (—7) = —42
[loczyn kazdej liczby calkowitych przez liczbe 0 jest rowny 0

Przyklad 1.6
(=8)x0 = 0, 0x(=7) = 0

Przyklad 1.7 SprawdZ wartosc wyrazenia arytmetycznego
(=8)x (=8) +(—2)x7 = 64+ (—14) = 64—14 = 50
Zadanie 1.1 Oblicz wartos¢ wyrazenia arytmetycznego
(=9)* (=9) + (=6) x (=6) =
20 (—1) — 14 % (=2) =
(=3) x4 —(12%(—2) — (—b) =



1.6 Dzielenie liczb catkowitych

Wynik dzielenia dwoch dodatnich liczb catkowitych jest liczba dodatnia

Przyklad 1.8
8:4 = 2, 15:3 =5

Wynik dzielenia dwoch ujemnych liczb catkowitych jest liczba dodatnia
Przykiad 1.9
(=8):(—=4) = 2, (=15):(-3) = 5

Wynik dzielenia liczby catkowitej ujemnej przez liczbe catkowita dodatnia jest
liczba ujemna. Podobnie wynik dzielenia liczby catkowitej dodatniej przez
liczbe calkowita ujemna jest ujemna.

Przykiad 1.10
(—8):4 = -2, 8:(-4) = -5
Zadanie 1.2 Oblicz wartos¢ wyrazenia arytmetycznego
(—8:4+4+14:7)—(9:3—-6:2) =

(—18):3+12:3— (15: (=5) — (16 : 2)) =

(—24) :6+12:3) — (15 (=5) — (16 : 2)) =

1.7 Liczby parzyste, nieparzyste

Zbiér liczb naturalnych sklada sie z dwoch podzbioréow roztacznych z podzbioru
liczb parzystych i podzbioru liczb nieparzystych.
Liczby parzyste zapisujemy wzorem

n=2k dla k=0,1,2,3,..;
Mamy wiec ciag nieskoriczony liczb parzystych
0,2,4,6,8,10,12, ...,
Liczby nieparzyste. Podobnie, liczby nieparzyste zapisujemy wzorem
n=2k+1, dla k=0,1,2,3,...;
Zatem mamy ciag nieskonczony liczb nieparzystych
1,3,5,7,9,11,13, ...,

Zauwazamy, ze liczby parzyste dziela sie przez 2, natomiast liczby nieparzyste
dziela si¢ przez 2 z reszta 1.



1.7.1 Przyklady

Przyklad 1.9 Suma trzech kolejnych liczb parzystych rowna jest 84. Znajdz
te liczby.

Rozwiazanie:
Kolejne liczby parzyste to

2n —2, 2n, 2n+4 2,
Ich suma
(2n —2)+2n+ (2n 4+ 2) = 6n = 84

Obliczamy n:

6n =84, n=84:6=14
Obliczmy trzy kolejne liczby parzyste

2n —2=2%14 — 2 = 26,
2n = 2% 14 = 28,
n+2=2x14+2=30

Sprawdzenie: Obliczamy sume trzech kolejnych liczb parzystych
26 4+ 28 + 30 = 84.

Przyklad 1.10 Ille roznych liczb parzystych trzycyfrowych mozna utworzyc z
cyfr1,2,3,4,5,6,77

Rozwiazanie:

Liczby parzyste utworzone z cyfr 1,2, 3,4, 5,6, 7 maja trzy cyfry jednosci
21lub 4 lub 6

Napiszmy wszystkie rozne liczby parzyste dwucyfrowe, ktore maja cyfre jednosci
21lub 4 lub 6

12 14 16
22 24 26
32 34 36
42 44 46
52 54 56
62 64 66
72 74 76

Nizej podane sa wszystkie rozne liczby parzyste trzycyfrowe, ktore maja cyfre
jednosci 2
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112 | 212 | 312 | 412 | 512 | 612 |712
122 | 222 | 322 | 422 | 522 | 622 |722
132 | 232 | 332 | 432 | 532 | 632 |732
142 | 242 | 342 | 442 | 542 | 642 |742
152 | 252 | 352 | 452 | 552 | 652 |752
162 | 262 | 362 | 462 | 562 | 662 |762
172 | 172 | 372 | 472 | 572 | 672 |72

Nizej podadane sa wszystkie rozne liczby parzyste trzycyfrowe, ktore maja
cyfre jednosci 4

114 | 214 | 314 | 414 | 514 | 614 |714
124 | 224 | 324 | 424 | 524 | 624 |724
134 | 234 | 334 | 434 | 534 | 634 |734
144 | 244 | 344 | 444 | 544 | 644 |44
154 | 254 | 354 | 454 | 554 | 654 |754
164 | 264 | 364 | 464 | 564 | 664 |764
174 | 174 | 374 | 474 | 574 | 674 |774

Nizej podane sa wszystkie rozne liczby parzyste trzycyfrowe, ktore maja cyfre
jednosci 6

116 | 216 | 316 | 416 | 516 | 616 |716
126 | 226 | 326 | 426 | 526 | 626 |726
136 | 236 | 336 | 436 | 536 | 636 |736
146 | 246 | 346 | 446 | 546 | 646 |746
156 | 256 | 356 | 456 | 556 | 656 |756
166 | 266 | 366 | 466 | 566 | 666 |766
176 | 176 | 376 | 476 | 576 | 676 |776

Teraz liczymy wszystkie liczby parzyste utworzone z cyfr 1,2,3,4,5,6,7 W
tabeli pierwszej z cyfra jednosci 2 jest ich 77 = 49

Podobnie, w tabeli drugiej z cyfra jednosci 4 jest ich 7% 7 = 49

oraz w tabeli trzeciej z cyfra jednosci 6 jest ich 7 7 = 49

Zatem razem w trzech tabelach jest roznych liczb parzystych

T+7Tx3=49%3 =147

Przyklad 1.11 Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych rowna jest 51. Znajdz
te liczby.

Rozwiazanie:
Kolejne liczby nieparzyste to

2n+1, 2n+3, 2n+45.

Ich suma
2n+1)+2n+3)+ (2n+5) =6n+9 =51.
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Obliczamy n:

6n+9=>51, 6n=42, n=42:6=71.
Obliczmy trzy kolejne liczby nieparzyste

2n+1=2x7+1=15,
2n+3=2%x7+3=17,
2n +5=2x7+5=19.

Sprawdzenie: Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych
15+ 17+ 19 = 51.
Przyklad 1.12 Oblicz sume 10-ciu kolejnych liczb parzystych
Sio=2+4+6+84+10+12+ 14+ 16+ 18 + 20
Podaj przyktad zastosowania tego wzoru.

Rozwiazanie:
Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami rownosci,
jak nizej:

S = 244+4+6+8+10+124 14416 4+ 18 420

Sy = 20+ 18416+ 144124+ 10+8+6+4+2

2% Sy = 22422422422+ 22422+4 22422422+ 22

10 skladnikow sumy

Skad obliczmy sume Syy uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.

10 * 22

=110
2

520:10*222:110 hlb 820:

Przyklad 1.13 Podaj wzor ogolny na sume n kolejnych liczb parzystch
Sp=244+---+(2n—-2)+2n

Podaj przyktad zastosowania tego wzoru uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia
1 jednej operacji dzielenia.

Rozwiazanie:
Zapiszmy sktadniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami rownosci,
jak nizej:

Son = 2+ 4+ 6+ e+ 2n =24 2n
Son = 2n+ 2n—-2)+ (2n—4)+ ---+ 44 2

2% Sy, = 2n+2)+ 2n+2)+ 2n+2)+ -+ (2n+2)+ (2n+2)
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n skladnikow sumy
Skad obliczmy sume Ss,.
n(2n+2)  2n(n+1)

Son, = 5 = 5 =n(n+1)

Dla n = 10 obliczamy S
10 % 22

Sa0 = =10%11 =110

Przyklad 1.14 Oblicz sume 10-ciu kolejnych liczb nieparzystych
Si9o=14+3+54+74+9+11+13+15+17+19
Podaj przyktad zastosowania tego wzoru.

Rozwiazanie:
Zapiszmy sktadniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy rownosci stronami,
jak nizej:

S = 1 +34+547+94+11+13+15+174+19

Sig = 194+17+154+13+114+94+7+54+3+1

2% S19 = 20420420+ 20+ 20 4 20 + 20 + 20 + 20 + 20

10 skladnikow sumy

Skad obliczmy sume Si9 uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.

10 * 20
2

Przyklad 1.15 Podaj wzor ogolny na sume n kolejnych liczb nieparzystch

519:10*202:100 lub 819: = 100

Sp=14+34+---+2n-3)+(2n—1)

Podaj przyktad zastosowania tego wzoru uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia
1 jednej operacji dzielenia.

Rozwiazanie:
Zapiszmy sktadniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami rownosci,
jak nizej:

Son—1 = 1+ 3+ 5+ b (2n—=3)+ (2n—1)
Sm-1 = 2n—1)+ @n=3)+ 2n-5+ -+ 3+ 1
2% Sy = 2n+t 2n+ I+ -4+ O+ on

n skladnikow sumy
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Skad obliczmy sume S,_1.

n* 2n 2

Sop_1 = 5 =nxn=mn

Dla n = 10 obliczamy Sig
S19 = 10 % 10 = 100
Przyklad 1.16 Udowodnij, ze wyrazenie algebraiczne
>+ (a+2)(a+2)+ (a+4)(a+4)+1
jest podzielne przez 12 dla kazdej liczby nieparzystej a.

Rozwiazanie:
Poniewaz liczba a jest nieparzysta to dla pewnego n

a=2*xn—1
gdyz dla kazdej liczby nieprazystej jest naturalne n, takie ze

a=2xn—1

Podstawiajac do tego wyrazenia algebraicznego
a=2*xn—1

otrzymamy

a+(a+2)(a+2)+(a+4)(a+4) +1=
2xn—1)2*xn—1)4+2*xn—14+2)2*xn—14+2)+
2«n—14+4)2xn—144)+1=

Axnxn—4xn+1)+ 2*«n+12*xn+ 1)+
(2xn+3)(2*xn+3)+1=
(Axn?—4dsxn+1)+@xn?+4xn+1)+@A*n’>+12xn+9) =
12%n?+12%n+ 12 =

125 (n*+n+1)

=+ 1+

Dla kazdej nieparzystej liczby a = 2« n — 1 to wyrazenie rozklada si¢ na
czynniki 12 razy (n? +n+1). Zatem to wyrazenie algebraiczne jest podzielne
przez 12 dla kazdej nieparzystej wartosci parametru a.

1.7.2 Zadania

Zadanie 1.3 Ile roznych liczb nieparzystych trzycyfrowych mozna utworzyc z
cyfr1,2,3,4,5,6,77
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Zadanie 1.4 Oblicz sume kolejnych 15 liczb naturalnych
S5 =14+2+3+44+54+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15
uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia i jednej operacyi dzielenia.
Zadanie 1.5 Oblicz sume kolejnych liczb naturalnych
So=10+124+13+14+154+ 16+ 17+ 18+ 19
stosujgc wzor na sume n kolejnych liczb naturalnych.

Zadanie 1.6 Suma trzech kolejnych liczb naturalnych rowna jest 45. Znajdz
te liczby.

Zadanie 1.7 Suma trzech kolejnych liczb parzystych rowna jest 120. Znajdz
te liczby.

Zadanie 1.8 Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych rowna jest 180. ZnajdZz
te liczby.

Zadanie 1.9 Wykaz, Ze warto$c wyrazenia algebraicznego
n*+n+1

jest liczbg nieparzyste dla kazdego naturalnego n =0,1,2,3,...;

1.8 Operacja potegowania

Mnozac liczbe przez siebie kilka razy obliczamy jej potege.
Na przyktad, mnozac liczbe 2 otrzymamy jej kolejne potegi

20 =1
21 = 2
2% 2 = 22=4
2% 2% 2 = 22=38

2%2%x2%x2 = 24 =16

Podobnie, mnozac liczb 3 przez siebie otrzymamy kolejne jej potegi

30 =1
3! = 3
3%3 = 3?=9
3x3x%3 = 3P =27
3x3x3%x3 = 3 =381

3x3x3x3x3 = 3°=243
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Kazda liczba a # 0 rozna od zera podniesiona do potegi 0 rowna jest 1
! Na przyktad

=1, 5°=1, 6°=1, 7°=1, 14°=1, 2599 =1

Ogolnie, potega liczby a # 0 roznej od zera o wykltadniku naturalnym n nazy-
wamy iloczyn tej liczby pomnozonej przez siebie n razy i zapisujemy

a® =1, 20— 1
a*xa.xa=a", 2% 2. %2 =2"
—_—— —_—
n—czynnikow n—czynnikow

Wtedy a nazywamy podstawa i n wykladnikiem potegi a”.

Przyklad 1.11 Oblicz potegi

£ = 4 = £ =
2 = .5 = 5 =
102 =, 100 = ,10* =

Operacje arytmetyczne na potegach. Na potegach nastepujace operacje
sa wykonalne:

1. Mnozenie poteg o tych samych podstawach
aP x q? = gPta
dla dowolnych p, q.
Na przyktad dla a = 2, p =3, ¢ =5 mamy
2% %20 = 2310 = 2% = 256

2. Dzielenie poteg o tych samych podstawach

ap

ad

— ap—q’

dla dowolnych liczb p, q.
Na przyktad dla a = 2, p =5, ¢ = 3 mamy

2°:28 =23 =22=4
3. Potegowanie poteg o tych samych podstawach
(@) = a,

dla dowolnych p, q.
Na przykitad dla a = 2, p =2, ¢ = 3 mamy

(23)2 — 22*3 — 26 — 64

ISymbol 0° jest nieokreslony, nie ma sensu liczbowego
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4. Potega iloczynu liczb o tym samym wykladniku
(axb)" =a" xb"

rowna jest iloczynowi poteg.
Na przykitad dla a = 2, b = 3, n = 3 mamy

(2%3)% =2 % 3> =8x%27 =216

5. Potega ilorazu liczb o tym samym wyktadniku

rowna jest ilorazowi poteg.
Na przykiad dla a =4, b =2, n = 3 mamy

4 43 64
¥ =4%:22=64:8= l B S
(4:2) 64:8=8 lub (2) 5 3 8
Przykiad 1.17 Oblicz
23 % 34
22 % 33

Rozwiazanie. Wykonujac dziatania na potegach obliczmy
23 % 31
22 % 33

Zadanie 1.10 Oblicz warto$c wyrazenia arytmetycznego

= 2x3=6

(i) 52%23+32%23 — 42452

Bk +52%xT7?—2x6%x8—1
32 %52 —-23%x42 4+ 3

(i)
Odp (i) :12
Zadanie 1.11 Oblicz
33 %23 — 32 %22
3%x234+2x%x3

Odp:6

1.9 Testy podzielnosci liczb naturalnych

e Pierwszy test podzielnisci:
Liczby parzyste

0,2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, ...
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zapisujemy w postaci ogolnej
n = 2k, dla k£=0,1,2,3,..;

Liczby parzyste sa podzielne przez 2.

Obliczmy

Srk 2=k b 2F_p
dla kazdego naturalnego k =0, 1,2, 3,4, ...;
Przykilad 1.12

124:2=62, lub %:62

316 :2 =158, lub % = 1264

Drugi test podzielnosci
Liczby podzielne przez 3

0,3,6,9,12,15,18,21,24, 27, ...;
zapisujemy w postaci ogolnej
n = 3k, dla k£=0,1,2,3,..;
Jasne, ze liczby postaci 3xk, k=0,1,2,3,...; sa podzielne przez 3, gdyz

3*1{:_

: 3= |
3xk:3=k, lub 3

k

dla kazdego naturalnego k = 0,1,2, 3,4, ...;
Podzielnosc liczby n przez 3 poznajemy uzywajac testu:
Liczba n jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, jezeli suma cyfr liczby

n dzieli sie przez 3.

1.9.1 Przyklady liczb podzielnych przez 3

Przyklad 1.13 Liczba n = 54 jest podzielna przez 3, poniewaZz jej suma
cyfr 5+ 4 =9 jest podzielna przez 3.

54:3=18, bo 3%18 =54

Podobnie,
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Przyklad 1.14 Liczba n = 756 jest podzielna przez 3, poniewaz jej suma
cyfr 7+ 5+ 6 = 18 jest podzielna przez 3.

756 : 3 =252 bo 3x%254 =756

Test podzielnosci liczby n = aiag przez 3 ma proste uzasadnienie dla liczb
dwucyfrowych. Liczba dwucyfrowa ma cyfre dziesiatek aq, i druga cyfre
jednosci ag.

ajap =ay * 10 +ag=a1(9+ 1)+ a9 =9*ay + a; + ag

Pierwszy sktadnik 9 x a; dzieli sie przez 3 bo

9%ay:3=3a, lub = 3a,

Jezeli drugi sktadnik sumy a; + ag dzieli sie przez 3 to cata suma tez dzieli
sie przez 3

1.9.2 Liczby dwucyfrowe podzielne przez 3. Przyklady

Przyklad 1.15 Liczba n = 57 ma cyfre dziesigtek 5 i cyfre jednosci 7.
Zatem suma cyfr 5+7 = 12 dzieli se przez 3 i liczba 57 tez dzieli sie przez
3.

Rzeczywiscie mamy

57=5%10+7=5%x(9+1)+7=5*x9+5+7,
(5%x945+7):3=5%9:3+12:3=5%3+4=19

Trzeci test podzielnosci.

1.9.3 Liczby podzielne przez 5

Zauwazmy, ze liczby

0,5,10, 15,20, 25, 30, 35,40, 45, ...;
zapisujemy w postaci ogolnej

n = 5k, dla k£=0,1,2,3,..;

Jasne ze liczby postaci 5 x k, k = 0,1,2,3,....; sa podzielne przez 5,
poniewaz

5*1{:_

5%k:5=Fk Ilub k
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dla kazdego naturalnego k =0, 1,2, 3,4, ...;
Podzielnosc liczby n przez 5 poznajemy uzywajac testu:

Liczban jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, jezeli jej cyfra jednosci
jest 0 lub 5.

Przyklad 1.18 Liczba n = 50 jest podzielna przez 5, poniewaz jej cyfra
jednosci jest rowna 0.

50:5=10, bo 5% 10 =50
Przyklad 1.19 Liczba n = 265 jest podzielna przez 5, poniewaz jej cyfra

jednosci jest rowna 5.
265 :5=53, bo 5x%53 =265

1.10 Dzielenie liczb przez liczby jednocyfrowe z reszta

Liczby naturalne, ktore spelniaja testy podzielnosci przez liczby 2 lub 3 lub 5,
dziela sie z reszta 0. Wtedy mowimy, ze sa podzielne przez 2 lub 3 lub 5. Jed-
nak, jest duzo liczb, ktore nie spelniaja testow podzielnosci, wtedy dzielenie
wykonujemy z reszta.

1.11 Dzielenie z reszta

Rozpatrzmy nastepujace przyktady

Przyklad 1.16 Podziel liczbe 13 przez 3
13

———
13 3x4+1 1
R — :4_|__
3 3 3

Liczba 13 dzielona przez 3 rowna sie 4 z resztg 1.
Liczby dzielimy wedtug schematu

Odpowiedz: 13 podzielic przez 8 rowna sie 4 z resztq 1
Wynik dzielenia zapisujemy w postaci:

13=4%x3+1
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Przyklad 1.17 Podziel liczbe 53 przez 8

53

———
53 _(H8+5_6+§
8 8 N 8

Liczba 53 dzieli sie przez 8 z resztq 5.
Liczby dzielimy wedtug schematu

Odpowiedz: 53 podzielic przez 8 rowna sie 6 z resztqg 5
Wynik dzielenia zapisujemy w postaci:

53=6%*8+5
Przyklad 1.18 Podziel liczbe 85 przez 9

85

—
85 _sn9+4_6+§
9 9 N 9

Liczba 85 dzieli sie przez 9 z resztq 4.
Liczby dzielimy wedtug schematu

Odpowiedz: 85 podzielic przez 9 rowna sie 9 z resztq 4
Wynik dzielenia zapisujemy w postaci:

85=9x%x9+4
Ogolnie piszemy, ze liczba n dzieli sie przez liczbe d z reszta r wedlug wzoru

Przyklad 1.19 Dzielimy liczbe n przez d



Liczba n dzieli sie przez d z resztq r.
Liczby dzielimy wedtug schematu

OdpowiedZ: n podzielic przez d rowna sie k z resztq r
Wymik dzielenia zapisujemy w postaci:

n=*kxd-+r

1.12 Dzielenie liczb przez liczby dwucyfrowe z reszta

Przyklad 1.20 Podziel liczbe 78 przez 42

78
T8 _ 42436 36

42 42 T

Liczba T8 dzieli sie przez 42 z resztq 36.
Liczby dzielimy wedtug schematu

1

78 42
—42

36

Odpowiedz: 78 podzieli¢c przez 42 rowna sie 1 z reszta 36
Wynik dzielenia zapisujemy w postaci:

78 =142+ 36

Przyklad 1.21 Podziel liczbe 1190 przez 25

1190 a7 12120+ 15 15
k

- =474 —

25 25 25

Liczba 1190 dzieli sie przez 25 z resztq 15.

21
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Teraz dzielimy wedtug schematu

47

1190
—100

190
—175

15

125

25 miesci sie w 119 cztery razy, piszemy nad kreska 4
4 % 25 = 100; odegmujemy 100

roznica 19 dopisujemy nastepna cyfre 0,

25 miesct sie w 190 siedem razy piszemy nad kreska 7
725 = 175; odejmujemy 175

reszta 15

Odpowiedz: 1190 podzielic przez 25 rowna sie 47 z resztq 15
Wynik dzielenia zapisujemy w postaci:

Przyklad 1.22 Podziel liczbe 1995 przez 17

1190 15 3
1190 = 47 %25+ 1 1 4T+ = =47+ 2
90 7%25+ 15 ub o5 7+25 7+5
1995
——
1995 117*17+6_117+E
17 17 N 17

Liczba 1995 dzieli sie przez 17 z resztq 6.
Teraz dzielimy wedtug schematu

117
1995
—-17
29
—-17
125
—119

6

217

17 miesci ste w 19 jeden raz, piszemy 1 nad kreska
1% 17 = 17;0dejmujemy 17

roznica 2 dopisujemy nastepna cyfre 9

17 miesci sie 29 jeden raz, piszemy drugie 1 nad kreska
roznica 12 dopisujemy nastepna cyfre b

17 miesci sie 125 stedem razy

717 = 119 piszemy 7 nad kreska

reszta 6

Odpowiedz: 1995 podzielic przez 17 rowna sie 117 z resztq 6
Wynik dzielenia zapisujemy w postaci:

1995 =117 % 17+ 6

1
99 74 8

T 17
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1.12.1 Zadania
Zadanie 1.12 Wykonaj dzielenie pisemne
(1) 2546 : 3, (i) 5796 : 9
Zadanie 1.13 Wykonaj dzielenie pisemne
(1) 455 : 13, (i) 18011 : 31
Zadanie 1.14 Wykonaj dzielenie pisemne z resztg
(1) 2547 : 3, (i) 5766 :9

Zadanie 1.15 Udowodnij, ze liczba aszasaiag jest podizelna przez 3 wtedy i
tylko wtedy, jezeli suma cyfr

a3+ o + a1 +

jest podzielna przez 3. Podaj warunek konieczny i dostateczny na to, zZeby liczba
azasaiag byla podzielna przez 9.

Zadanie 1.16 Podaj najmniejszq liczbe naturalg wiekszq od liczby 2018 , ktora
ma sume cyfr 11.

Zadanie 1.17 Udowodnij, zZe liczba czterocyfrowa asais2b jest podzielna przez
25 dla dowolnych cyfr asz, as.

Zadanie 1.18 .

(a) Zapisz wzorem ogdlnym zbior liczb podzielnych przez 3. Wypisz 5 kole-
gnych liczb podzielnych przez 3.

(b) Zapisz wzorem ogdlnym zbior liczb podzielnych przez 8 z reszta 1. Wypisz
6 kolejnych liczb podzielnych przez 3 z reszytq 1

(c) Zapisz wzorem ogdlnym zbior liczb podzielnych przez 3 z resztg 2. Wypisz
pierwsze 7 kolegnych liczb podzielnych przez 3 z resztq 2.

Zadanie 1.19 Bracia Antek, Bolek, Wacek i Stas dostali od ojca razem 400
2t na zakupy szkolne. Bolek wydal o 4zt wiecej niz Antek, Wacek wydat o 3
2t mniej niz Bolek, Stas wydal tyle samo co Wacek.

lle kazdy z nich wydal na zakupy szkolne?

Zadanie 1.20 W gospodarstwie byty krowy, owce, kury i gesi. Ouwiec bylo 2
razy wiecej niz krow, gesi byto 4 razy wiecej niz owiec, kur byto 6 razy wiecej
niz gesi. Razem mieli 124 nogi. Ile bylo w gospodarstwie krow, owiec, kur i
gesi ?



