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Chapter 1

Geometria w przestrzeni.
Stereometria

1.1 Wstep.

Stereometria to geometria figur w przestrzeni. W tym rozdziale zajmiemy si¢ nastepujacymi
figurami:

1. Punkty i wektory w przestrzeni.

[\]

. Parametryczne rownanie prostej

w

. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni, objetosc i pole powierzchni

4. Graniastostupy i prostopadiosciany, objcetosc i pole powierzchni

5. Ostrostopy.

6. Bryly obrotowe: walec, kula, stozek, objetosé i pole powierzchni.
Wsréd bryt w przestrzeni, wyrézniamy bryty foremne i bryly platonskie. Bryly formne maja
wszystkie $ciany przystajace. Bryly platonskie, do ktorych naleza czworoscian, szescian,

o$mioscian, dwunastoscian i dwudziesto$cian, uwazane byly w czasach starozytnych w Akademi

Platona (427-347, B.C.) za figury idealne.

1.2 Punkty i wektory w przestrzeni

Polozenie punktow i wektoréow w przestrzeni okreslamy we wspotrzednych kartezjanskich.

1.2.1 Punkty. Kartetezjanski uklad wspolrzednych.

Podobnie jak na plaszczyznie polozenie figur geometrycznych w przestrzeni okreslamy we
wspolrzednych kartezjariskich



€2

A3 g A= (al,az,ag)
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Na osiach liczbowych o kierunku i zwrocie osi x1, x2, 3 odkladamy wspolrzedne punktow
w przestrzeni kartezjanskiej

R? = {(z1, T2, x2) : —00 < 1, T2, T3 < 00.}
Punkt A = (a1, as, ag) w uktadzie wspélrzednych kartezjariskich xq, xo, 3 ma wspéhrzedne
ry = ag, T2 = az, xr3 = as.

Na punktach
A= (a1,a2,a3) 1 B=(by,bz,b3)

wykonujemy nastepujace operacje:
e Dodawanie punktow
A+ B = (a1,a9,,a3)+ (b1, ba,bs)
= (a1 4 b1, as + ba, a3 + b3).

Zatem suma punktow
A+B=C

jest réwna punktowi C' = (¢1, co, ¢3) 0 wspélrzednych
c1=a1+b, ca=az+by, c3=uasz+bs.
e Odejmowanie punktéw
A—B = (a1,a9,,a3) — (b1, ba,bs)
= (a1 — by,as — ba, a3 — b3).

Zatem réznica punktéw

A-B=C

jest réwna punktowi C' = (¢1, ¢o, ¢3) 0 wspohrzednych
ci1=ay—by, coa=as—by, c3=a3z—bs.
e Mnozenie punktu przez liczbe ¢
tx A=tx*(a1,az,,a3) = (t xa1,t*as,t*as).
Zatem iloczyn punktu przez liczbe t jest rowny punktowi
C = (c1,c2,c3)

0 wspotrzednych
C1 :t*al, CQZt*CLQ, C3 :t*ag.



Przyklad 1.1 Niech dane bedg punkty A = (2,-3,4) i B=(2,—1,3).
Oblicz
(i) A+ B, (i) a—0b, (iti) 2xA+3x%B.
Rozwiazanie. Obliczamy
(1) A+ B =

2,-3,4)+ (2,-1,3)

(
= (242,-3-1,443)
= (4,-4,7).
Odpowiedz: A+B = C, C=(4,-4,7).
(i) A—B = (2,-3,4)—(2,-1,3)

= (2-2,-3—-(-1),4-3)

(0,-2,1)

Odpowiedz: A—B = C, C=(0,-2,1).
(15i) 2xA+3+xB = 2x(2,-3,4)+3%(2,-1,3)
= (2%243%2,2%(=3)+3%(—1),2%«4+3%3)
= (10,-9,17).
OdpowiedQ: 2% A+3+«B=C, C=(10,-9,17).
Zadanie 1.1 Niech dane bedg punkty
A=(3,2,-1), B=(1,-1,2).
Oblicz
(i) A+ B, (i) A-—B, (iti) 3xA+5xB
1.2.2 Wektory w przestrzeni
Niech dane beda punkty
A = (a1, a2, a3), B = (b1, be, b3).
Wektor AB o paczatku w punkcie
A = (a1, a9, a3)

i konicu w punkcie
B = (bla b2; b3)

okreslamy jako réznica punktéw
A@ZB—A: [bl—al,bQ—QQ,bg—ag].

12 Na przyklad wektor zwiazany o poczatku w punkcie A = (0,1,3) i koicu w punkcie
B = (2,0,5) ma wspélrzedne

AB=B—-A=(2,0,5)—(0,1,3) = [2,-1,2].

LWspotrzedne vy, va, v3 wektora swobodnego ¥ = [v1,v2, v3] piszemy w nawiasach kwadrwtowych.
2Wektor swobodny okreslony jest przez jego dlugosé, kierunek i zwrot, nie zalezy od polozenia na
plaszczyznie.



Dodawanie wektorow
Suma dwoch wektorow

’U: [’Ul,’UQ,’Ug] 7 ’Lf)z [wl,’LUQ,’LU3]
rowna jest wektorowi
Cj = [21, 22, 23] = [v1 + w1, V2 + wa, V3 + W3]

o wspotrzednych
21 =v1+ w1, 22=v2+ w2, 23 =7U3+ W3

Przyklad 1.2 Oblicz sume wektorow
v=[1,2,1] i W=12,1,2]
Rozwigzanie. Suma
vT+d=[1,2,1]+(2,1,2)=[1+2,2+ 1,1+ 2] = [3,3,3]

OpowiedZ: Suma danych punktow ¢ = [1,2,1]1 @ = [2, 1, 2] jest wektor

@=13,3,3].
Odejmowanie wektorow
Roznica dwoch wektorow

’U: [’Ul,’UQ,’Ug] 7 117: [wl,’LUQ,’LU3]
rownajest wektorowi
Cj: [2’1,2’2,23] =U—= ['Ul —wl,v2—w2,03—w3]

o wspotrzednych
Z1 = V1 —w ) 29 = U2 — W2, Z3 = VU3 — ws.

Przyklad 1.3 Oblicz roznice wektorow
v=[1,2,6] i @W=][2,1,5]
Rozwigzanie. Obliczamy roznice wektorow
v—w=1[1,2,6]—1[2,1,5|=[1-2,2—1,6—5] =[-1,1,1]

OpowiedZ: Wynikiem odejmowania danych wektorow ¢ = [1,2,6]1 @ = [2, 1, 5] jest wektor

—

Q = [_15 15 1]

1.2.3 Iloczyn skalarny wektorow

3 Tloczyn skalarny wektorow jest wazna operacja na wektorach stosowana w matematyce
stosowanej, w fizyce, chemii i w innych przedmiotach $cistych.

Definition 1.1 Iloczynem skalarnym wektorow v = [v1,va, vs] i W = [w1, we, ws] nazywamy
liczbe
(U, W) = vy x w1 + v * wa + v3 * w3

3Wieloko$¢ skalarna to znaczy wielko$é okreslona liczba



Zatem, iloczyn skalarny wektorow nie jest wektorem, natomiast jest liczba

Przyklad 1.4 Oblicz iloczyn skalarny wektorow
v=102,5,3] i W=]I7,3,-2]. (1.1)

Rozwigzanie. Stosujac wzor (1.1) obliczamy iloczyn skalarny danych wektorow, piszemy

(’Ua 117) ([25553]* [7535_2])
= 2%7+4+5%x34+3%(—2)=14+15—-6=23.
Odpowied?: Tloczyn skalarny danych wektorow ¢ = [2,5,3] 1 & = [7,3, —2] jest liczba 23,
piszemy
(U, W) = 23.

Tloczyn skalarny wektorow zachowuje wszystkie wlasnosci operacji arytmetycznej mnozeni.
Rozpatrzmy dwa wektory

’U: [’Ul,’UQ,’Ug] 7 ’LF) - [U}l,'LUQ,'LUB]

e iloczn skalarny jest przemienny

Istotnie, sprawdzamy,ze
(U,W) = w1 *xws+ vy *ws + v3*ws

= Wi * V1 + W * Vg + W3 * U3

Istotnie sprawdzamy, ze
(U, 0+ Q) = wi* (w1 + 21)+ve* (w2 + 22) + vz(ws + 23)
= vy kwp+v k21 +Vxw+ 2+ vg k2o + U3 * w3 + U3 * 23

= V1 * W1+ Vg *x Wg + V3 * 23+ V1 ¥ 2] + V2 * 29 + VU3 * 23

(73;13) (7,Q)
= (0,%)+ (v,Q)

e Jloczyn skalarny wektora ¥ przez siebie rowny jest kwadratowi jego dtugosci

(’U,’U) = V1 * V1 + Vg * Uy + V3 * U3

v3 + 03 + 03 = |92

Teraz podamy wazne twierdzenie w postaci warunku dostatecznego i koniecznego
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Twierdzenie 1.1 .
Warunek dostateczny: Jezeli iloczyn skalarny

wektorow U i W jest rowny zero to wektory U, W sq¢ prostopadle, piszemy
v LW

Warunek konieczny: Jezeli wektory U i 10 sq¢ prostopadle
vLw

to ich iloczyn sklarny jest rowny zero

Razem warunek konieczny i dostateczny piszmy w symbolach
U1 = (v, W) = 0.
Istnieje kilka dowodow tego twierdzenia. Tutaj podamy dowod oparty na twierdzeniu

Pitagorasa. Mianowicie, udowodnimy, ze trojkat o ramionach ¢ i W jest prostokatny wtedy
i tylko wtedy, jezeli iloczyn skalarny

Dowdd warunku dostatecznego. Zakladamy, ze iloczyn skalarny wektorow ¢ i w jest
rowny zero

Udowodnimy, ze wektory ¢'i W sa prostopadte.
Obliczamy kwadrat dlugosci roznicy wektorow o' i w

ot = (- @)

= |0 —2(v, @) + @]

Zauwazmy, ze jezeli iloczyn skalarny

to boki trojkata AABC

|AB| = 1], |AC|=w|, [BC|=|V—d



€2

<y
|
g

11

<L
&

1

spelniaja rownosé
|81 + |@]* = v = w]? (1.2)

7 drugiej strony z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze suma kwadratow dwoch bokow trojkata
jest rowna kwadratowi dtugosci boku trzeciego (cf. (1.2)) wtedy i tylko wtedy, jezeli ten
trojkat jest prostokatny.
Zatem kat LACB pomiedzy wektorami ¢’ i w0 jest prosty, jezeli iloczyn skalarny tych wek-
torow rowny jest zero. Koniec dowodu warunku dostatecznego.
Dowod warunku koniecznego. Zauwazmy, ze wektory ¢ i @ sa prostopadte.
vLlad.
Udowodnimy, ze iloczyn skalarny
(U,w) = 0.
W tym celu obliczmy poraz drugi kwadrat dtudosci roznicy wektorow o i .
|T—w]? = (¥—w,7—w)
= | = 2(¢, W) + |@]®
7. zalozenia wektory U i W sa prostopadle. Zatem boki AB i AC trojkata AABC sa
prostopadte. Wobec tego trojkat AABC jest trojkatem prostym.

Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze kwadrat dtugosci przeciwprostokatnej [B, C| rowny jest
sumie kwadratow dtugosci przyprostokatnych [A, B] i [A, O], piszemy

|BC|? = |AB|* + |AC)*  lub |7 —@|* = |7]* + |@|?, (1.4)
gdzie
[AB| = |v], [AC|=|w|, [BC|=[v—d].

Z rownosci (1.3) i (1.4) wynika rownosé stron

|7 — | = |0]? — 2(¥, @) + ||?

|0 — ] = 0] + ],

|02 = 2(, &) + [w]* = ¥]* + |,

—2(v,w) =0
Zatem iloczyn skalarny wektorow o' i o jest rowny zero

(0, @) = 0,

jezeli wektory ¥L1 sa prostopadle. Koniec dowodu warunku koniecznego. *

4Tloczyn skalarny (7, ) = 0, wtedy i tylko wtedy, jezeli ¥, w symbolach piszemy

U1l < (0,%W) = 0.
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Przyklad 1.5 Oblicz iloczyn skalarny i dlugosé wektorow
v =16,8,0], w=19,12,0].
Rozwigzanie. Obliczamy iloczyn skalarny stosujac wzor (1.1) dla wektorow
U= [v1,v9,v3] =[6,8,0], @ W= [wy,ws,ws]=19,12,0]
Zatem iloczyn skalarny
(U,W) =6%«9+8%12+ 0% 0 =544 96 = 150.

rowny jest 100.
Wiemy, ze kwadrat dtugosci wektora v = [6,8,0] jest rowny iloczynowi skalarnemu tego
wektora przez siebie.

|U]? = (U,7) =6%6+8%8+0%0 =364 64 =100
Skad dlugos¢ wektora
5] = v/100 = 10.
Podobnie obliczamy dtugosé wektora «w = [9, 12, 0]

—

@] = /(@)

= V9%9+12%12+0%0
V81 + 144 = /225 = 15.

Przyklad 1.6 Dia jakiej wartosci parametru m wektory
v=[m,6,3], w=]I3,2,4].

sq prostopadte?
Rozwigzanie. Obliczamy iloczyn skalarny stosujac wzor (1.1) dla wektorow
U= [v1,09] = [m,6,3], i W =[w,ws]=][3,2,4]

Wektory sa prostopadle jezeli ich iloczyn skalarny rowny jest zero. Obliczamy iloczyn
skalarny
(U, W) =m*3+6%24+3%x4=3m+24=0.

Skad iloczyn skalarny rowny jest zero

24
6m+24=0, dla m:—;:—&
Istotnie sprawdzamy, ze dla m = —8 iloczyn skalarny wektora ¥ = [m, 6, 3] przez wektor

w = [3,2,4] rowny jest zero
(U, W) = —8%x34+6%x2+3x4=24—-24=0
Odpowiedz: Wektory
U= [v1,v9,v3] = [Mm,6,3], ¢ W= [w,ws,ws]=]3,2,4]
sa prostopadle dla parametru m = —8.
Zadanie 1.2 Oblicz iloczyn skalarny i dlugosé wektorow
v =[12,16,0], & =[15,20,0].
Zadanie 1.3 Dla jakiej warto$ci parametru m wektory
v=[m,15,2], W =]I5,3,4].
sq prostopadte?
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1.2.4 TIloczyn wektorowy w przestrzen trojwymiarowej R?

Rozpatrzmy dwa wektory
’U:(’Ul,vg,vg), 7 w:(wl,WQ,lU3)
w przestrzeni trojwymiarowej

R? = {z = (21,29,23) 1 —00 < X1, Ta, T3 < 00 }

<y
X
g

=

<y

Wynikiem mnozenia wektorowego wektora o przez wektor w jest trzeci wector ¥ x W, ktorego
wpolrzedne obliczamy z rozwiniecia Laplace’a macierzy utworzenej ze wspotrzednych wek-
torow

1 1 1
vr U2 U3
w1 W2 W3

Mianowicie iloczyn

T x i = [Det{ vz s },—Det({ vro s }),Det{ vr v }]
w2 w3 w1 w3 w1 w2
gdzie wyznaczniki -determinants

V2 v
Det 3 = Vg * W3 — V3 * Wa,
wgo W3

U1 U3
—Det = —(v1 *x w3 — v3 * Wy
Wy ws ( 3 3 )a

U1 V2
Det = V1 * W2 — Vg * W1
wp w2

Skad otzymamy wzor na wspolrzedne iloczynu wektorowy
U X W= [vg * w3 — v3 % wa, — (V] * W3 — V3 * W), V] * Wo — Vg * w1]. (1.5)

Wektor ¢ x @ jest prostopadly do wektorow o i w, a jego o dlugosé rowna jest polu
rownolegloboku o bokach ¢/ i w. Zatem dlugo$é wektora

|17><1U|:\/|v2>kw3—vg>kw2|2+|—(vl*wg—vg*w1)|2+|vl*wg—vg*w1|2
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1.2.5 Pole czworokata. Przyklady

Rozpatrzymy czworokat ABCD
D

w

o wierzcholkach

A = (CLl,CLQ,CLg), B = (bl,bQ,bg)

C = (Cla C2, 03)5 D= (dla d25 d3)

rozpiety na wektorach

— —

U = [v1,v9,v3] = AB, W = w1, we, ws] = AD,

— —

Q = [21,22,23] = OB, t'=[t1,ta,t3) = CD,

gdzie wspohrzedne wektorow v, w, Q, f okre$lamy przez roznice wspolrzednych wierz-
chotkow A, B, C, D czworokata ABC D

vy =by —a1, v2=bs—az, wv3=bz—as,

wy =dy —a1, wg=dz—az, ws=d3—as

z1=br—c1, z=by—ca2, 23=b3—cs,

t1=di—c1, to=dy—co t3=d3—cs.

Stosujac iloczyn wektorowy (cf. (1.5)) mozemy obliczy¢ pole dowolnego czworokata o danych
wspohrzednych jego wierzchotkow. Mianowicie, pole czworokata ABC' D rowne jest potowie
iloczynu wektorowego wektorow

Qxt

N~

U X W+

N~

Pypcp =

Przykiad 1.7 Oblicz pole czworokgta ABC D rozpietego na wektorach

— -

7=1[3,0,0]= AB, @ = [0,3,0] = AD,

— —

QG=1[0,-6,00=CB, t=[-3,-3,00=CD
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€2
) A=1(0,0,0)
Tloczyn wektorowy 6 B =(3,0,0)
U x @ =[0,0,9] C =(3,6,0)
Q xt=10,0,-18] D = (0,3,0)
Dludosc iloczynu .
wektorowego 3 v=AB =[3,0,0]
5% @] =9 B} W= AD =[0,3,0)
- w Q -
|G x i) =18 @=CB=10,-6,0]
f=CD =[-3,-3,0]
A B
v 3 T
3

Obliczamy iloczyny wektorowe 7 x @ i @ X # stosujac wzory (cf. (?7))
vxwW = [0x0—3%0,—(3%x0—-0%0),3%x3—0x0]
= 1[0,0,9]
i illoczyn wektorow
Qxt = [-6%x0—3%0,—(0%0—3%0),0%3—6x3]
= 1[0,0,—18]

Obliczamy pole czworokata ABC'D jako sumg polowy iloczynu wektorowego wektorow v, o

g, T

Mianowicie
1. 1 -~
PABCD = §|’U><’LU|+§|QXﬂ
1 1
= 5\/02+02+92+§|\/02+02+(—18)2
= %*9—1—%*18
= 4549=13.5
5

Rozpatrzmy inny przyktad obliczania pola czworokata stosujac iloczyn wektorowy.

5Dlugosé¢ wektora ¢ = [v1,v2,v3] 0 wspotrzednych v1,v2,v3 W przestrzeni kartezjiskiej R? obliczmy ze

wzoru 7] = y/v? + 03 + v2
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Przykiad 1.8 Oblicz pole czworokgta ABC D rozpietego na wektorach

7= 1[4.0,0,0] = AB,

7 =1[-05,2.4,0]= AD,

Q=1[-1.0,4.2,0)= CB,

t'=[-3.5,-1.8,0]=CD

= (1.5,0.8,0)
= (5.5,0.8,0
= (

UQUU

)
4.5,5.0,0)
=(1.0,3.1,0)

1.0 1.5 4.5

@ = AD = [—0.5,2.4,0)

Q=CB=[-1.0,4.2,0]

f=CD =[-3.5,-1.8,0|
:5.5 xr1

Obliczamy iloczyny wektorowe 7 x @ i @ X ¢ stosujac wzory (cf. (?7))

vxW = [0x0—0%24,—(4%0+0.5%0),4%2.44 0.5%0]
= 1[0,0,9.6]
i illoczyn wektorow
Qxt = [42%0+1.8%0,—((—=1)%0—(—3.5) %0),1 1.8+ 4.2x3.5]
= [0,0,16.5]
Obliczamy pole czworokata ABC'D jako sumg polowy iloczynu wektorowego wektorow @, o
iQ, t
Mianowicie 1 1
PABCD = 5|’L7><U7|+5|Q><ﬂ
1 1

= 5\/02 +0% 4+ 9.6% + 5\/02 +0? 4 16.52

= %*9.6—1—%*165

= 4.8+48.25=13.05
6

6Dlugosé¢ wektora ¢ = [v1,v2,v3] 0 wspotrzednych v1,v2,v3 W przestrzeni kartezjiskiej R? obliczmy ze

wzoru 7] = y/v? + 03 + v2
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1.2.6 Parametryczne réwnanie prostej w przestrzeni

Proste operacje na punktach i wektorach w przestrzeni prowadza do parametrycznego okreslenia
rownania proste;j.
Mianowicie, rozpatrzmy dwa punkty

A:(a’laa/Q;aﬁ)a A:(blab25b3)a

i wektor .
AB =B — A.

Wtedy latwo piszemy réwnanie parametryczne prostej L
L(t)=A+txAB

lub
Lit)=(1—-t)x A+ B xt.

Tutaj parametrem jest liczba t przebiegajaca caly zbior liczb rzeczywisty od minus nieskonocznosci
do plus nieskonocznosci, piszemy —oco < t < c0.

€2

Parametryczne rownanie prostej

Lit)=(1—t)+ A+ Bt

dlat=0, L(0)=A

wektor AB dlat=1, L(1)=B

x1

zs3

auwazmy, ze jezeli parametr ¢ zmienia sie od minus nieskonczonosci —oo do plus nieskonczonosci
00, to punkt L(t) poruszasza si¢ wzdtuz prostej L.
Parametryczne réwnanie prostej, wyrazamy réwniez w terminach danych punktéw A i B.
Poniewaz wektor AB = B — A, to réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez
punkty A i B ma nastepujaca postac:

L(t) = A+ (B — A) #t,
lub  L(t) = A+ AB xt,

lub L{t)=(1—-t)x A+ Bxt, —oo<t< 0.

Przyklad 1.9 Napisz parametryczne rownanie prostej

(i) o poczgdku w punkcie A = (1,2, —1) i kierunku wektora v = [2, —1,4]
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(i) przechodzqcej przez punkty A = (1,—1,2) i B = (2,1,2)

Rozwiazanie.

(i) Podstawiamy dane:

1. punkt A = (1, —1,2) i wektor ¥ = (2, —1,4) do ogdlnego réwnania

L(t) = A+txv
= (15_152)+t*(25_154)
= (1+2t,—1—1t,2+4t).

OdpowiedQ: L(t) = (14 2t,—1 —t,2+4t), —oo <t < c0.

(ii) Podstawiamy dane: punkt a = (1, —1,2) i punkt B = (2, 1,2) do ogdlnego réwnania

L(t) = (1—t)A+t«B=(1—t)1,-1,2)+t*(2,—1,4)

(L—t) 42, (1—t) —,2(1 — t) + 4¢)

= (14t1-2t2+20)

OdpowiedQ: L(t) = (1 +t,1—2t,2+2t), —oo <t < o0.

Zadanie 1.4 Napisz parametryczne réownanie prostej

(i) o poczgdku w punkcie A = (0,1, —1) i kierunku wektora v = [2,1, 3]

(i) przechodzqcej przez punkty A = (3,1,2) i B =(0,2,2)

1.3 Graniastostupy

Graniastostup to wieloécian, ktérego dwie Sciany, zwane podstawami, sa przystajcymi wielokatami
lezacymi w plaszczyznach réwnoleglych, a pozostale $ciany sa rownoleglobokami. Wsrod
graniastostupéw, wyrdzniami postopadlosciany proste i prostopadlosciany pochyte.



1.3.1 SzesScian foremny

19

Szescian foremny jest prostopadloscianem, ktory ma wszystkie szes¢ $cian kwadratami o

boku a.

ay/2

a

Szescian Foremny o boku a

Powierzchnia P, = 6a2

Objetosé V = a3

Przekatna podstawy = ay/2
Weashasdla seesoiasty znajddjemy, ze

Pole powierzchni calkowitej
Objetosc
Przekatna podstawy

Przekatna szescianu

Przyklad 1.10 Dla szes$cianu o boku a = 4, oblicz

(i) pole catkowitej powierzchni szescianu,

(ii) objetosé szescianu.

(#ii) przekgtng podstawy szescianu.

(iv) przekgtna sze$cianu.

Rozwiazanie. Podstawiajac do wzorow, obliczamy

(i) pole catkowitej powierzchni szescianu P. = 6a? = 6 x 42 = 96,

(ii) objetosé szescianu V, = a3 = 43 = 64.
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(iii) przekatna podstawy szescianu d, = av/2 = 4v/2.
(iv) przekatna szedcianu d = av/3 = 41/3.
Zadanie 1.5 Dla szescianu o boku a =5, oblicz
(i) pole catkowitej powierzchni szescianu,
(ii) objetosé szescianu.
(#ii) przekgtng podstawy szescianu.

(iv) przekgtna sze$cianu.

1.3.2 Prostopadloscian o podstawie prostokata

Prostopadioscian o podstawie prostokata o wymiarach podstawy a, b i wysokosci A ma pole
powierzchni catkowitej skltadajace si¢ z dwdch podstaw i czterech $cian bocznych.

P.=2a*xb+2a*h+2bxh.
Objetos¢ prostopadloscianu obliczamy z prostego wzoru
V=axbxh

Przyklad 1.11 Dla prostopadtoscianu o podstawie prostokgta o wymiarach
a=4, b=1>5 i wysokosci h = 6, oblicz

(i) pole catkowitej powierzchni prostopadtoscianu,
(ii) objetosé prostopadtoscianu.
Rozwiazanie. Podstawiajac do wzorow, obliczamy

(i) pole catkowitej powierzchni prostopadtodcianu

P.=2axb+2axh+2bxh=2x4%x5+2%4%x6+2%5*06=148.

(ii) objetosé prostopadloscianu V =axbxh =45 %6 = 120.

Zadanie 1.6 Dla prostopadtos$cianu o podstawie prostokgta o wymiarach
a=2,b=3 i wysokosci h =5, oblicz

(i) pole catkowitej powierzchni prostopadtoscianu,

(ii) objetosé prostopadtoscianu.

1.3.3 Graniastostup o podstawie tréjkata réwnobocznego

Prostopadioscian o podstawie tréjkata réwnobocznego o boku a ma Sciany prostokatne o
wymiarach a x h, gdzie h jest wysokoscig tego prostopadioscianu.

a*\V/3
4

(i) pole catkowitej powierzchni prostopadioscianu P, = 2

a*\V/3
T

(ii) objetosé prostopadtoscianu V. = h *
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Przyklad 1.12 Dla prostopadtoscianu o boku podstawy trdjkgta réwnobocznego a = 2, @
wysokosci h = 4, oblicz

(i) pole catkowitej powierzchni,
(ii) objetosé szescianu.

Rozwiazanie. Podstawiajac do wzoréw na catkowita powierzchie i objeto$¢ oblicamy
V3 22V/3

¢ f =2 f = 2V3.

2 2

Zadanie 1.7 Dla prostopadtoscianu o boku podstawy trdjkgta rownobocznego a = 3, i wysokosci
h =2, oblicz

(i) pole catkowitej powierzchni P, = 2

(ii) objetosé szeScianu V. = h *

(i) pole catkowitej powierzchni,

(ii) objetosé szescianu.

1.3.4 Graniastostup o podstawie szesciokata foremnego

Powierzchnia catkowita i objeto$¢ graniastostupa o podstawie szesciokata foremnego sklada
sie z dwoch podstaw i szesciu Scian. Latwo obliczamy pole catkowitej powierzchni i ojetos$c
graniastostupa o podstawie szesciokata formnego znajac bok podstawy a i wysokos¢ h. Mi-
anowicie, mamy nastepujace wzory:
Pole podstawy sklada si¢ z pdl 6-ciu trojkatow réocznych

a*V/3

Pt:6* 4 .

Pole catkowite prostopadloscianu o podstawie szeSciokata foremnego

a?\/3
4

P.=2P,+6%a*xh=12 +6axh, P,=3a*V/3+6axh.

Objetos$¢ prostopadloscianu o pdstawie szesciokata foremnego
V == 3a*V3 xh.

Przyklad 1.13 Dla prostopadtoscianu o podstawie szesciokgta foremnego o boku a = 2
wysokosci h = 4, oblicz

(i) pole catkowitej powierzchni,
(i) objetosé.
Rozwiazanie. Podstawiajac do wzoréow na catkowita powierzchie i objeto$¢, oblicamy
(i) pole catkowitej powierzchni P, = 3a2V3 + 6a % h = 3% 22V/3 +6 % 2% 4 = 12v/3 4 48.
(ii) objetosé szescianu V = P« h = 3a®V3 % h = 3% 22V/3 x4 = 48V/3.

Zadanie 1.8 Dla prostopadtoscianu o podstawie szesciokgta foremnego o boku a = 4 wysokosci

h =5, oblicz
(i) pole catkowitej powierzchni,

(ii) objetosé.



22

1.4 Ostrostupy

Ostrostupem nazywamy wieloscian, ktérego podstawa jest dowolny wielokat a Sciany boczne
sa tréjkami o wspolnym wierzchotku. Wsrédd ostrostupdéw wyrdzniamy ostrostupy foremne,
ktérych podstawa jest wielokad foremny i spodek wysokosci lezy w srodku okregu opisanego
na podstawie ostrostupa.

1.4.1 Czworoscian foremny

Czworoscian foremny ma wszystkie cztery $ciany, ktore sa trojkatami réwnobocznymi. Za-
tem, katy Scian maja 60° lub w mierze tukowej 3 radianéw. Pole powierzchni kazdej ze

a2
Scian ——, gdzie a oznacza dlugosc kazdej z krawedzi czworoscianu.
Pole powierzchni catkowitej czwroscianu foremnego réwna sie¢ czterem razy pole powierzchni
jednej ze Scian.

P.=d*V3.

KrawedQ [ czworoscianu obliczamy z twierdzenia Pitagorasa. Mianowicie, wiemy, ze wysoko$¢

3
Sciany bocznej h = QT. Jej spodek lezey w polowie krawedzi podstawy g. Zatem obliczamy

2 _ g2 9276“/52 a_2

Objetos¢ czworosécianu formnego réwna jest jednej trzeciej pola podstawy razy wysokos¢ H

1a2\/_
3 4

x H

V=

Wysokosé H obliczamy w zaleznosci od danej krawedzi a. Mianowicie, spodek wysokosci
h $ciany bocznej lezy na przecigciu wysokosci podstawy w punkcie odlegltym od wierz-

2. 2 aV3
hotka tréjk sh=-%x——
chotka troj @tao3 3* )

obliczamy wysokos¢ czworoscianu

. KrawedQ czworoscianu [ = a. Z twierdzenia Pitagorasa,

Zatem ojetosé czworoscianu

1a2\/_ 1a2\/_
Y Y

3
. a
Clorworadeian Foremny P — n24/2 1/ — = /9
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1.4.2 Ostrostup prawidlowy o podstawie kwadratu

Oznaczenia:

e ¢ bok kwadratu w podstawie ostrostupa
e H wysokosé¢ ostrostupa
e ) wysokos¢ Sciany bocznej ostrostupa

l kraW(—;dQ boczna ostrostupa

P, pole podstawy ostrostupa
e P, pole Sciany bocznej ostrostupa
e P, pole powierzeni catkowitej ostrostupa

e 1/ objetosé ostrostupa

Jasne, ze pole podstawy ostrostupa foremnego réwna sie polu kwadratu P, = a? o boku a.
Pole pobocznicy ostrostupa foremnego P, réwne jest polu czterech tréjkatéow réwnoramiennych
o podstawie a i wysokosci h. Natomiast, pole Sciany bocznej ostrostupa Py réwne jest polu
trojkata réwnoramiennego o podstwie a i wysokosci h.

1
P, 0= 5@ * h.
Wysoks¢ $ciany bocznej wyrazamy w zaleznosci od boku a i krawedzi [. Mianowicie, z
twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysoko$¢

2
2 oh=y2-% polymoa

h? =12~
( 1 2

a
2
Wtedy pole sciany bocznej

1
Py = i VA2 — a2,

Pole catkowitej powierzchni ostrostupa réwne jest polu czterech trojkatow w podstawie o
boku a plus pola cztery tréjkatéw rownoramiennych o podstawie a i ramionach .
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa foremnego

P.=da*+4Py, P.=dad>+a\/412—a?

i objetos¢ ostrostupa foremnego

1
V:§QQ*H

1
Ostrostup Foremny o Podstawie Kwadratu P, = a2 + a\/412 — a2, V = gaz * H
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1.4.3 Ostrostup foremny o podstawie szesciokata

Oznaczenia:
e a bok szesciokata w podstawie ostrostupa

e H wysokosé¢ ostrostupa

h wysokos¢ $ciany bocznej ostrostupa

l kraW(—;dQ boczna ostrostupa

P, pole podstawy ostrostupa

e P, pole Sciany bocznej ostrostupa

P, pole powierzeni catkowitej ostrostupa
e 1/ objetosé ostrostupa

Jasne, ze pole podstawy ostrostupa foremnego réwna si¢ polu P, szeSciokata foremnego o

boku a
a2\/§ - 3a2\/§
4 2

P,=6

Pole pobocznicy ostrostupa foremnego P, réwne jest polu szesciu tréjkatéow réwnoramiennych
o podstawie a i wysokosci h. Pole sciany bocznej ostrostupa Py rowne jest polu tréjkata
rownoramiennego o podstwie a i wysokosci h.

1
Py= -axh.
0= 54
Wysoks¢ $ciany bocznej wyrazamy w zaleznodci od boku a i krawedzi [. Mianowicie, z
twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysoko$¢

2
2 oh=y2-L polymoa

h’2:l2_( )
4 2

a
2
Wtedy pole sciany bocznej

1
Py = 1° * /412 — a2,

Pole catkowitej powierzchni ostrostupa réwne jest polu szeSciokata foremnego w podstawie
o boku a plus pola sze{sciu tréjkatéw réwnoramiennych o podstawie a i ramionach .
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa foremnego

2
P.=P,+6P,, P.= 3a2\/§+ga 412 — g2 Pczg[a2x/§+a\/412—a2].

i objetos¢ ostrostupa foremnego

2 2
V:lga\/g*Hfa\/g

- H
37 2 2 F
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a

1
Ostrostup P, = g[a2x/§+ av 4?2 —a?], V = 5a2\/§ x H

1.5 Bryly obrotowe

Wiréd bryl obrotowych wyrézniamy walec, stozek i kule.

1.5.1 Walec

Walec powstaje z obrotu prostokata wokoél jednego z jego bokéw. Prosty ksztalt walca
prowadzi do oczywistych wzoréw na jego calkowita powierzchnie i objetosé.

Na nizej podanym rysunku mamy zaznaczony promien r i wysokos¢ h walca o $rednicy pod-
stawy AB = 2R oraz promirniu gornej podstawy O*B* = R. Literami O* i B* oznaczone
sa Srodki okregow w dolnej i gornej podstawie.

N | S/
H z
A 0O~/ B

Powierzchnia catkowita walca wyrazona jest przez promien R i wysokos¢ H.

P.=2mrRH.
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i objetos¢ walca
V =nR* H.

1.5.2 Stozek

Stozek powstaje z obrotu tréjkata prostokatnego wokoél jednej z jego przyprostokatnych.
Oznaczenia:

e R promien podstawy stozka

e [ tworzaca stozka

H wysoks¢ stozka

e drednica AB = 2R podstawy stozka

$rodek O podastawy stozka o wierzchotku C'

e P, powierzchna boczna stozka

P, powierzchnia catkowita stozka

V objetosé¢ stozka

e powierzchnia podstawy stozka Py = mR2,
e powierzchna boczna stozka P, = 27 R [

e powierzchnia catkowita stozka P, = mR(R + H)

1
objetos¢ stozka §7TR2H .



1.5.3 Kula

4
Kula o $rodku O promieniu R ma powierzchnie P = 47 R? i objetoéé V = §7TR3

Przyklad 1.1 Oblicz powierzchnie ¢ objetosé kuli o promieniu R = 5.

Rozwiazanie. Podstawiajac R = 5 do wzoru na powierzchnie kuli

S = 4nR?
i do wzoru na objetosc kuli
4
V= gwR3

obliczamy powirzchnie kuli
S = 4r 5% = 1007

i objetosc kuli
4
V = §7T53 = ?Tf



