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Silnia liczb naturalnych n! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ ...n

0! = 1
1! = 1
2! = 1 ∗ 2 = 2
3! = 1 ∗ 2 ∗ 3 = 6
4! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 = 24
5! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 = 120
6! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 = 720
7! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 = 5040
................................

...................................

(n − 1)! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ · · · ∗ (n − 1)
n! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ · · · ∗ (n − 1) ∗ n

(

n

k

)

=
n!

k!(n − k)!
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Chapter 1

Kombinatoryka

Kombinatoryka obejmuje takie pojȩcia jak silnia liczby naturalnej n, permutacje, wariacje
bez powtȯrzeń i wariacje z powtȯrzeniami, kombinacje.
Niżej podany jest opis tych pojȩć z licznymi przyk ladami i ćwiczeniami.

1.0.1 Silnia liczby naturalnej n!

Iloczyn kolejnych liczb naturalnych aż do liczby n w la̧cznie nazywamy silna̧ liczby n i oz-
naczmy symbolem n!. Zatem mamy

n! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ · · · ∗ (n − 1) ∗ n

Przyjmujmy że 0! = 1
Wypiszmy kilka silni liczb naturalnych

0! = 1
1! = 1
2! = 1 ∗ 2 = 2
3! = 1 ∗ 2 ∗ 3 = 6
4! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 = 24
5! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 = 120
6! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 = 720
7! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 = 5040
................................

...................................

(n − 1)! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ · · · ∗ (n − 1)
n! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ · · · ∗ (n − 1) ∗ n

1.0.2 Przyk lady

Obliczanie silni wyjaśniamy na niżej podanych przyk ladach

Przyk lad 1.1 Oblicz wartość u lamka

5! ∗ 7!

4! ∗ 6!

5



6

Rozwia̧zanie:
 Latwo uprościmy ten u lamek pisza̧c

5! = 4! ∗ 5, 7! = 6! ∗ 7

5! ∗ 7!

4! ∗ 6!
=

4! ∗ 5 ∗ 6! ∗ 7

4! ∗ 6!
= 5 ∗ 7 = 42

Przyk lad 1.2 Oblicz i uprość u lamek

n!

(n − 1)
!

Rozwia̧zanie:
 Latwo uprościmy ten u lamek pisza̧c

(n − 1)! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ · · · ∗ (n − 1)

n! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ · · · ∗ (n − 1) ∗ n

n!

(n − 1)!
=

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ · · · ∗ (n − 1) ∗ n

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ · · · ∗ (n − 1)
= n

Zadanied 1.1 Oblicz wartość u lamka

3! ∗ 5! ∗ 7! ∗ 9!

2! ∗ 4! ∗ 6! ∗ 8!

Zadanied 1.2 Uprość u lamek
2n!

(2n − 3)!

1.0.3 Permutacje

Permutacja̧ elementȯw zbioru nazywamy ich ustawienie w pewnej kolejności. Dwie per-
mutacje sk ladaja̧ce siȩ z tych samych elementȯw sa̧ rȯżne, jeżeli rȯżnia̧ siȩ kolejnościa̧ ele-
mentȯw.

Na przyk lad:

Permutacje cyfr liczby dwucyfrowej 23 sk ladaja̧ siȩ z tych samych cyfr 2 i 3 tworza̧ dwie
rȯżne permutacje

23 32 ilosc permutacji 2! = 2

Zauważmy, że innych permutacji cyfr 2 i 3 nie ma.

Podobnie wypiszmy wszystkie permutacje cyfr liczby trzycyfrowej 257

257 275
527 572 ilosc permutacji 3! = 6
725 752

Przyk lad 1.3 Wypisz wszystkie permutacje zbioru dwu-elementowego ab

ab ba ilosc permutacji 2! = 2
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Zauważmy, że innych permutacji liter a i b nie ma.

Podobnie wypiszmy wszystkie permutacje zbioru trzy-elementowego abc

abc acb

bac bca ilosc permutacji 3! = 6
cab cba

Ogȯlnie, ilość permutacji n-elementowego zbioru rȯwna jest n!

Zadanied 1.3 Wypisz wszystkie permutacje cyfr liczby trzy-cyfrowej 391

Zadanied 1.4 Wypisz wszystkie permutacje elementȯw zbioru
cztero-elementowego ABCD

1.0.4 Wariacje

Wariacja̧ k-elementowa̧ ze zbioru n-elomentowego (n ≥ k) nazywamy cia̧g k elementȯw
wybranych ze zbioru n-elementowego. Cia̧g k-elementowy jest wariacja̧ z powtȯrzeniami,
jeżeli w tym cia̧gu moga̧ powtarzać siȩ elementu zbioru z ktȯrego tworzone sa̧ wariacje. Nato-
miast k-elementowa̧ wariacja̧ bez powtȯrzeń jest cia̧g w ktȯrym nie ma powtȯrzeń elementȯw
zbioru n-elementowego. W wariacjach bez powtȯrzeń i w wariacjach z powtȯrzeniami kole-
jność elementȯw jest ważne, to znaczy dwie wariacje sa̧ rȯżne, jeżeli sk ladaja̧ siȩ z tych
samych elementȯw ale rȯżnia̧ sia̧ kolejnościa̧ elementȯw.

1.0.5 Wariacje z powtȯrzeniami.

Pojȩcie wariacji bez powtȯrzeń lub z powtȯrzeniami dobrze illustruje proces losowania ze
zbioru n-elementowego, ktȯry zawiera tylko elementu rȯżne.

Mianowicie, wariacje z powtȯrzeniami tworzymy w ten sposȯb, że wylosowany element wrzu-
camy spowrotem do urny przed losowaniem nastȩpnego elementu. Losujemy tak d lugo aż
wylosujemy k-elementȯw. W ten sposȯb otrzymamy cia̧g k-elementȯw w ktȯrym może być
wylosowany ten sam element co najwyżej k-razy.

Podobnie tworzymy k-elementowe wariacje bez powtȯrzeń z ta̧ rȯżnica̧, że wylosowanego
elementu nie wrzucamy spowrotem do urny przed losowaniem nastȩpnych elementȯw. W
ten sposȯb otrzymujemy k-elementowa̧ wariacje w ktȯrej wszystkie elementy sa̧ rȯżne, to
znaczy nie ma elemetȯw powtȯrzonych.

Ilość możliwych k- elementowych wariacji z powtȯrzeniami utworzynych ze zbioru n-elementowego
obliczamy ze wzoru

V k

n
= nk

1.0.6 Przyk lady

Pojȩcie wariacji z powtȯrzaniemi i obliczanie ilości k-elementowych wariacji z powtȯrzaniami
wybranymi ze zbioru n-elementowgo illustrujemy i wyjaśniamy na niżej podanych przyk ladach

Przyk lad 1.4 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe utworzone ze zbioru cyfr {1, 2}.



8

Rozwia̧zanie:
W tym przyk ladzie liczby dwucyfrowe to sa̧ wariacje 2-elementowe z powtȯrzeniami ze zbioru
też 2-elementowego.  Latwo znajdujemy

11 12
21 22

Odpowiedź: Ilość liczb dwucyfrowych utworzonych cyfra 1 i 2 to ilość wariacji z powtȯrzeniami
V 2

2
= 22 = 4

Przyk lad 1.5 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe utworzone ze zbioru cyfr {1, 2, 3}.

Rozwia̧zanie:
W tym przyk ladzie liczby dwucyfrowe to sa̧ wariacje 2-elementowe z powtȯrzeniami ze zbioru
3-elementowego.  Latwo znajdujemy te liczby

11 12 13
21 22 23
31 32 33

Odpowiedź: Ilość liczb dwucyfrowych utworzonych cyfra 1, 2, 3 to ilość wariacji z powtȯrzeniami
V 2

3 = 32 = 9

Przyk lad 1.6 Wypisz wszystkie liczby trzycyfrowe utworzone ze zbioru cyfr {1, 2, 3}.

Rozwia̧zanie:
W tym przyk ladzie liczby trzycyfrowe to sa̧ wariacje 3-elementowe z powtȯrzeniami ze zbioru
też 3-elementowego.  Latwo znajdujemy liczby trzycyfrowe

111 122 113
121 122 123
131 132 133
211 212 213
221 122 123
231 132 233
311 312 313
321 322 323
331 332 333

Odpowiedź: Ilość liczb trzycyfrowych utworzonych cyfra 1, 2, 3 to ilość wariacji z powtȯrzeniami
V 3

3 = 33 = 27

Zadanied 1.5 Wypisz wszystkie wariacje 2-elementowe z powtȯrzeniami utworzone ze zbioru
3-elementowego {a, b, c}.

Zadanied 1.6 Wypisz wszystkie wariacje 3-elementowe z powtȯrzeniami utworzone ze zbioru
3-elementowego {a, b, c}.

Zadanied 1.7 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe utworzone ze zbioru cyfr {2, 5, 7, 9}.
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1.0.7 Wariacje bez powtȯrzeń

Wariacja k-elementowa bez powtȯrzeń to cia̧g elementȯw rȯżnych wybranych ze zbioru n-
elementowego (1 ≤ k ≤ n). Jeżeli k = n to wariacja bez powtȯrzeń nazywa siȩ per-
mutacja̧. Liczba wszystkich k-elementowych wariacji bez powtȯrzeń wybranych ze zbioru
n-elementowego określona jest wzorem:

W k

n
=

n!

(n − k)!
= (n − k + 1) ∗ (n − k + 2) ∗ · · · ∗ (n − 1) ∗ n

lub pisza̧c ilozyn w odwrotnej kolejności jego czynnikȯw mamy wzȯr

W k

n =
n!

(n − k)!
= n ∗ (n − 1) ∗ · · · ∗ (n − k) ∗ (n − k + 1).

1.0.8 Przyk lady

Pojȩcie wariacji bez powtȯrzeń i obliczanie ilości k-elementowych wariacji bez powtȯrzeń
wybranych ze zbioru n-elementowgo illustrujemy i wyjaśniamy na niżej podanych przyk ladach

Przyk lad 1.7 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe o rȯżnych cyfrach utworzone ze zbioru
cyfr {1, 2}.

Rozwia̧zanie:
W tym przyk ladzie liczby dwucyfrowe to sa̧ wariacje 2-elementowe bez powtȯrzeń wybrane
ze zbioru też 2-elementowego.  Latwo znajdujemy te liczby

12 21

Odpowiedź: Ilość liczb dwucyfrowych o rȯżnych cyfrach utworzonych z cyfr 1 i 2 to ilość
wariacji bez powtȯrzeń. W tym przypadku rȯwna jest ilości permutacji W 2

2 = 2! = 2

Przyk lad 1.8 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe o rȯżnych cyfrach utworzone ze zbioru
cyfr {1, 2, 3}.

Rozwia̧zanie:
W tym przyk ladzie liczby dwucyfrowe to sa̧ wariacje 2-elementowe bez powtȯrzeń wybrane
ze zbioru 3-elementowego.  Latwo znajdujemy te liczby

12 13
21 23
31 32

Odpowiedź: Ilość liczb dwucyfrowych o rȯżnych cyfrach utworzonych cyfr 1, 2, 3 to ilość
wariacji bez powtȯrzeń

W 2

3 =
3!

(3 − 2)!
=

6

1
= 6.

Przyk lad 1.9 Wypisz wszystkie liczby trzycyfrowe o rȯżnych cyfrach utworzone ze zbioru
cyfr {1, 2, 3}.

Rozwia̧zanie:
W tym przyk ladzie liczby trzycyfrowe to sa̧ wariacje 3-elementowe bez powtȯrzeń wybrane
ze ze zbioru też 3-elementowego.  Latwo znajdujemy te liczby trzycyfrowe o rȯżnych cyfrach

123 132
213 231
312 321
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Odpowiedź: Ilość liczb trzycyfrowych o rȯżnych cyfrach utworzonych z cyfr 1, 2, 3 to ilość
wariacji bez powtȯrzeń. W tym przyk ladzie to jest ilość permutacji W 3

3 = 3! = 6

Zadanied 1.8 Wypisz wszystkie wariacje 2-elementowe bez powtȯrzeń utworzone ze zbioru
3-elementowego {a, b, c}.

Zadanied 1.9 Wypisz wszystkie wariacje 3-elementowe bez powtȯrzeń utworzone ze zbioru
3-elementowego {a, b, c}.

Zadanied 1.10 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe o rȯżnych cyfrach utworzone ze zbioru
cyfr {2, 5, 7, 9}.

Zadanied 1.11 Wypisz wszystkie wariacje bez powtȯrzeń 2-elementowe wybrane ze zbioru
4-elementowego {a, b, c, d}.

1.0.9 Kombinacje

Kombinacja̧ k-elementowa̧ wybrana̧ ze zbioru n-elementowego nazywamy k-elementowy podzbiȯr
zbioru n-elementowego. Zatem w kombinacji kolejność elementȯw nie jest ważna. To znaczy,
że dwie kombinacje sa̧ rȯżne tylko wtedy gdy rȯżnia̧ siȩ co namniej jednym elementem.

Ilość kombinacji k-elementowych wybrach ze zbioru n-elementowego obliczmy ze wzoru

Ck

n
=

n!

k!(n − k)!

lub stosuja̧c symbol Newtona piszemy

(

n

k

)

=
n!

k!(n − k)!

Zatem ilość kombinacji k-elementowych wybranych ze zbioru n-elementowego rȯwna jest
ilości k-elementowych podzbiorȯw zbioru n-elementowego.

1.0.10 Przyk lady

Pojȩcie kombinacji i obliczanie ilości k-elementowych kombinacji wybranych ze zbioru n-
elementowgo illustrujemy i wyjaśniamy na niżej podanych przyk ladach

Przyk lad 1.10 Ile można utworzyć par do gry w szachy w klasie licza̧cej 20 uczniȯw, żeby
każdy uczeń gra l tylko raz z każdym wybranym uczniem?

Rozwia̧zanie:
Ilość par utworzonych z 20 uczniȯw rȯwna jest ilości kombinacji 2-elementowych ze zbioru
20-elementowego, gdyż dwie pary sa̧ rȯżne tylko wtedy gdy rȯżnia̧ siȩ co najmniej jednym
elementem, czyli każda para jest 2-elementowym podzbiorem.
Każdy uczeń może dobrać partmera do gry w szachy na 20− 1 = 19 sposobȯw. Zatem ilość

par rȯżnych rȯwna siȩ
19 ∗ 20

2
= 190.

Ilość kombinacji 2-elementowych ze zbioru 20-elementowego obliczamy rȯwnież ze wzoru

C2

20 =
20!

2!(20 − 2)!
=

19 ∗ 20

2
= 190

Przyk lad 1.11 W klasie jest 15 uczniȯw. Na ile sposobȯw można wybrać
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(i) trzech przedstawicieli

(ii) czterech przedstawicieli

Rozwia̧zanie (i):
Dwie trȯjki sa̧ rȯżne, jeżeli rȯżnia̧ siȩ co namniej jednym uczniem, kolejność wyboru uczniȯw
do trȯjki jest nie ważna. Zatem pytanie jest ile można utworzyć 3-elementowych kombinacji
ze zbioru 15-elementowego lub ile można utworzyć 3-elementowych podzbiorȯw ze zbiroru
15-elementowego ?
Obliczamy ze wzoru:

C3

15 =
15!

3!(15 − 3)!
=

13 ∗ 14 ∗ 15

6
= 13 ∗ 7 ∗ 5 = 455

Odpowiedź: Ilość możliwych przedstawicieli uczniȯw w grupach po 3 rȯwna jest 455 trȯjek
Podobne jest rozwia̧zanie (ii)

Przyk lad 1.12 Ile jest możliwych wynikȯw w grze ”Duży Lotek”, jeżeli wybieramy 6 liczby
z 49 liczb ?

Rozwia̧zanie:
Ilość możliwych wynikȯw rȯwna jest ilości kombinacji 6-elementowych wybranych ze zbioru
49-elementowego.
Zatem obliczamy stosuja̧c wzȯr

C6

49
=

49!

6!(49 − 6)!
=

43 ∗ 44 ∗ 45 ∗ 46 ∗ 47 ∗ 48 ∗ 49

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6
= 13983816

Odpowiedź: W ”Dużym Lotku” ilość możliwych wynikȯw rȯwna jest 13983816

Przyk lad 1.13 Na okȩgu zaznaczono sześć punktȯw p1, p2, p3, p4, p5, p6

p6

p4

p2

p5

p1

p3

Wieloka̧ty o wierzcho lkach na okȩgu

Ile można narysować rȯżnych wieloka̧tȯw w tym

(a) trȯjka̧tȯw

(b) czworoka̧tȯw

(c) piȩcioka̧tȯw

(d) sześcioka̧tȯw

o wierzcho lkach na okrȩgu w punktach p1, p2, p3, p4, p5, p6

Rozwia̧zanie:
Dwa wieloka̧ty sa̧ rȯżne, jeżeli rȯżnia̧ siȩ co najmniej jednym wierzcho lkiem. Podobnie dwie
kombinacje sa̧ rȯżne, jeżeli rȯżnia̧ siȩ co najmniej jednym elementem.
Zatem ilość trȯjka̧tȯw rȯwna jest ilości 3-elemntowych komabinacji wybranych ze zbioru
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6-elementowego. Ilość możliwych trȯjka̧tȯw o wierzcho lkach na krȩgu obliczamy stosuja̧c
wzȯr

C3

6 =
6!

3!(6 − 3)!
=

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 3
=

4 ∗ 5 ∗ 6

1 ∗ 2 ∗ 3
= 4 ∗ 5 = 20.

Podobnie ilość czworoka̧tȯw rȯwna jest ilości 4-elemntowych komabinacji wybranych ze
zbioru 6-elementowego. Ilość możliwych czworoka̧tȯw o wierzcho lkach na krȩgu obliczamy
stosuja̧c wzȯr

C4

6 =
6!

4!(6 − 4)!
=

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6

1 ∗ 2 ∗ ∗3 ∗ 4 ∗ 1 ∗ 2
=

5 ∗ 6

1 ∗ 2
= 15.

Ilość piȩcioka̧tȯw rȯwna jest ilości 5-elemntowych komabinacji wybranych ze zbioru 6-
elementowego. Ilość możliwych piȩcioka̧tȯw o wierzcho lkach na krȩgu obliczamy stosuja̧c
wzȯr

C5

6 =
6!

5!(6 − 5)!
=

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 1
=

6

1
= 6.

Ilość sześcioka̧tȯw rȯwna jest ilości 6-elemntowych komabinacji wybranych ze zbioru 6-
elementowego. Ilość możliwych sześcioka̧tȯw o wierzcho lkach na krȩgu obliczamy stosuja̧c
wzȯr

C6

6 =
6!

6!(6 − 6)!
=

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6

1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 0!
= 1, gdyz 0! = 1.


