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* 0 1
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Mnożenie oktalne

* 1 2 3 4 5 6 7

1 1 2 3 4 5 6 7

2 2 4 6 10 12 14 16
3 3 6 11 14 17 22 25

4 4 10 14 20 24 30 34

5 5 12 17 20 31 36 43

6 6 14 22 24 31 36 52

7 7 16 25 34 43 52 61
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1.6 System ȯsemkowy. Octalny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Chapter 1

Ogȯlna zasada tworzenia

systemȯw liczbowych

Ogȯlna forma systemów pozycyjnych liczbowych ma postać wielomianu

αn−1ρ
n−1 + αn−2ρ

n−2 + · · · + α2ρ
2 + α1ρ + α0, (1.1)

gdzie liczbȩ naturalna̧ ρ ≥ 2 nazywamy podstawa̧ systemu liczbowego. Natomiast wspó lczynniki
αn−1, αn−2, ..., α1, α0 nazywamy cyframi systemu liczbowego.
Cyfry systemu liczbowego o podstawie ρ sa̧ to liczby jednocyfrowe:

0, 1, 2, 3, ..., ρ− 1

z ktȯrych tworzone sa̧ liczby systemu. Ilość cyfr zależy od podstawy ρ i jest równa ρ.
Sama̧ liczbȩ x piszemy umownie jako nastȩpuja̧cy cia̧g cyfr

x = (αn−1αn−2...α1α0)ρ

W przypadku systemu dziesiȩtnego, ktȯry jest powszechnie używany, nawias z indeksem ρ
opuszczamy

(αn−1αn−2...α1α0)ρ.

Wtedy liczbȩ dziesiȩtna̧ piszemy bez nawiasu

x = αn−1αn−2...α1α0

jako cia̧g wspȯ lczynnikȯw wielomianu (1.1).

1.1 Przyk lady zapisu liczb w rȯżnych systemach

Przyk lad 1.1 W systemie dziesiȩtnym ρ = 10. Liczbȩ

x = 2 ∗ 10 + 4 = 24

piszemy bez nawiasu x = 24

Przyk lad 1.2 W systemie binarnym ρ = 2. Ta̧ sama̧ liczbȩ

x = 1 ∗ 24 + 1 ∗ 23 + 0 ∗ 22 + 0 ∗ 21 + 0 ∗ 20 = 24

piszemy z nawiasem x = (10000)2

5
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Przyk lad 1.3 W systemie oktalnym ρ = 8. Ta̧ sama̧ liczbȩ

x = 3 ∗ 8 + 0 = 24

piszemy z nawiasem x = (30)8

1.2 System dziesiȩtny. Decymalny

W systemie dziesiȩtnym podstawa ρ = 10. Wtedy dla ρ = 10 wielomian jest wyrażeniem
algebraicznym

an−110n−1 + an−210n−2 + · · ·+ a110 + a0 = an−1an−2...a1a0

Wspȯ lczynniki tego wyrażenia sa̧ cyframi α0, α1, α2, ..., αn−1, gdzie
α0 oznacza ilość jedności liczby x, wspó lczynnik przy potȩdze ρ0 = 100.
α1 oznacza ilość dziesia̧tek liczby x, wspó lczynnik przy potȩdze ρ1 = 10.
α2 oznacza ilość setek liczby x, wspó lczynnik przy potȩdze ρ2 = 102.
α3 oznacza ilość tysiȩcy liczby x, wspó lczynnik przy potȩdze ρ3 = 103.
.........................................................................................
αn−1 oznacza wspó lczynnik przy potȩdze ρn−1 = 10n−1.
Najbardziej znacza̧ca cyfra jest zawsze wiȩksza lub równa 1, αn−1 ≥ 1.
Cyfry systemu dziesiȩtnego

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

sa̧ jednocześnie liczbami jednocyfrowymi
Liczby dwucyfrowe piszemy w ogȯlnej postaci

a1 ∗ 10 + a0 = a1a0

gdzie cyfra̧ dziesia̧tek jest wspȯ lczynnik a1, cyfra̧ jedności jest wspȯ lczynnik a0

Przyk lad 1.4 Liczba x = 57

5*10+7= 57

Tytaj cyfra dziesia̧tek a1 = 5, cyfra jedności a0 = 7.

Liczby trzycyfrowe piszemy w ogȯlnej postaci

a2 ∗ 100 + a1 ∗ 10 + a0 = a2a1a0

lub w zapisie potȩgi podstawy 10, piszemy

100 = 10 ∗ 10 = 102, 101 = 10, 100 = 1

wtedy liczba trzycyfrowa ma ogȯlna̧ postać

a2 ∗ 102 + a1 ∗ 101 + a0 ∗ 100 = a2a1a0

Przyk lad 1.5 x = 348
3 ∗ 102 + 4 ∗ 101 + 8 ∗ 100 = 348

gdzie cyfra setek a2 = 3, cyfra dziesia̧tek a1 = 4, cyfra jedności a0 = 8.
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Ogȯlnie liczby n-cyfrowe w pozycyjnym systemie dziesiȩtnym zapisujemy jako wspȯ lczynniki
wyrażenia algebraicznego

an−110n−1 + an−210n−2 + an−310n−3 + · · ·+ a110 + a0 = an−1an−2...a1a0

gdzie potȩga podstawy 10

101 = 10
︸︷︷︸

1

102 = 10 ∗ 10
︸ ︷︷ ︸

2

103 = 10 ∗ 10 ∗ 10
︸ ︷︷ ︸

3

.............................................

.............................................
10n−3 = 10 ∗ 10 ∗ 10 ∗ ... ∗ 10

︸ ︷︷ ︸

n−3

10n−2 = 10 ∗ 10 ∗ 10 ∗ ... ∗ 10
︸ ︷︷ ︸

n−2

10n−1 = 10 ∗ 10 ∗ 10 ∗ ... ∗ 10
︸ ︷︷ ︸

n−1

oznacza liczbȩ 10 pomnożona̧ przez siebie 1 raz lub 2 razy lub 3 razy itd...n− 3 razy n − 2
razy i n − 1 razy. Liczba 10 pomnożona przez siebie zero razy 100 = 1.

Przyk lad 1.6 Niech n = 4, wtedy liczbȩ czterocyfrowa x=7831.
piszemy w postaci wyrażenia arytmetycznego

7 ∗ 1000 + 8 ∗ 100 + 3 ∗ 10 + 1 = 7831

lub w symbolach potegi 1000 = 10 ∗ 10 ∗ 10 = 103, 100 = 10 ∗ 10 = 102, 10 = 101, 100 = 1

7 ∗ 103 + 8 ∗ 102 + 3 ∗ 101 + 1 = 7831

gdzie cyfra tysiȩcy a3 = 7, cyfra setek a2 = 8, cyfra dziesia̧tek a1 = 3, cyfra jedności a0 = 1.

1.2.1 Operacje arytmetyczne w systemie dziesiȩtnym

Operacje arytmetyczne w systemie dziesiȩtnym wykonujemy w kolejności:
mnożenie, dzielenie, dodawanie i odejmowanie.

Ten porza̧dek wykonywania operacji arytmetycznych może być zmieniony przez nawiasy.

1.2.2 Dodawanie

Tabliczka dziesiȩtnego dodawania
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Dodawanie dziesiȩtne
+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Dodawanie dziesiȩtne pisemne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.7 Wykonaj dodawanie liczb dziesiȩtnych 25 i 13

Wykonujemy pisemne dodawanie 25 + 13, stosuja̧c tabliczkȩ dziesiȩtnego dodawania.

25
+ 13

−−
38

Przyk lad 1.8 Wykonaj dodawanie liczb dziesiȩtnych 89 i 56

Wykonujemy pisemne dodawanie 25 + 13, stosuja̧c tabliczkȩ dziesiȩtnego dodawania.

89
+ 56

−−
145

1.2.3 Odejmowanie

Tabliczka dziesiȩtnego odejmowania

Odejmowanie dziesiȩtne
- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 -8 -9
2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 -8
3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7
4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6
5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5
6 5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4
7 6 5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3
8 7 6 5 4 3 2 1 0 -1 -2
9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 -1

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Odejmowanie pisemne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.9 Wykonaj odejmowanie liczb dziesiȩtnych 29 i 18
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Wykonujemy pisemne oktalne odejmowanie 29 − 18, stosuja̧c tabliczkȩ odejmowania.

29
− 18

−−
11

Przyk lad 1.10 Wykonaj odejmowanie liczb dziesiȩtnych 629 i 354

Wykonujemy pisemne oktalne odejmowanie 629 − 354, stosuja̧c tabliczkȩ odejmowania.

629
− 354

−−
275

1.2.4 Mnożenie

Tabliczka mnożenia

Mnożenie dziesiȩtne

* 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
6 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 70
8 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80
9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90
10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Mnożenie pisemne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.11 Wykonaj mnożenie pisemne liczb dziesiȩtnych 49 i 15

Wykonujemy pisemne binarne mnożenie 49 ∗ 15, stosuja̧c tabliczkȩ mnożenia i dodawania.

49
∗ 15
− −−
245
49

− −−
735

Przyk lad 1.12 Wykonaj mnożenie pisemne liczb dziesiȩtnych 345 i 123
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Wykonujemy pisemne mnożenie 345 ∗ 123, stosuja̧c tabliczkȩ mnożenia i dodawania.

345
∗ 123
− −−
1035
690

345
− −−
42435

1.2.5 Dzielenie

Dzielenie pisemne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.13 Wykonaj dzielenie pisemne liczb dziesiȩtnych 345 podziel przez 5

Wykonujemy pisemne dzielenie 345 : 5.

69
− −−

345 : 5
−30
−−

45
45

−− −
=

Przyk lad 1.14 Wykonaj pisemne dzielenie liczb dziesiȩtnych 1659 przez 21

Wykonujemy pisemne dzielenie 1659 : 21.

79
−− −

1659 : 21
−147
−−

189
189

−− −−
=

1.3 W lasności liczb parzystych i nieparzystych dziesiȩtnych

1.3.1 Liczby parzyste dziesiȩtne.

W lasności liczb parzystych:

1. Liczby parzyste maja̧ cyfry jedności 0 lub 2 lub 4 lub 6 lub 8.
Na przk lad liczby

120, 132, 134, 156, 178

maja̧ odpowiednio cyfry jedności

0, 2, 4, 6, 8
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2. Liczby parzyste sa̧ podzielne przez 2, zatem maja̧ ogȯlna̧ postać

n = 2 ∗ k, dla k = 0, 1, 2, 3, ...;

Na przyk lad

k = 0, n = 2 ∗ 0 = 0,
k = 1, n = 2 ∗ 1 = 2,
k = 2, n = 2 ∗ 2 = 4,
.... .....
k = 8, n = 2 ∗ 8 = 16,
k = 26, n = 2 ∗ 26 = 52.

3. Suma, rȯżnica i iloczyn liczb parzystych jest liczba̧ parzysta̧
Na przyk lad:

a = 8, b = 6,

a + b = 8 + 6 = 14, a − b = 8 − 6 = 2, a ∗ b = 8 ∗ 6 = 48

1.3.2 Liczby nieparzyste dziesiȩtne

W lasności liczb nieparzystych:

1. Liczby nieparzyste maja̧ cyfry jedności 1 lub 3 lub 5 lub 7 lub 9.
Na przk lad liczby

121, 133, 135, 157, 179

maja̧ odpowiednio cyfry jedności

1, 3, 5, 7, 9

2. Liczby nieparzyste maja̧ ogȯlna̧ postać

n = 2 ∗ k + 1, lub n = 2 ∗ k − 1, dla k = 0, 1, 2, 3, ...;

Na przyk lad

k = 0, n = 2 ∗ 0 + 1 = 1, lub n = 2 ∗ 0 − 1 = −1
k = 1, n = 2 ∗ 1 + 1 = 3, lub n = 2 ∗ 1 − 1 = 1
k = 2, n = 2 ∗ 2 + 1 = 5, lub n = 2 ∗ 2 − 1 = 3
.... .....
k = 8, n = 2 ∗ 8 + 1 = 17, lub n = 2 ∗ 8 − 1 = 15
k = 26, n = 2 ∗ 26 + 1 = 53 lub n = 2 ∗ 26 − 1 = 51
.

3. Iloczyn liczb nieparzystych jest liczba̧ nieparzysta̧
Na przyk lad:

5 ∗ 7 = 35, 7 ∗ 11 = 77, 9 ∗ 15 = 105

4. Suma lub rȯżnica dwȯch liczb nieparzystych jest liczba̧ parzysta̧. Podaj przyk lad.

5. Natomiast suma lub rȯżnica liczby nieparzystej i liczby parzystej jest liczba̧ nieparzysta.
Podaj przyk lad.
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1.3.3 Przyk lady

Zadanie 1.1 Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych rȯwna jest 51. Znajdz te liczby.

Rozwia̧zanie:

Kolejne liczby nieparzyste to

2n + 1, 2n + 3, 2n + 5.

Ich suma
(2n + 1) + (2n + 3) + (2n + 5) = 6n + 9 = 51

Obliczamy n:

6n + 9 = 51, 6n = 42, n = 42 : 6 = 7

Obliczmy trzy kolejne liczby parzyste

2n + 1 = 2 ∗ 7 + 1 = 15, 2n + 3 = 2 ∗ 7 + 3 = 17, 2n + 5 = 2 ∗ 7 + 5 = 19.

Sprawdzenie:
15 + 17 + 19 = 51

Zadanie 1.2 Suma piȩciu kolejnych liczb parzystych rȯwna jest 200. Znajdz te liczby.

Rozwia̧zanie:
Kolejne liczby parzyste to

2n − 4, 2n − 2, 2n, 2n + 2, 2n + 4.

Ich suma
(2n − 4) + (2n − 2) + 2n + (2n + 2 + (2n + 4) = 10n = 200

Obliczamy n:

10n = 200, n = 200 : 10 = 20

Obliczmy piȩć kolejnych liczb parzystych

2n − 4 = 2 ∗ 20 − 4 = 36, 2n− 2 = 2 ∗ 20 − 2 = 38, 2n = 2 ∗ 20 = 40,
2n + 2 = 2 ∗ 20 + 2 = 42, 2n + 4 = 2 ∗ 20 + 4 = 44.

Sprawdzenie:
36 + 38 + 40 + 42 + 44 = 200.

Zadanie 1.3 Suma czterech kolejnych liczb nieparzystych rȯwna jest 160. Znajdz te liczby.

Rozwia̧zanie:

Kolejne cztery liczby nieparzyste to

2n − 3, 2n − 1, 2n + 1 2n + 3.

Ich suma
(2n − 3) + (2n − 3) + (2n + 1) + (2n + 3) = 8n = 160

Obliczamy n:

8n = 160, to n = 160 : 8 = 20
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Obliczmy cztery kolejne liczby nieparzyste

2n − 3 = 2 ∗ 20 − 3 = 37, 2n − 1 = 2 ∗ 20 − 1 = 39,

2n + 1 = 2 ∗ 20 + 1 = 41, 2n + 3 = 2 ∗ 20 + 3 = 43.

Sprawdzenie:

37 + 39 + 41 + 43 = 160

1.3.4 Zadania

Zadanie 1.4 Wykonaj dodawanie pisemne liczb dziesiȩtnych 1659 i 421

Zadanie 1.5 Wykonaj odejmowanie pisemne liczb 1659 − 421

Zadanie 1.6 Wykonaj mnożenie pisemne liczb dziesiȩtnych 345 ∗ 21

Zadanie 1.7 Wykonaj dzielenie pisemne liczb dziesiȩtnych 1722 przez 21

Zadanie 1.8 Dopisz do liczby czterocyfrowej 3058 cyfrȩ 7 na pozycji pomiȩdzy jej cyfry albo
na pocza̧tku albo na końcu, żeby otrzymać najmniejsza̧ liczbȩ piȩciocyfrowa̧.

Zadanie 1.9 Ile róznych liczb dwucyfrowych parzystych można utworzyć z cyfr 1,2,3,4,5 ??

Zadanie 1.10 Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych rȯwna jest 51. Znajdz te liczby.

Zadanie 1.11 Udowodnij, ze wyrażenie algebraiczne

a2 + (a + 2)(a + 2) + (a + 4)(a + 4) + 1

jest podzielne przez 12 dla każdej liczby naturalnej i nieparzystej a.

Zadanie 1.12 Pomiȩdzy cyfry liczby 18519 wstaw cyfre 2, żeby otrzymać

(a) liczbȩ najwiȩksza̧

(b) liczbȩ najmiejsza̧

Zadanie 1.13 Suma trzech kolejnych liczb parzystych rȯwna jest 36. Znajdz te liczby.

Zadanie 1.14 Suma czterech kolejnych liczb nieparzystych rȯwna jest 180. Znajdz te liczby.

Zadanie 1.15 Suma piȩciu kolejnych liczb parzystych rȯwna jest 180. Znajdz te liczby.

Zadanie 1.16 Oblicz sumȩ

S15 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15

używaja̧c jednej operacji mnożenia i jednej operacji dzielenia.

Zadanie 1.17 Oblicz sumȩ

S16 = 2 + 4 + 6 + 8 + 10 + 12 + 14 + 16

używaja̧c jednei operacji mnożenia.
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Zadanie 1.18 Oblicz sumȩ

S21 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 + 17 + 19 + 21

używaja̧c jednej opercji mnożenia.

Zadanie 1.19 .

(a) Oblicz sumȩ 20-stu wyrazȯw cia̧gu

3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51, 54, 57, 60.

(b) Podaj wzȯr ogȯlny na sumȩ n-wyrazȯw cia̧gu

3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, · · ·, 3n.

(c) Stosuja̧c ten wzȯr oblicz sumȩ 15-stu wyrazȯw tego cia̧gu.

Zadanie 1.20 Udowodnij, że wyrażenie algebraiczne

(a + 1)(a + 1) + 4

jest podzielne przez 4 dla każdej liczby parzystej a.

1.4 System dwȯjkowy. Binarny

W systemie pozycyjnym binarnym podstawa ρ = 2. Wielomian jest wyrażeniem alge-
braicznym

an−12n−1 + an−22n−2 + · · ·+ a12 + a0 = (an−1an−2...a1a0)2

Wtedy mamy tylko dwie cyfry 0, 1 a wspȯ lczynniki

α0, α1, · · · , αn−1

przyjmuj wartoci 0 lub 1.
Na przyk lad, liczba binarna czterocyfrowa

x = α3α2α1α0 = 1010

ma
ilość jedności 20 = 1, α0 = 0,
ilość dwȯjek 21, α1 = 1,
ilość kwadratȯw dwȯjek 22, α2 = 1
ilość kubikȯw dwȯjek 23, α3 = 1.
Zauważmy, że w systemie dziesiȩtnym podstawa̧ jest liczba 10. W systemie dziesiȩtnym
piszemy liczby używaja̧c 10-ciu cyfr

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Natomiast w systemie binarnym podstawa̧ jest liczba 2. W binarnym systemie jest dwie
cyfry

0, 1,

ktȯre sa̧ jednocześnie liczbami jednocyfowymi binarnymi.
Liczby binarne dwucyfrowe piszemy w ogȯlnej postaci

a1 ∗ 2 + a0 = (a1a0)2

gdzie cyfra̧ dwȯjek jest wspȯ lczynnik a1, cyfra̧ jedności jest wspȯ lczynnik a0
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Przyk lad 1.15 Liczba binarna x = (11)2

1 ∗ 2 + 1 = (11)2.

Tytaj cyfra̧ dwȯjek jest wspȯ lczynnik a1 = 1, cyfra jedności wspȯ lczynnik a0 = 1. Wartość
tej liczby binarnej w zapisie dziesiȩtnym jest rȯwna 3.

Liczby binarne trzycyfrowe piszemy w ogȯlnej postaci

a2 ∗ 22 + a1 ∗ 21 + a0 ∗ 20 = (a2a1a0)2

gdzie kolejne potȩgi dwȯjki

2 ∗ 2 = 22, 21 = 2, 20 = 1.

Przyk lad 1.16 Na przyk lad liczbȩ binarna̧ x = (101)2 w ogȯlnym zapisie piszemy

a2 ∗ 22 + a1 ∗ 21 + a0 ∗ 20 = (a2a1a0)2,

1 ∗ 22 + 0 ∗ 21 + 1 ∗ 20 = (101)2,

gdzie cyfra binarna a2 = 1 jest wpȯ lczynnikiem przy 22,
cyfra binarna a1 = 0 jest wpȯ lczynnikiem przy 2,
cyfra binarna jedności a0 = 1.
Wartość tej liczby binarnej

(101)2 = 1 ∗ 22 + 0 ∗ 21 + 1 ∗ 20 = 5

w zapisie dziesiȩtnym jest rȯwna 5.

Ogȯlnie liczby n-cyfrowe w pozycyjnym systemie binarnym zapisujemy jako wspȯ lczynniki
wyrażenia algebraicznego

an−12n−1 + an−22n−2 + an−32n−3 + · · ·+ a12 + a0 = (an−1an−2...a1a0)2

gdzie kolejne potȩgi podstawy 2 sa̧:

21 = 2
︸︷︷︸

1

22 = 2 ∗ 2
︸︷︷︸

2

23 = 2 ∗ 2 ∗ 2
︸ ︷︷ ︸

3

.............................................

.............................................
2n−3 = 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ ... ∗ 2

︸ ︷︷ ︸

n−3

2n−2 = 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ ... ∗ 2
︸ ︷︷ ︸

n−2

2n−1 = 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ ... ∗ 2
︸ ︷︷ ︸

n−1

Tutaj 21, 22, 23 , , , 2n−1 oznacza liczbȩ 2 pomnożona̧ przez siebie 1 raz lub 2 razy lub 3
razy itd...n − 3 razy n − 2 razy i n − 1 razy. Liczba 2 pomnożona przez siebie zero razy
20 = 1.
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Przyk lad 1.17 Niech n = 5, wtedy liczbȩ binarna̧ piȩciocyfrowa̧ x = (10101)2.
piszemy w postaci wyrażenia arytmetycznego

1 ∗ 24 + 0 ∗ 23 + 0 ∗ 22 + 0 ∗ 21 + 1 ∗ 20 = (10001)2

gdzie wpsȯ lczynnik przy 24 jest rȯwny a4 = 1,
wpsȯ lczynnik przy 23 jest rȯwny a3 = 0,
wpsȯ lczynnik przy 22 jest rȯwny a2 = 0,
wpsȯ lczynnik przy 21 jest rȯwny a1 = 0,
i wpsȯ lczynnik jedności binarnych, przy 20 jest rȯwny a0 = 1.

1.4.1 Przeliczanie liczb dziesiȩtnym na liczby binarnym

Każda̧ liczbȩ dziesiȩtna̧ można przeliczyć na liczbȩ binarna̧. To przeliczanie jest proste.
Mianowicie, dzielimy liczbȩ dziesiȩtna̧ przez 2 i zapisujemy resztȩ. Nastȩpnie czȩść ca lkowita̧
tego dzielenia dzielimy przez 2 i zapisujemy resztȩ. Dalej kontynuujemy dzielenie czȩści
ca lkowitych przez 2 zapisuja̧c ich reszty tak d lugo aż w wyniku dzielenia przez 2 otrzymamy
czȩść ca lkowita̧ rȯwna̧ 0.
Liczbȩ binarna̧ otrzymujemy pisza̧c reszty z dzielenia w kolejności zaczynaja̧ od ostatniej
reszty i kończa̧c na pierwszej reszcie jako cyfrze binarnej jedności. Zobaczmy przeliczanie
liczb dziesiȩtnych na binarne na przyk ladach.

Przyk lad 1.18 Przelicz liczbȩ dziesiȩtna̧ x = 9 na liczbȩ binarna̧
Wykonujemy dzielenia liczby dziesiȩtnej x = 9 przez 2

9

2
= 4 + 1

2 reszta r0 = 1 bo 9 = 2 ∗ 4 + 1

4

2
= 2 reszta r1 = 0 bo 4 = 2 ∗ 2 + 0

2

2
= 1 reszta r2 = 0 bo 2 = 2 ∗ 1 + 0

1

2
= 0 + 1

2
reszta r3 = 1 bo 1 = 2 ∗ 0 + 1

Pisza̧c reszty w kolejności od ostatniej do pierwszej otrzymamy liczbȩ binarna̧

(r3r2r1r0)2 = (1001)2

Powtȯrzmy kolejne dzielenia liczby 9 przez 2 wed lug innego stosowanego schematu

Liczba x/2 | Reszta z dzielenia przez 2
====== = ================
9/2 = 4 | 1
4/2 = 2 | 0
2/2 = 1 | 0
1/2 = 0 | 1

W wyniku otrzymujemy liczbȩ binarna̧ pisza̧c reszty w kolejności od ostatniej do pierwszej

(1001)2

Sprawdzenie:

(1001)2 = 1 ∗ 23 + 0 ∗ 22 + 0 ∗ 21 + 1 ∗ 20 = 8 + 1 = 9.
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Przyk lad 1.19 Przelicz liczbȩ dziesiȩtna̧ x = 15 na liczbȩ binarna̧

Wykonujemy dzielenia liczby dziesiȩtnej x = 15 przez 2

15

2
= 7 + 1

2
reszta r0 = 1 bo 15 = 2 ∗ 7 + 1

7

2
= 3 reszta r1 = 1 bo 7 = 2 ∗ 3 + 1

3

2
= 1 reszta r2 = 1 bo 2 = 2 ∗ 1 + 1

1

2
= 0 + 1

2 reszta r3 = 1 bo 1 = 2 ∗ 0 + 1

Pisza̧c reszty w kolejności od ostatniej do pierwszej otrzymamy liczbȩ binarna̧

(r3r2r1r0)2 = (1111)2

Powtȯrzmy kolejne dzielenia liczby 15 przez 2 wed lug stosowanego innego schematu

Liczba x/2 | Reszta z dzielenia przez 2
====== = ================
15/2 = 7 | 1
7/2 = 3 | 1
3/2 = 1 | 1
1/2 = 0 | 1

W wyniku otrzymujemy liczbȩ binarna̧ pisza̧c reszty w kolejności od ostatniej do pierwszej

(1111)2

Sprawdzenie:

(1111)2 = 1 ∗ 23 + 1 ∗ 22 + 1 ∗ 21 + 1 ∗ 20 = 8 + 4 + 2 + 1 = 15.

1.4.2 Schemat ogȯlny przeliczania liczb z sytemu dziesiȩtnego na

binarny

Podobnie jak w wyżej w podanych przyk ladach, w schemacie ogȯlnym dzielimy liczbȩ
dziesiȩtna̧ x przez 2.

x

2
= k0 +

r0

2
, x = 2 ∗ k0 + r0

gdzie k0 to ca lość i r0 to reszta z dzielenia x przez 2
Ogȯlnie

ki

2
= ki+1 +

ri+1

2
, ki = 2 ∗ ki+1 + ri+1, i = 0, 1, 2, ..., m.

gdzie ki+1 to ca lość i ri+1 to reszta z dzielenia ki przez 2 dla i = 0, 1, 2, ..., m
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1.4.3 Algorytm

Zapiszmy powyższe kolejne dzielenia w nastȩpuja̧cym schemacie

Liczba x | Reszta
========== | ====
x/2 = k0 + r0/2 | r0

k0/2 = k1 + r1/2 | r1

k1/2 = k2 + r2/2 | r2

k2/2 = k3 + r3/2 | r3

· · · | · · ·
km−2/2 = km−1 + rm−1/2 | rm−1

km−1/2 = 0 + rm/2 | rm

W wyniku otrzymujemy liczbȩ binarna̧ pisza̧c reszty w kolejności od ostatniej do pierwszej

x = (rmrm−1rm−2...r1r0)2

1.4.4 Dowȯd Alegorytmu

1 Zauważmy, że wyżej podany algorytm prowadzi do przeliczenia liczby dziesiȩtnej x na
liczbȩ binarna̧.
Z tego algorytmu znajdujemy

x = 2k0 + r0 | k0 = 2k1 + r1

= 23k2 + 22r2 + 2r1 + r0 | k2 = 2k3 + r3

= 24k3 + 23r3 + 22r2 + 2r1 + r0 | k3 = 2k4 + r4

· · · · · · · · · · · · · · · | · · · · · · · · ·
= 2m−1km−2 + 2m−2rm−2 + · · · + 22r2 + 2r1 + r0 | km−2 = 2km−1 + rm−1

= 2mkm + 2m−1rm−1 + · · · + 22r2 + 2r1 + r0 | km−1 = 2km + rm

= 2mrm + 2m−1rm−1 + · · · + 22r2 + 2r1 + r0 | km = rm

= (rmrm−1rm−2...r2r1r0)2 |

Zastosujmy powyższy algorytm przeliczaja̧c liczbȩ dziesiȩtna̧ x = 256 na binarna̧.

Liczba x/2 | Reszta z dzielenia przez 2
====== = ================
256/2 = 128 | 0
128/2 = 64 | 0
64/2 = 32 | 0
32/2 = 16 | 0
16/2 = 8 | 0
8/2 = 4 | 0
4/2 = 2 | 0
2/2 = 1 | 0
1/2 = 0 | 1

W wyniku otrzymujemy liczbȩ binarna̧ pisza̧c reszty z powyższej tabeli w kolejności od
ostatniej do pierwszej

x = 256 = (100000000)2

Sprawdzenie:

(100000000)2 = 1 ∗ 28 + 0 ∗ 27 + 0 ∗ 26 + 0 ∗ 25 + 0 ∗ 24 + 0 ∗ 23 + 0 ∗ 22 + 0 ∗ 21 + 0 ∗ 20 = 256.

1Dowȯd można pomina̧ć. Zanajomość dowodu algorytmu jest nie konieczna w przeliczaniu
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1.4.5 Operacje arytmetyczne w systemie binarnym

Operacje arytmetyczne w systemie binarnym dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzie-
lenie wykonujemy w podobny sposȯb jak w systemie dziesiȩtnym. Przypominamy, że w
systemie dziesiȩtnym uzupe lniamy do podstawy ρ = 10 wykonuja̧c operacje na liczbach
(cyfrach dziesiȩtnych),0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Natomiast w systemie binarnym uzupe lniamy
do podstawy ρ = 2 wykonuja̧c operacje na liczbach (cyfrach binarnych) 0, 1.

1.4.6 Binarne dodawanie

Tabliczka binarnego dodawania

+ 0 1

0 0 1

1 1 (10)2

Binarna suma
0 + 0 = 0
0 + 1 = 1
1 + 0 = 1
1 + 1 = (10)2 = 1 ∗ 21 + 0 ∗ 20

Dodawanie binarne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.20 Wykonaj dodawanie binarne liczb dziesiȩtnych 5 i 3

Liczba dziesiȩtna 5 w zapisie binarnym 5 = (101)2, liczba dziesiȩtna 3 w zapisie binarnym
3 = (11)2.
Wykonujemy pisemne binarne dodawanie 101+11, stosuja̧c tabliczkȩ binarnego dodawania.

101
+ 11

− − −
1000

Sprawdzenie:

5 + 3 = (101)2 + (11)2 = (1000)2 = 1 ∗ 23 + 0 ∗ 22 + 0 ∗ 21 + 0 ∗ 20 = 8.

Przyk lad 1.21 Wykonaj dodawanie binarne liczb dziesiȩtnych 5 i 3

Liczba dziesiȩtna 5 w zapisie binarnym 5 = (101)2, liczba dziesiȩtna 3 w zapisie binarnym
3 = (11)2.
Wykonujemy pisemne binarne dodawanie 101+11, stosuja̧c tabliczkȩ binarnego dodawania.

101
+ 11

− − −
1000

Sprawdzenie:

5 + 3 = (101)2 + (11)2 = (1000)2 = 1 ∗ 23 + 0 ∗ 22 + 0 ∗ 21 + 0 ∗ 20 = 8.
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1.4.7 Binarne odejmowanie

Tabliczka binarnego odejmowania

- 0 1

1 0 -1
1 1 0

Binarna rȯżnica
0 − 0 = 0
0 − 1 = −1
1 − 0 = 1
1 − 1 = 0

Odejmowanie binarne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.22 Wykonaj dodawanie binarne liczb dziesiȩtnych 5 i 3

Liczba dziesiȩtna 5 w zapisie binarnym 5 = 101)2, liczba dziesiȩtna 3 w zapisie binarnym
3 = (11)2.
Wykonujemy pisemne binarne odejmowanie (101)2 − (11)2, stosuja̧c tabliczkȩ binarnego
odejmowania.

101
− 11

− − −
10

Sprawdzenie:

5 − 3 = (101)2 − (11)2 = (10)2 = 1 ∗ 21 + 0 ∗ 20 = 2.

1.4.8 Binarne mnożenie

Tabliczka binarnego mnożenia

* 0 1

0 0 0
1 0 1

Binarny iloczyn

0 ∗ 0 = 0
0 ∗ 1 = 0
1 ∗ 0 = 0
1 ∗ 1 = 1

Mnożenie binarne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.23 Wykonaj mnożenie binarne liczb dziesiȩtnych 5 i 3

Liczba dziesiȩtna 5 w zapisie binarnym 5 = (101)2, liczba dziesiȩtna 3 w zapisie binarnym
3 = (11)2.
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Wykonujemy pisemne binarne mnożenie (101)2∗(11)2, stosuja̧c tabliczkȩ binarnego mnożenia
i dodawania.

101
∗ 11
− −−

101
101

− −−
1111

Sprawdzenie:

5 ∗ 3 = (101)2 ∗ (11)2 = (1111)2 = 1 ∗ 23 + 1 ∗ 22 + 1 ∗ 21 + 1 ∗ 20 = 15.

1.4.9 Binarne dzielenie

Dzielenie binarne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.24 Wykonaj dzielenie binarne liczb dziesiȩtnych 15 podziel przez 3

Liczba dziesiȩtna 5 w zapisie binarnym 15 = (1111)2, liczba dziesiȩtna 3 w zapisie binarnym
3 = (11)2.
Wykonujemy pisemne binarne dzielenie (101)2 : (11)2, stosuja̧c tabliczkȩ binarnego dzielenia
i dodawania.

101
−− −− −−

1111 : 11
11

−−
= 11

11
−− −

=

Sprawdzenie:

5 : 3 = (101)2 : (11)2 = (101)2 = 1 ∗ 22 + 0 ∗ 21 + 1 ∗ 20 = 5.

1.5 Liczby binarne parzyste i nieparzyste

Podobnie jak w systemie dziesiȩtnym, liczby binarne parzyste i nie parzyste poznajemy
po cyfrze jedności. Mianowicie, jeżeli cyfra jedności liczby binarnej jest rȯwna 0 to liczba
binarna jest parzysta, w przeciwnym przypadku, jeżeli cyfra jedności liczby binarnej jest 1
to liczba binarna jest nieparzysta.

1.5.1 Liczby binarne parzyste

1. Liczby binarne parzyste maja̧ cyfry jedności 0.
Na przk lad liczby binarne

10, 110, 1010, 110110, 111110110

maja̧ cyfrȩ jedności 0, dlatego sa̧ parzyste.
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2. Liczby binarne parzyste sa̧ podzielne przez binarne 10, zatem maja̧ ogȯlna̧ postać 2

n = 10 ∗ k, dla k = 0, 10, 100, 110, 1000, ...;

Na przyk lad
k = 0, n = 10 ∗ 0 = 0,
k = 1, n = 10 ∗ 1 = 10,
k = 10, n = 10 ∗ 10 = 100,
· · · · · · · · · · · · · · ·
k = 1000, n = 1000 ∗ 100 = 10000,

3. Suma, rȯżnica i iloczyn liczb binarnych parzystych jest liczba̧ binarna̧ parzysta̧
Na przyk lad:

a = 1000, b = 110,

a + b = 1000 + 110 = 1110,

a − b = 1000 − 110 = 10,

a ∗ b = 1000 ∗ 110 = 110000

1.5.2 Liczby binarne nieparzyste

W lasności liczb binarnych nieparzystych

1. Liczby binarne nieparzyste maja̧ cyfrȩ jedności 1.
Na przk lad liczby binarne

1 11, 111, 1011, 110111, 111110111

maja̧ odpowiednio cyfrȩ jedności 1.

2. Liczby binarne nieparzyste maja̧ ogȯlna̧ postać

n = (10)2 ∗ k + 1, lub n = (10)2 ∗ k − 1, dla k = 0, 10, 100, 110, 1000, ...;

Na przyk lad

k = 0, n = 10 ∗ 0 + 1 = 1, lub n = 10 ∗ 0 − 1 = −1
k = 1, n = 10 ∗ 1 + 1 = 11, lub n = 10 ∗ 1 − 1 = 1
k = 10, n = 10 ∗ 10 + 1 = 101, lub n = 10 ∗ 10 − 1 = 11
k = 1000, n = 10 ∗ 1000 + 1 = 10001, lub n = 10 ∗ 1000 − 1 = 1111
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

3. Suma lub rȯżnica dwȯch liczb binarnych nieparzystych jest liczba̧ parzysta̧.

101 + 11 = 1000, 101 − 11 = 10

Podaj inny przyk lad.

4. Iloczyn liczb binarnych nieparzystych jest liczba̧ nieparzysta̧
Na przyk lad:

101 ∗ 11 = 1111, 111 ∗ 101 = 100011

Podaj inny przyk lad.

2Tutaj binarne liczby (10)2 = 10, 110 = (110)2, 1010 = (1010)2 itd...; piszemy bez nawiasȯw
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5. Natomiast suma liczby binarnej nieparzystej i liczby binarnej parzystej jest liczba̧
nieparzysta.

Na przyk lad

6.
101 + 110 = 1011.

Podaj inny przyk lad

7. Podobnie, rȯżnica liczby binarnej nieparzystej i liczby binarnej parzystej jest licba̧nieparzysta̧.
Na przyk lad

8.
111 − 100 = 11

Podaj inny przyk lad.

1.5.3 Przyk lady

Zadanie 1.21 Suma dwȯch kolejnych liczb binarnych nieparzystych rȯwna jest (100000)2.
Znajdż te liczby binarne.

Rozwia̧zanie:

Dwie kolejne liczby binarne nieparzyste to

(10)2 ∗ n − 1, (10)2 ∗ n + 1

Ich suma 3

(10 ∗ n − 1) + (10 ∗ n + 1) = 100 ∗ n = 100000

Obliczamy n:

100 ∗ n = 100000, to n = 100000 : 100 = 1000

Obliczmy dwie kolejne liczby nieparzyste

10 ∗ n − 1 = 10 ∗ 1000 − 1 = 1111, 10 ∗ n + 1 = 10 ∗ 1000 + 1 = 1001.

Sprawdzenie w systemie binarnym:

(10 ∗ n − 1) + (10 ∗ n + 1) = 10 ∗ 1111 + 10 ∗ 1001 = 11110 + 10010 = 100000

Sprawdź rozwia̧zanie w systemie dziesiȩtnym.

Zadanie 1.22 Suma trzech kolejnych liczb binarnych parzystych rȯwna jest (11000)2. Znajdż
te liczby.

Rozwia̧zanie:
Kolejne trzy liczby binarne parzyste to

10 ∗ n − 10, 10 ∗ n, 10 ∗ n + 10.

Ich suma
(10 ∗ n − 10) + (10 ∗ n) + (10 ∗ n + 10) = 110 ∗ n = (11000)2.

3Tutaj pomijamy nawias 10 ≡ (102
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Obliczamy n:

110 ∗ n = 11000, n = 11000 : 110 = 100.

Obliczmy trzy kolejnych liczb binarne parzyste

10 ∗ n − 10 = 10 ∗ 100 − 10 = 110,

10 ∗ n = 10 ∗ 100 = 1000,

10 ∗ n + 10 = 10 ∗ 100 + 10 = 1010,

Sprawdzenie:
(110)2 + (1000)2 + (1110)2 + (1010)2 = (11000)2.

Sprawdź rozwia̧zanie w systemie dziesiȩtnym.

Zadanie 1.23 Oblicz sumȩ liczb binarnych

S1010 = 1 + 10 + 11 + 110 + 101 + 110 + 111 + 1000 + 1001 + 1010

używaja̧c tylko jednej operacji mnożenia binarnego i jednej operacji dzielenia binarnego.

Rozwia̧zanie:

Zapiszmy sk ladniki sumy w odwrotnej kolejności i dodajmy stronami rȯwności, jak niżej:

S1010 = 1 + 10 + 11 + 110 + 101 + 110 + 111 + 1000 + 1001 + 1010

S10 = 1010 + 1001 + 1000 + 111 + 110 + 101 + 100 + 11 + 10 + 1

− −− ... −− −− −− −− −− −− −− −− −

10 ∗ S1010 = 1011 + 1011 + 1011 + 1011 + 1011 + 1011 + 1011 + 1011 + 1011 + 1011
︸ ︷︷ ︸

1010 skladnikow sumy

Ska̧d obliczmy sumȩ S1010 używaja̧c jednej operacji binarnego mnożenia i jednej operacji
binarnego dzielenia.

(10)2 ∗ S1010 = (1010)2 ∗ (1011)2 = (1101110)2

S1010 = (1101110)2 : (10)2 = (11111)2

Sprawdź rozwia̧zanie w systemie dziesiȩtnym.

1.5.4 Zadania

Zadanie 1.24 Przelicz liczby dziesiȩtne na liczby binarne stosuja̧c algorytm przeliczania.

(a) x = 53

(b) x = 1025

Sprawdź otrzymane wyniki przeliczenia.

Zadanie 1.25 .
(a) Przelicz liczby dziesiȩtne 513 i 25 na liczby binarne. Sprawdź wynik

przeliczenia.
(b) Dodaj liczby binarne

(1000000001)2 + (100001)2



25

Zadanie 1.26 .
(a) Przelicz liczby dziesiȩtne 256 i 16 na liczby binarne. Sprawdź wynik

przeliczenia.
(b) Odejmij liczby binarnych

(100000000)2 − (1000)2

Sprawdź wynik odejmowanie.

Zadanie 1.27 .
(a) Przelicz liczby dziesiȩtne 129 i 3 na liczby binarne. Sprawdż wynik

przeliczenia.
(b) Pomnȯż liczby 129 i 3 w systemie binarnym Sprawdź wynik mnożenia.

Zadanie 1.28 .
(a) Przelicz liczby dziesiȩtne 63 i 3 na liczby binarne. Sprawdź wynik

przeliczenia.
(b) Podziel liczbȩ 63 przez liczbȩ 3 w systemie binarnym Sprawdź wynik dzielenia.

Zadanie 1.29 Ile jest rȯżnych liczb binarnych trzycyfrowych?

Zadanie 1.30 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego zachowuja̧c kolejność operacji do-
dawania,odejmowania, mnożenia i dzielenia.

(10)2 ∗ (101)2 + (11)2 ∗ (101)2 − (110)2 : (10)2

Zadanie 1.31 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego zachowuja̧c kolejność operacji aryt-
metycznych z nawiasami.

(a)
(100)2 ∗ ((10)2 ∗ (101)2 + (11)2 ∗ (101)2).

(b)
(10)2 ∗ ((110)2 : (10)2 − (1000)2 : (100)2)

Zadanie 1.32 Suma piȩciu kolejnych liczb binarnych parzystych rȯwna jest (100100)2. Znajdż
te liczby.

Zadanie 1.33 Oblicz sumȩ liczb binarnych parzystych

S10100 = (10)2 + (100)2 + (110)2 + (1000)2 + (1010)2 + (1100)2+

+ (1110)2 + (10000)2 + (10010)2 + (10100)2

używaja̧c tylko jednej operacji mnożenia binarnego.

1.6 System ȯsemkowy. Octalny

W systemie pozycyjnym ȯsemkowym podstawa ρ = 8. Wielomian jest wyrażeniem alge-
braicznym

an−18n−1 + an−28n−2 + · · ·+ a181 + a080 = (an−1an−2...a1a0)8

Cyfry systemu ȯsemkowego to liczby

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
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Zatem, wspȯ lczynniki systemu ȯsemkowego 4

(α0, α1, · · · , αn−1)8

przyjmuja̧ wartoći 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Na przyk lad, liczba ȯsemkowa x = (α3α2α1α0)8 = (1257)8 ma
ilość jedności 80 = 1, α0 = 7,
ilość ȯsemek 81, α1 = 5,
ilość kwadratȯw ȯsemek 82, α2 = 2
ilość kubikȯw ȯsemek 83, α3 = 1.
Zauważmy, że w systemie dziesiȩtnym podstawa̧ jest liczba 10. W systemie dziesiȩtnym
piszemy liczby używaja̧c 10-ciu cyfr

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Natomiast w systemie ȯsemkowym podstawa̧ jest liczba 8. W ȯsemkowym systemie jest
osiem cyfr

0, 1, 3, 4, 5, 6, 7

ktȯre sa̧ jednocześnie liczbami jednocyfowymi ȯsemkowymi.
Liczby ȯsemkowe dwucyfrowe piszemy w ogȯlnej postaci

a1 ∗ 8 + a0 = (a1a0)8

gdzie cyfra̧ ȯsemek jest wspȯ lczynnik a1, cyfra̧ jedności jest wspȯ lczynnik a0

Przyk lad 1.25 Liczba ȯsemkowa x = (65)8

6 ∗ 8 + 5 ∗ 80 = (65)8.

Tytaj cyfra̧ ȯsemek jest wspȯ lczynnik a1 = 6, cyfra jedności wspȯ lczynnik a0 = 5. Wartość
tej liczby ȯsemkowej w zapisie dziesiȩtnym jest rȯwna 53.
Rzeczywiście, obliczmy wartość dziesiȩtna̧ liczby ȯsemkowej (65)8

(65)8 = 6 ∗ 8 + 5 ∗ 1 = 53

Liczby ȯsemkowe trzycyfrowe piszemy w ogȯlnej postaci

a2 ∗ 82 + a1 ∗ 81 + a0 ∗ 80 = (a2a1a0)2

gdzie kolejne potȩgi ȯsemki

8 ∗ 8 = 82, 81 = 8, 80 = 1.

Przyk lad 1.26 Na przyk lad liczbȩ ȯsemkowa̧ x = (256)8 w ogȯlnym zapisie piszemy

a2 ∗ 82 + a1 ∗ 81 + a0 ∗ 80 = (a2a1a0)2,

2 ∗ 82 + 5 ∗ 81 + 6 ∗ 80 = (256)8,

gdzie cyfra ȯsemkowa a2 = 2 jest wpȯ lczynnikiem przy 82,
cyfra ȯsemkowa a1 = 5 jest wpȯ lczynnikiem przy 8,
cyfra ȯsemkowa jedności a0 = 6.
Wartość tej liczby w systemie dziesiȩnym

(256)8 = 2 ∗ 22 + 5 ∗ 81 + 6 ∗ 80 = 174

4Liczby oktalne piszemy (α0, α1, · · · , αn−1)8 w nawiasie z ideksem na dole 8
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Ogȯlnie liczby n-cyfrowe w pozycyjnym systemie ȯsemkowym zapisujemy jako wspȯ lczynniki
wyrażenia algebraicznego

an−18n−1 + an−28n−2 + · · · + a181 + a0 ∗ 80 = (an−1an−2...a1a0)8

Przyk lad 1.27 Niech n = 5, wtedy liczbȩ ȯsemkowa̧ czterocyfowa̧ x = (1024)8.
piszemy w postaci wyrażenia arytmetycznego

1 ∗ 83 + 0 ∗ 82 + 2 ∗ 81 + 4 ∗ 80 = (1024)8

gdzie wpsȯ lczynnik przy 83 jest rȯwny a3 = 1,
wpsȯ lczynnik przy 82 jest rȯwny a2 = 0,
wpsȯ lczynnik przy 81 jest rȯwny a1 = 2,
wpsȯ lczynnik jedności przy 80 jest rȯwny a0 = 4,
Obliczmy wartość dziesiȩtna̧ tej liczby

1 ∗ 83 + 0 ∗ 82 + 2 ∗ 81 + 4 ∗ 80 = 512 + 16 + 4 = 536

1.6.1 Przeliczanie liczb dziesiȩtnym na liczby ȯsemkow

Każda̧ liczbȩ dziesiȩtna̧ można przeliczyć na liczbȩ ȯsemkowa̧, oktalna̧. Tak jak dla systemu
binarnego to przeliczanie jest proste. Mianowicie, dzielimy liczbȩ dziesiȩtna̧ przez 8 i zapisu-
jemy resztȩ. Nastȩpnie czȩść ca lkowita̧ tego dzielenia dzielimy przez 8 i zapisujemy resztȩ.
Dalej kontynuujemy dzielenie czȩści ca lkowitych przez 8 zapisuja̧c ich reszty tak d lugo aż w
wyniku dzielenia przez 8 otrzymamy czȩść ca lkowita̧ rȯwna̧ 0.
Liczbȩ ȯsemkowa̧ otrzymujemy pisza̧c reszty z dzielenia w kolejności zaczynaja̧c od ostatniej
reszty i kończa̧c na pierwszej reszcie jako cyfrze ȯsemkowej jedności. Zobaczmy przeliczanie
liczb dziesiȩtnych na ȯsemkowe na przyk ladach.

Przyk lad 1.28 Przelicz liczbȩ dziesiȩtna̧ x = 38 na liczbȩ ȯsemkowa̧

Wykonujemy dzielenia liczby dziesiȩtnej x = 38 przez 8

38

8
= 4 +

6

8
reszta r0 = 6 bo 38 = 8 ∗ 4 + 6

4

8
= 0 reszta r1 = 4 bo 4 = 0 + 4 ∗ 1

Pisza̧c reszty w kolejności od ostatniej do pierwszej otrzymamy liczbȩ ȯsemkowa̧

x = (r1r0)8 = (46)8

Powtȯrzmy kolejne dzielenia liczby 38 przez 8 wed lug innego stosowanego schematu

Liczba x/2 | Reszta z dzielenia przez 2
====== = ================
38/8 = 4 | 6
4/8 = 0 | 4

W wyniku otrzymujemy liczbȩ ȯsemkowa̧ pisza̧c reszty w kolejności od ostatniej do pier-
wszej

x = (46)8

Sprawdzenie:

x = (46)8 = 4 ∗ 8 + 6 ∗ 80 = 8 + 1 = 38.
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1.6.2 Schemat ogȯlny przeliczania liczb z sytemu dziesiȩtnego na

ȯsemkowy

Podobnie jak w wyżej w podanych przyk ladach, w schemacie ogȯlnym dzielimy liczbȩ
dziesiȩtna̧ x przez 8.

x

2
= k0 +

r0

2
, x = 2 ∗ k0 + r0

gdzie k0 to ca lość i r0 to reszta z dzielenia x przez 8

1.6.3 Algorytm

Zapiszmy powyższe kolejne dzielenia przez 8 w nastȩpuja̧cym schemacie

Liczba x | Reszta
========== | ====
x/8 = k0 + r0/8 | r0

k0/8 = k1 + r1/8 | r1

k1/8 = k2 + r2/8 | r2

k2/8 = k3 + r3/8 | r3

· · · | · · ·
km−2/8 = km−1 + rm−1/8 | rm−1

km−1/8 = 0 + rm/8 | rm

W wyniku otrzymujemy liczbȩ ȯsemkowa̧ pisza̧c reszty w kolejności od ostatniej do pierwszej

x = (rmrm−1rm−2...r1r0)8

1.6.4 Dowȯd Alegorytmu

5 Zauważmy, że wyżej podany algorytm prowadzi do przeliczenia liczby dziesiȩtnej x na
liczbȩ ȯsmkowa̧.
Z tego algorytmu znajdujemy

x = 8k0 + r0 | k0 = 8k1 + r1

= 83k2 + 82r2 + 8r1 + r0 | k2 = 8k3 + r3

= 84k3 + 83r3 + 82r2 + 8r1 + r0 | k3 = 8k4 + r4

· · · · · · · · · · · · · · · | · · · · · · · · ·
= 8m−1km−2 + 8m−2rm−2 + · · · + 82r2 + 8r1 + r0 | km−2 = 8km−1 + rm−1

= 8mkm + 8m−1rm−1 + · · · + 82r2 + 8r1 + r0 | km−1 = 8km + rm

= 8mrm + 8m−1rm−1 + · · · + 82r2 + 8r1 + r0 | km = rm

= (rmrm−1rm−2...r2r1r0)8 |

Zastosujmy powyższy algorytm przeliczaja̧c liczbȩ dziesiȩtna̧ x = 256 na ȯsemkowa̧.

Liczba x/8 | Reszta z dzielenia przez 8
====== = ================
256/8 = 32 | 0
32/8 = 4 | 0
4/8 = 0 | 4

5Dowȯd można pomina̧ć. Zanajomość dowodu algorytmu jest nie konieczna w przeliczaniu
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W wyniku otrzymujemy liczbȩ ȯsemkowa̧ pisza̧c reszty z powyższej tabeli w kolejności od
ostatniej do pierwszej

x = 256 = (400)8

Sprawdzenie:

x = (400)8 = 4 ∗ 82 + 0 ∗ 81 + 0 ∗ 80 = 256.

1.6.5 Operacje arytmetyczne w systemie ȯsemkowym

Operacje arytmetyczne w systemie ȯsemkowym dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzie-
lenie wykonujemy w podobny sposȯb jak w systemie dziesiȩtnym. Przypominamy, że w
systemie dziesiȩtnym uzupe lniamy do podstawy ρ = 10 wykonuja̧c operacje na liczbach
(cyfrach dziesiȩtnych),0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Podobnie w systemie binarnym uzupe lniamy
do podstawy ρ = 2 wykonuja̧c operacje na liczbach (cyfrach binarnych) 0, 1.

1.6.6 Oktalne dodawanie

Tabliczka oktalnego dodawania

Dodawanie oktalnego

+ 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 1 2 3 4 5 6 7
1 1 2 3 4 5 6 7 10
2 2 3 4 5 6 7 10 11
3 3 4 5 6 7 10 11 12
4 4 5 6 7 10 11 12 13
5 5 6 7 10 11 12 13 14
6 6 7 10 11 10 13 14 15
7 7 10 11 12 13 14 15 16

Dodawanie ȯsemkowe wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.29 Wykonaj dodawanie ȯsemkowe liczb dziesiȩtnych 25 i 13

Liczba dziesiȩtna 25 w zapisie oktalnym 25 = (31)8, liczba dziesiȩtna 13 w zapisie oktalnym
13 = (15)8.
Wykonujemy pisemne ȯsemkowe dodawanie (31)8 + (13)8, stosuja̧c tabliczkȩ ȯsemkowego
dodawania.

31
+ 15

−−
46

Sprawdzenie:

(46)8 = 4 ∗ 8 + 6 ∗ 80 = 38.

1.6.7 Oktalne odejmowanie

Tabliczka oktalnego odejmowania
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Odejmowanie oktalne
- 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7
1 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 -6
2 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5
3 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4
4 4 3 2 1 0 -1 -2 -3
5 5 4 3 2 1 0 -1 -2
6 6 5 4 3 2 1 0 -1
7 7 6 5 4 3 2 1 0

Odejmowanie oktalne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.30 Wykonaj odejmowanie oktalne liczb dziesiȩtnych 9 i 8

Liczba dziesiȩtna 9 w zapisie oktalnym 8 = (11)8, liczba dziesiȩtna 8 w zapisie oktalnym
8 = (10)8.
Wykonujemy pisemne oktalne odejmowanie (11)8 − (10)8, stosuja̧c tabliczkȩ oktalnego ode-
jmowania.

11
− 10

− − −
1

Sprawdzenie:

9 − 8 = (11)8 − (10)8 = (1)8 = 1.

1.6.8 Oktalne mnożenie

Tabliczka oktalnego mnożenia

Mnożenie oktalne

* 1 2 3 4 5 6 7
1 1 2 3 4 5 6 7
2 2 4 6 10 12 14 16
3 3 6 11 14 17 22 25
4 4 10 14 20 24 30 34
5 5 12 17 20 31 36 43
6 6 14 22 24 31 36 52
7 7 16 25 34 43 52 61

Mnożenie oktalne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.31 Wykonaj mnożenie oktalne liczb dziesiȩtnych 9 i 15

Liczba dziesiȩtna 9 w zapisie oktalnym 9 = (11)8, liczba dziesiȩtna 15 w zapisie oktalnym
15 = (17)8.
Wykonujemy pisemne binarne mnożenie (11)8∗(17)8, stosuja̧c tabliczkȩ oktalnego mnożenia
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i dodawania.

17
∗ 11
− −−

17
17

− −−
207

Sprawdzenie:
Mnożenie liczb dziesiȩtnych

9 ∗ 15 = 135

Mnożenie liczb oktalnych

(11)8 ∗ (17)8 = (207)8
(207)8 = 2 ∗ 82 + 0 ∗ 81 + 7 ∗ 80 = 2 ∗ 64 + 7 = 135

1.6.9 Oktalne dzielenie

Dzielenie oktalne wyjaśniamy na przyk ladach

Przyk lad 1.32 Wykonaj dzielenie oktalne liczb dziesiȩtnych 45 podziel przez 3

Liczba dziesiȩtna 45 w zapisie oktalnym 45 = (55)8, liczba dziesiȩtna 3 w zapisie oktalnym
3 = (3)3.
Wykonujemy pisemne oktalne dzielenie (17)8 : (3)8.

17
−− −

55 : 3
−3
−−

25
25

−− −−
=

Sprawdzenie:

45 : 3 = 15
(55)8 : (3)8 = (17)8 = 1 ∗ 8 + 7 = 15.

1.7 Liczby oktalne parzyste i nieparzyste

Podobnie jak w systemie dziesiȩtnym, liczby oktalne parzyste i nie parzyste poznajemy po
cyfrze jedności. Mianowicie, jeżeli cyfra jedności liczby oktalnej jest rȯwna 0 lub 2 lub 4
lub 6 to liczba oktalna jest parzysta, w przeciwnym przypadku, jeżeli cyfra jedności liczby
oktalnej jest 1 lub 3 lub 5 lub 7 to liczba oktalna jest nieparzysta.
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1.7.1 Liczby oktalne parzyste

1. Liczby oktalne parzyste maja̧ cyfry jedności 0.
Na przk lad liczby oktalne

0, 2, 4, 6, 10, 12, 14, 16, 20, 22, 24

maja̧ cyfrȩ jedności 0, 2 4, 6, dlatego sa̧ parzyste.

2. Liczby oktalne parzyste sa̧ podzielne przez oktalna̧ 2, zatem maja̧ ogȯlna̧ postać 6

n = 2 ∗ k, dla k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 12, 14, ...;

Na przyk lad
k = 0, n = 2 ∗ 0 = 0,
k = 1, n = 2 ∗ 1 = 2,
k = 2, n = 2 ∗ 2 = 4,
k = 3, n = 2 ∗ 3 = 6,
k = 4, n = 2 ∗ 4 = 10,
k = 5, n = 2 ∗ 5 = 12,
· · · · · · · · · · · · · · ·

3. Suma, rȯżnica i iloczyn liczb oktalnych parzystych jest liczba̧ oktalna̧ parzysta̧
Na przyk lad:

a = (12)8, b = (36)8,

a + b = (12)8 + (36)8 = (50)8,

a − b = (12)8 − (50)8 = −(24)8,

a ∗ b = (12)8 ∗ (36)8 = (454)8

1.7.2 Liczby oktalne nieparzyste

W lasności liczb oktalnych nieparzystych

1. Liczby oktalne nieparzyste maja̧ cyfry jedności 1 lub 3 lub 5 lub 7.
Na przk lad liczby binarne

1 23, 35, 47, 121, 123, 125, 127

maja̧ odpowiednio cyfry jedności 1, 3 5 7 1, 3 5 7..

2. Liczby pktalne nieparzyste maja̧ ogȯlna̧ postać

n = (2)8 ∗ k + 1, lub n = (2)8 ∗ k − 1, dla k = 0, 1, 2, 3, 4, ...;

Na przyk lad

k = 0, n = 2 ∗ 0 + 1 = 1, lub n = 2 ∗ 0 − 1 = −1
k = 1, n = 2 ∗ 1 + 1 = 3, lub n = 2 ∗ 1 − 1 = 1
k = 2, n = 2 ∗ 2 + 1 = 5, lub n = 2 ∗ 2 − 1 = 3
k = 3, n = 2 ∗ 3 + 1 = 7, lub n = 2 ∗ 3 − 1 = 5
k = 4, n = 2 ∗ 4 + 1 = 11, lub n = 2 ∗ 4 − 1 = 7
k = 5, n = 2 ∗ 5 + 1 = 13, lub n = 2 ∗ 5 − 1 = 11
k = 6, n = 2 ∗ 6 + 1 = 15, lub n = 2 ∗ 6 − 1 = 13
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

6Tutaj oktalne liczby (1)8 = 1, (2)8 = 2, (3)8 itd...; piszemy bez nawiasȯw
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3. Suma lub rȯżnica dwȯch liczb oktalnych nieparzystych jest liczba̧ parzysta̧.

(13)8 + (11)8 = (24)8, (13)8 − (11)8 = 2

Podaj inny przyk lad.

4. Iloczyn liczb oktalnych nieparzystych jest liczba̧ nieparzysta̧
Na przyk lad:

(13)8 ∗ (11)8 = (143)8,

Podaj inny przyk lad.

5. Natomiast suma liczby oktalnej nieparzystej i liczby oktalnej parzystej jest liczba̧
nieparzysta.

Na przyk lad

6.

(26)8 + (15)8 = (43)8.

Podaj inny przyk lad

7. Podobnie, rȯżnica liczby binarnej nieparzystej i liczby binarnej parzystej jest licba̧nieparzysta̧.
Na przyk lad

8.

(26)8 − (15)8 = (11)8

Podaj inny przyk lad.

1.7.3 Przyk lady

Zadanie 1.34 Przelicz liczby dziesiȩtne na liczby oktalne

(a) x=100

(b) y=500

Rozwia̧zanie (a):
Dzielimy liczbȩ dziesiȩtna̧ 100 przez 8 wed lug schematu

Liczba x/8 | Reszta z dzielenia przez 8
====== = ================
100/8 = 12 | 4
12/8 = 1 | 4
1/8 = 0 | 1

Zapis oktalny liczby dziesiȩtnej x = 100 otrzymamy pisza̧c reszty tego dzielenie od ostatniej
do pierwszej

x = (144)8

Sprawdzenie:

x = (144)8 = 1 ∗ 82 + 4 ∗ 8 + 4 = 64 + 32 + 4 = 100
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Rozwia̧zanie (b):
Dzielimy liczbȩ dziesiȩtna̧ 500 przez 8 wed lug schemtatu

Liczba x/8 | Reszta z dzielenia przez 8
====== = ================
500/8 = 62 | 4
62/8 = 7 | 6
7/8 = 0 | 7

Zapis oktalny liczby dziesiȩtnej x = 500 otrzymamy pisza̧c reszty tego dzielenie od ostatniej
do pierwszej

x = (764)8

Sprawdzenie:

x = (764)8 = 7 ∗ 82 + 6 ∗ 8 + 4 = 64 + 32 + 4 = 448 + 48 + 4 = 500

Zadanie 1.35 Suma dwȯch kolejnych liczb oktalnych nieparzystych rȯwna jest (500)8. Znajdż
te liczby binarne.

Rozwia̧zanie:

Dwie kolejne liczby oktalne nieparzyste to

(2)8 ∗ n − 1, (2)8 ∗ n + 1

Ich suma 7

(2 ∗ n − 1) + (2 ∗ n + 1) = 4 ∗ n = 500

Obliczamy n:

4 ∗ n = 500, to n = 500 : 4 = 120

Obliczmy dwie kolejne liczby nieparzyste oktalne

(2)8 ∗ n − 1 = (2)8 ∗ (120)8 − 1 = (237)8,

(2)8 ∗ n + 1 = (2)8 ∗ (1208 + 1 = (241)8.

Sprawdzenie w systemie oktalnym:

(2)8 ∗ n − 1) + ((2)8 ∗ n + 1) = (237)8 + (241)8 = (500)8

Sprawdż rozwia̧zanie w systemie dziesiȩtnym.

Zadanie 1.36 Suma trzech kolejnych liczb oktalnych parzystych rȯwna jest (52)8. Znajdż
te liczby.

Rozwia̧zanie:
Kolejne trzy liczby oktalne parzyste to

(2)8 ∗ n − (2)8, (2)8 ∗ n, (2)8 ∗ n + (2)8.

Ich suma
[(2)8 ∗ n − (2)8] + (2)8 ∗ n + [(2)8 ∗ n + (2)8] = (6)8 ∗ n = (52)8.

7Tutaj pomijamy nawias 2 ≡ (2)8 wykonuja̧c operacje na liczbach oktalnych
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Obliczamy n:

(6)8 ∗ n = (52)8, n = (52)8 : (6)8 = (7)8.

Obliczmy trzy kolejnych liczb binarne parzyste

(2)8 ∗ n − (2)8 = (2)8 ∗ (7)8 − (2)8 = (14)8,

(2)8 ∗ n = (2)8 ∗ (7)8 = (16)8,

(2)8 ∗ n + (2)8 = (2)8 ∗ (7)8 + (2)8 = (20)8.

Sprawdzenie:
(14)8 + (16)8 + (20)8 = (52)8.

Sprawdź rozwia̧zanie w systemie dziesiȩtnym.

Zadanie 1.37 Oblicz sumȩ liczb oktalnych

S20 = 10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15 + 20

używaja̧c tylko jednej operacji mnożenia oktalnego i jednej operacji dzielenia oktalnego.

Rozwia̧zanie:

Zapiszmy sk ladniki sumy w odwrotnej kolejności i dodajmy stronami sk ladniki sumy wykonuja̧c
dodawanie oktalne na liczbach oktalnych, jak niżej:

S20 = 10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16 + 17 + 20

S20 = 20 + 17 + 16 + 15 + 14 + 13 + 12 + 11 + 10

−− − · −− −− −− −− −− −− −− −− −

2 ∗ S20 = 30 + 30 + 30 + 30 + 30 + 30 + 30 + 30 + 30
︸ ︷︷ ︸

(11)8 oktalnych skladnikow sumy

Ska̧d obliczmy sumȩ S20 używaja̧c jednej operacji oktalnego mnożenia i jednej operacji
oktalnego dzielenia.

(2)8 ∗ S20 = (11)8 ∗ (36)8 = (416)8

S20 = (416)8 : (2)8 = (207)8

Sprawdź rozwia̧zanie w systemie dziesiȩtnym.

1.7.4 Zadania

Zadanie 1.38 Przelicz liczby dziesiȩtne na liczby oktalne stosuja̧c algorytm oktalnego przelicza-
nia.

(a) x = 53

(b) x = 1025

Sprawdź otrzymane wyniki przeliczenia w systemie oktalnym i systemie dziesiȩtnym.

Zadanie 1.39 .
(a) Przelicz liczby dziesiȩtne 513 i 25 na liczby oktalne.
(b) Dodaj liczby oktalne

(1003)8 + (10005)8

Sprawdź wynik dodawania w systemie oktalnym i dziesiȩtnym
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Zadanie 1.40 .
(a) Przelicz liczby dziesiȩtne 256 i 16 na liczby oktalne.
(b) Odejmij liczby oktalnych

(10005)8 − (1003)8

Sprawdź wynik odejmowanie w systemie oktalnym i dziesiȩtnym.

Zadanie 1.41 .
(a) Przelicz liczby dziesiȩtne 129 i 3 na liczby binarne.
(b) Pomnȯż liczby 129 i 3 w systemie oktalnym Sprawdź wynik mnożenia w systemie
oktalnym i dziesieȩtnym.

Zadanie 1.42 Ile jest rȯżnych liczb oktalnych dwucyfrywych?

Zadanie 1.43 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego liczb oktalnych zachowuja̧c kole-
jność operacji dodawania,odejmowania, mnożenia i dzielenia.

(10)8 ∗ (11)8 + (12)8 ∗ (13)8 − (14)8 : (4)8

Zadanie 1.44 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego zachowuja̧c kolejność operacji aryt-
metycznych z nawiasami.

(a)
(2)8 ∗ [(10)8 ∗ (11)8 + (11)8 ∗ (12)8].

(b)
(3)8 ∗ [(160)8 : (10)8 − (20)8 : (100)8]

Sprawdź wynik oktalnych obliczeń w systemie dziesiȩtnym.

Zadanie 1.45 Suma trzech kolejnych liczb oktalnych parzystych rȯwna jest (14)8. Znajdż
te liczby.

Zadanie 1.46 Oblicz sumȩ liczb oktalnych nieparzystych

S23 = (11)8 + (13)8 + (15)8 + (17)8 + (21)8 + (23)8

używaja̧c tylko jednej operacji mnożenia oktalnego.


