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Chapter 1

Statystyka opisowa i

prawdopodobieństwo

Pierwszym i ważnym etapem opracowań statystycznych jest zbieranie i prezetacja danych.
Najważniejsze dane statystyczne podawane sa̧ w każdym roku przez G lówny Urza̧d Statysty-
czny (GUS) z siedziba̧ w Warszawie. Dotycza̧ one informacji o ludności w Polsce, dane o
wzorście w przemys le i rolnictwie, w ekonowmi i finansach. Te dane stanowia̧ ważna̧ infor-
macjȩ dla planowania i administracji państwa. Oprócz tego dane statystyczne zbierane sa̧
w ankietach z pytaniami o szczególnym znaczeniu. Na przyk lad w sondażach i prognozach
w wyborach do sejmu i w ważnych decyzjach administrcji w których g los spo leczeństwa ma
istotne znaczenie. Zebrane dane statystyczne przedstawiamy w tabelach i ilustrujemy na
diagramach. Stosowane sa̧ różne formy diagramów. Najbardziej powszechne diagramy sa̧ w
formie s lupków lub ko la z zaznaczeniem kolorów lub danych liczbowych lub w procentach.
Zatem diagramy sa̧ prostym i ważnym sposobem prezetacji danych statystycznych.

1.1 Przyk lady danych statystycznych i diagramów

Dane statystyczne zapisujemy w tablicach z opisem ich znaczenia i wartości liczbowych.

Przyk lad 1.1 W zespole szkó l by lo Przedszkole, Szko la Podstawowa, Gimnazjum i Liceum.

W poniżeszej tabeli zebrano informacje dotycza̧ce liczby uczniów

Rodzaj Szko ly Liczba dziewcza̧t Liczba ch lopców RAZEM
Przedszkole (PSz) 150 250 400

Szko la Podstawowa (SzP) 220 210 430
Gimnazjum (Gim) 160 140 300

Liceum (Lic) 110 90 190

W niżej podanych diagramach w formie s lupków i ko la podane sa̧ wykresy dziewcza̧t,
ch lopców i razem uczniów w Przedszlu (Psz), w Szkole Podstawowej (szP), w Gimnazjum
(Gim( i w Liceuam (Lic).
Legenda: Dziewczȩta s lupek pierwszy, ch lopcy s lupek drugi i liczba uczniów raze s lupek
trzeci. Wykresy sa̧ powtórzone dla każdej z czterech szko l. Legenda: Dziewczȩta ko lo pier-
wsze, ch lopcy ko lo drugie i liczba uczniów raze ko lo trzecie. Wykresy sa̧ powtórzone dla
każdej z czterech szko l.
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1.2 Wartość średnia i mediana

Ważnymi parametrami danych statystycznych sa̧ wartość średnia i mediana. Wartość
Średnia Arytmetyczna. Wartościa̧ średnia̧ arytmetyczna̧ danych n liczb a1, a2, ..., an

nazywamy liczbȩ

Srednia Arytmetyczna =
a1 + a2 + · · ·+ an

n

Wartość Średnia Arytmetyczna Ważona. Bardziej ogólnym pojȩciem średniej jest
pojȩcie średniej arytmetycznej ważonej. Mianowicie, niech wagami beda̧ liczby dodatnie
ρ1, ρ2, · · · , ρn takie, że suma

ρ1 + ρ2 + · · · + ρn = 1, ρi > 0, i = 1, 2, ..., n.

Wtedy średnia̧ ważona̧ nazywamy nastȩpuja̧ca̧ sumȩ iloczynów

Srednia Arytmetyczna Wazona = ρ1a1 + ρ2a2 + · · · + ρnan

Istotnie, w przypadku szczególnym, gdy wagi sa̧ równe

ρ1 = ρ2 = · · · = ρn =
1

n

wtedy średnia arytmytyczna ważona jest poprostu średnia̧ arytmetyczna̧.
Mediana. Dla danych statystycznych znajdujemy ich mediane to znaczy wartość, która

leży w środku danych. Mianowicie, w pierwszej kolejności sortujemy dane porza̧dkuja̧c je
od najmiejszej do najwiȩkszej lub od najwiȩkszej do najmieszej. Wtedy liczba, która leży w
równej odleg lości od pocza̧dku i od końca uporza̧dkowanych danych nazywa siȩ mmediana̧.
Może zdażyć siȩ że nie ma takiej jednej liczby, natomiast sa̧ dwie liczby obok siebie, które
leża̧ w tej samaej odleg lości pierwsza od pocza̧dku a druga od końca. Wtedy mediana̧ jest
ich średnia arytmetyczna.
Niżej, wyjaśniamy to na przyk ladach.

Przyk lad 1.2 Rozpatrzmy nastȩpuja̧ce dane:

(i) 2, 1, 6, 8, 3, 2, 10, 12, 11

(ii) 9, 4, 2, 7, 5, 1, 3, 10, 15, 17, 16

Rozwia̧zanie (i). Dane 2, 1, 5, 8, 3, 2, 10, 12, 11 porza̧dkujemy w kierunku rosna̧cym od
najmieszej do najwiȩkszej

o]wnym
1, 2, 2, 3, 6, 8, 10, 11, 12

Zauważamy, że liczba 6 jest odleg la od pocza̧dku o cztery pozycje i od końca również o
cztery pozycje. Zatem liczba 6 jest mediana̧ danych (i).
Rozwia̧zanie (ii). Dane 0,−1, 9, 4, 2, 7, 5, 1, 3, 10, 15, 17, 16 porza̧dkujemy w kierunku rosna̧cym
od najmieszej do najwiȩkszej

−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 15, 16, 17

Zauważamy, że liczba 4 jest odleg la od pocza̧dku o piȩć pozycji, a liczba 5 jest odleg la
od końca również o piȩć pozycji. Zatem mamy dwie liczby w środku danych 4 i 5. Wtedy

mediana̧ jest ich średnia arytmetyczna, to znaczy
4 + 5

2
= 4.5. Odpowiedź: mediana̧ danych

(ii) jest liczba 4.5
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1.2.1 Korelacja danych statystycznych

Rozpatrzmy dwa cia̧gi danych

a = {a1, a2, ..., an}, b = {b1, b2, ..., bn},

o tej samej liczbie elementów n.

Definition 1.1 Correlacja̧ danych statystycznych

a = {a1, a2, ..., an}, b = {b1, b2, ..., bn},

nazywamy nastȩpuja̧cy iloraz:

Cor(a, b) =
a1 b1 + a2 b2 + · · · + an bn

√

a2

1
+ a2

2
+ · · · + a2

n

√

b2

1
+ b2

2
+ · · ·+ b2

n

,

Dane statystyczne zapisujemy również w ich unormowanej formie. Mianowicie, niech

â = {â1, â2, ..., ân} =
{a1, a2, ..., an}

√

a2
1

+ a2
2

+ · · · + a2
n

,

b̂ = {b̂1, b̂2, ..., b̂n} =
{b1, b2, ..., bn}

√

b2
1

+ b2
2

+ · · ·+ b2
n

,

(1.1)

gdzie

â1 =
a1

√

a2
1

+ a2
2

+ · · · + a2
n

, b̂1 =
b1

√

b2
1

+ b2
2

+ · · ·+ b2
n

,

â2 =
a1

√

a2

2
+ a2

2
+ · · · + a2

n

, b̂2 =
b2

√

b2

1
+ b2

2
+ · · ·+ b2

n

,

.................................... ....................................

ân =
an

√

a2

1
+ a2

2
+ · · · + a2

n

, b̂n =
bn

√

b2

1
+ b2

2
+ · · ·+ b2

n

Zauważamy, że dane statystyczne (1.1) w unormowanej formie spe lniaja̧ nastȩpuja̧ce warunki:

â2

1 + â2

2 + · · · + â2

n
= 1, ; b̂2

1 + b̂2

2 + · · · + b̂2

n
= 1

Wtedy korelacja pomiȩdzy danymi a i b oraz korelacja pomiȩdzy danymi unormowanymi â

i b̂ jest ta sama i określana jak nastȩpuje:

Definition 1.2 Correlacja̧ danych statystycznych

a = {a1, a2, ..., an}, b = {b1, b2, ..., bn},

lub

â = {â1, â2, ..., ân}, b̂ = {b̂1, b̂2, ..., b̂n}
nazywamy sumȩ nastȩpuja̧cych iloczynów:

Cor(a, b) = Cor(â b̂) = â1 b̂1 + â2 b̂2 + · · ·+ ân b̂n,

Przyk lad 1.3 Oblicz correlacjȩ pomiȩdzy danymi

a = {2, 1, 5, 8}, b = {4, 3, 9, 3}
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Rozwia̧zanie. Podstawiaja̧c do wzoru dane

a1 = 2, a2 = 1, a3 = 5, a4 = 8,

b1 = 4, b2 = 3, b3 = 9, b4 = 3

obliczamy wspó lczynnik correlacji

Cor(a, b) =
a1 b1 + a2 b2 + · · · + an bn

√

a2
1

+ a2
2

+ · · · + a2
n

√

b2
1

+ b2
2

+ · · ·+ b2
n

,

=
2 ∗ 4 + 1 ∗ 3 + 5 ∗ 9 + 8 ∗ 3√

22 + 12 + 52 + 82
√

42 + 32 + 92 + 32
= 0.769444,

1.3 Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja σ2 danych statystycznych

a = {a1, a2, ..., an},

zwia̧zana jest z ich średnia̧ arytmetyczna̧

s =
a1 + a2 + · · · + an

n

nastȩpuja̧cym wzorem:

σ2 =
(a1 − s)2 + (a2 − s)2 + · · ·+ (an − s)2

n

Czytamy sigma.
Odchylenie Standardowe σ jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji

σ =
√

σ2

Przyk lad 1.4 Oblicz wariancje i odchylenie standardowe nastȩpuja̧cych danych:

(i) a = {3,−1, 8, 4}, (ii) b = {12, 4, 8, 6}.

Rozwia̧zanie (i). Rozwia̧zanie jest prostym i bezpośrednim podstawieniem danych do
wzorów. Najpierw obliczamy wartość średnia̧

s =
a1 + a2 + · · · + an

n
=

3 − 1 + 8 + 4

4
= 3.5

nastȩpnie obliczamy wariancjȩ

σ2 =
(a1 − s)2 + (a2 − s)2 + · · ·+ (an − s)2

n

=
(3 − 3.5)2 + (−1 − 3.5)2 + (8 − 3.5)2 + (4 − 3.5)

4
= 10.31

oraz odchylenie standardowe

σ =
√

σ2 =
√

10.31 = 3.21131

Rozwia̧zanie (ii). Podobnie rozwia̧zanie przyk ladu (ii) jest prostym i bezpośrednim pod-
stawieniem danych do wzorów. Najpierw obliczamy wartość średnia̧

s =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
=

12 + 4 + 8 + 6

4
=

30

4
= 7.5
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nastȩpnie obliczamy wariancjȩ

σ2 =
(a1 − s)2 + (a2 − s)2 + · · · + (an − s)2

n

=
(12 − 7.5)2 + (4 − 7.5)2 + (8 − 7.5)2 + (6 − 7.5)2

4
= 8.75

oraz chylenie standardowe
σ =

√
σ2 =

√
10.31 = 2.95804


