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Chapter 1

Liczby wymierne i liczby

rzeczywiste
Va2 = |z|, dlatego V4 =2, nigdy — 2
e R S J 2 3 v

-3 V2 s

Os liczbowa. Liczby rzeczywiste

1.1 O liczbach naturalnych i catkowitych

Zacznijmy od przypomnienia wlasnosci zbioru liczb naturalnych i liczb catkowitych.
Nizej podajemy graficzny obraz tych zbiorow na osi liczbowej.
Zbior liczb naturalnych

N={0,1,2,3,....n,..}

zaznaczamy na osi liczbowej

¢ ¢ ¢ ¢ T
0 1 2 3

Os liczbowa, Liczby naturalne

Przypominamy, ze w zbior liczb naturalnych jest zamkniety ze wzgledu na
dodawanie i mnozenie. To znaczy, ze suma dwoch liczb natualnych

m+n=s, mmneN, to seN

jest liczba naturalna
Na przyklad
3+5=8, 3,5€N, 8¢ N

Podobnie iloczyn dwoch liczb naturalnych

mxn=3s, mmneN, to seN

5



jest liczba naturalna
Na przyklad
3xb=15, 3,5 N, 1be N

Dotanczajac wszystkie liczby ujemne przeciwne do liczba naturalnych otrzy-
mamy zbior liczb catkowitych Zbior liczb catkowitych

C={.,-n,..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...n,...}

zaznaczamy na osi liczbowej

-3 —2 —1 0 1 2 3
Os liczbowa. Liczby catkowite
Zbior liczb catkowitych jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie, odejmowanie

i mnozenie. To znaczy, ze suma dwoch liczb catkowitych
m+n=s, mmneC, to seC

jest liczba naturalna
Na przyklad

—10+(=5)=-10-5=-15, —-10,-5€ N, —15€ N
Podobnie roznica dwoch liczb catkowitych
n—m=s, nmeC, to se€C

jest liczba catkowita
Na przyklad

—12—(=h)=—-1245=-7, —-12,-5€(C, =7’
Rowniez iloczyn dwoch liczb catkowitych
mxn=s, mmnedC, to se€(C

jest liczba catkowita
Na przyklad
—10% (=5) =50, —10,-5€C, 50 € C

Natomiast, iloraz dwoch liczb catkowitych nie musi by¢ liczba catkowita

Na przyktad
3

>

jest utamkiem, a nie jest liczba catkowita.
Nizej okreslamy liczby wymierne jako zbior wszystkich mozliwych utamkow.



1.2 Ulamki zwykle

Licznik i mianownik utamka zwyktego
licznik
=
)
8
~—~—
mianownik

Utamki zwykte
11 1 1 1 1 1 1 1

1231056 78§09
W tych ulamkach liczniki sa te same rowne 1. Natomiast mianowniki tych
utamkow sa kolejnymi liczbami 1,2, 3,4,5,6,7,8,9
Nizej podane utamki maja rozne liczniki i rozne mianowniki.

124 5 7 9 3 5 7
273 5 6 8 100 117 127 15
1.3 Dodawanie utamkow. Przyklady

Dodawanie ulamkow o tych samych mianownikach. W tym przypadku
dodajemy liczniki zostawiamy ten sam mianownik.

Przykiad 1.1 Dodaj utamki

1 1 141 2

J— —_— = — = — = 1

2+2 2 2

1+1+1_1+1+1_3_1

3 3 3 3 3

1+1+1+1_1+1+1+1_4_1

4 4 4 4 4 4
Przykiad 1.2 Dodaj utamki

1+3_1+3_4_2

2 2 2 2

1+2+4_1+2+4_7_2

3 3 3 3 3

1 2 3 5 142+3+5 11 3

—_ —_ —_ —_ = = — = 2—

4+4+4+4 4 4 4

Dodawanie ulamkow o roznych mianownikach. Zeby doda¢ utamki o
roznych mianownikach: nalezy znalez¢ wspolny mienownik. Moze to by¢ na-
jmniesza wspolna wielokrotna mianownikow.



Przyklad 1.3 Dodaj utamki

1 1 3 2 3+42 5
2737676 6 6

1 1 2 20 15 24 20+15424 59
3717576 60 60 6 o0
1 3 5 12 5+12 17
17572070 "0 "

1.4 Odejmowanie utamkow

Odejmowanie ulamkow o tych samych mianownikach. Odejmujemy
utamki o tych samych mianownikach tak: odejmujemy liczniki i zostawiamy
ten sam mianownik

Przyklad 1.4 Odejymij utamki

Przyklad 1.6 Odejymij utamki
7

1
9 9" 9
13 5 3 13—5+3_12
20 201T0° " 20 20
37 23 37-23 14

50 50 50 50

7—1

6
9

Odejmowanie ulamkoé o roznych mianownikach. Odejmujac utamki o
roznych mianownikach: nalezy znalez¢ wspolny mienownik. Moze to by¢ na-
jmniesza wspolna wielokrotna mianownikow.



Przyklad 1.7 Odejymij utamki

5 1 5-3%1 2
9 3 9 9

33 21 2%33-21 45 9

25 50 50 T 50 10

14 2 2 14-3%2+5%2 14-6+10 18
5 573" 15 - 15 15
253 126  2%253 —126 506 —126 380
500 1000 1000 1000 1000

1.5 Mnozenie ulamkow

Operacja mnozenia utamkow jest bardzo prosta. Utamek 2—9, q # 0 mnozymy
q

s
przez utamek —, s # 0 wedlug schematu: licznik razy licznik, mianownik razy

mianownik
p*s

— 0, t£0
pere q#0, t#

*

3
~+ | ®

Przyklad 1.8 Pomnoz utamki

@ 2 4 2+4 8
— sk — = —_
Y 3% 5T 3%5 15
10 21 10%21 210
e
13725 13%25 273

1.6 Dzielenie ulamkow

Operacja dzielenia utamkow jest bardzo prosta. Utamek 2—9, q # 0 dzielimy
q

s
przez utamek —, s # 0 wedlug schematu: licznik razy mianownik, mianownik
razy licznik

p s _pxt

gt qxs

. ¢,8#0, pt#0

Przyklad 1.9 Podziel utamk:

2 2«5 10

(a) 3 3x4 12
() Q:gzlo*%:@
13 25  13%x21 273

4
)
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1.7 Zbiér liczb wymiernych

Dotanczajac do zbioru liczb catkowitych wszystkie utamki otrzymamy zbior
liczb wymiernych. Ulamki

7w 7 3 2 11234475 91
BRI Uik A R A a
nie sa liczbami catkowitymi. Ogolnie, dla liczb catkowitych p i ¢ # 0 utamek
p
g

nie jest liczba catkowita, jezeli ¢ # 1. Dla ¢ = 1 ulamek jest liczba catkowita.
Zbior wszystkich liczb catkowitych razem ze zbiorem wszystkich mozliwych
utamkow tworza zbior liczb wymiernych. Zbior liczb wymiernych oznaczamy
litera W i piszemy

W = {Z—9 . dla calkowitych liczb piq # 0}
q
Zbiér liczb wymiernych jest zamkniety ze wzgledu na cztery operacje aryt-
metyczne dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie przez liczby rézne od

zera. To znaczy dla dowolnych liczb wymiernych wq, ws € W wynik czterech
operacji jest liczba wymierna

w
wy +we €W, wy —wy €W, wyxwy €W, —IEW, we # 0.
W2

Na przykiad, dla
2 3
wlz——EW, wy =—€€W

3 4
suma
N _g+§_2*4—|—3*3_8—|—9_1_7_ew
MTREETIT T T T2 T 12
jest liczba wymierna
Dla
1 2
'LU1:—§EW,’LU2:§EW
roznica
_ 12 1x3-2+3 3-6_ 3_ 1 _..
e R N )
jest liczba wymierna
Dla 3
=—-cW =—-cW
w1 36 , Wy 46
iloczyn
2 3 2x3 6
e R T TR B
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jest liczba wymierna
Rowniez, dla liczb

2 3
’LU1—§EW,’LU2216W
iloraz )
3 2«4 8
3
Wy : Wy = 5 = =—cW
2 3%x3 9

jest liczba wymierna
Zauwazmy, ze zbior liczb wymiernych jest wszedzie gesty. To znaczy pomiedzy

dwoma réznymi liczbami wymiernymi wy, ws istnieje ”duzo” innych liczb wymiernych,
. . wy; +w
na prrzyklad ich srednia arytmetyczna ! 2ew.

Ponadto, zbiér liczb wymiernych W jest najmnieszym zbiorem liczbowym
zamknietym ze wzgledu na cztery operacje arytmetyczne. Mianowicie, ztézmy
na chwile, ze liczba wymierna z nie nalezy do zbioru W, (x ¢ W). Poniewaz

kazda liczba wymierna ma postac P qla pewnych catkowitych pi ¢ # 0. To
q

znaczy, ze nie ma liczb wymiernych poza zbiorem W.

Liczby wymierne sa reprezentowane jako punkty na osi liczbowej

5 4 1 1
-3 -2 4.1 -1 o I 1

Os liczbowa. Liczby wymierne

[\J[oY
N}

ot
w

1.8 Liczby rzeczywiste

Dotychczas poznalismy zbior liczb naturalnych N, zbior liczb catkowitych C' i
zbior liczb wymiernych W. Wiemy, ze w zbiorze liczb naturalnych wykonalne
sa dwie operacje arytmetyczne, dodawanie i mnozenie, natomiast wynik odej-
mowania lub dzielenia dwoch liczb naturalnych moze nie by¢ liczba naturalna.
Rozszerzeniem zbioru liczb naturalnych N jest zbior liczb catkowitych C. Za-
tem wszystkie liczby naturalne sa liczbami catkowitymi, piszemy N C C.
W zbiorze liczb catkowitych C' wykonalne sa trzy operacje arytmetyczne do-
dawanie odejmowanie i mnozenie, a wynik dzielenia dwoch liczb catkowitych
moze nie by¢ liczba catkowita.

Rozszerzeniem zbioru liczb catkowitych C' jest zbior liczb wymiernych W. Za-
tem wszystkie liczby catkowite sa liczbami wymiernymi, piszemy C' C W. W
zbiorze liczb wymiernych W wykonalne sa wszystkie cztery operacje arytmety-
czne dodawanie odejmowanie i mnozenie i dzielenie.

Zauwazmy, ze w zbiorze liczb wymiernych W nie zawsze jest wykonalna oper-
acja odwrotna do operacji potegowania.

Na przyklad, nie ma liczby wymiernej x, ktorej kwadrat rowny bytby 2. Inaczej
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rownanie

2 =2
nie ma rozwiazania w zbiorze liczb wymiernych.
Istotnie, gdyby istniata liczba wymierna

e=2 q#0,
q

o najwiekszym wspolnym dzielniku NW D(p,q) =1 to ta liczba wymierna
bylaby rozwiazaniem rownania

p .

O
Wtedy liczba catkowita p bylaby liczba parzysta, to znaczy p = 2k dla pewnej
liczby catkowitej k. W tym przypadku liczba ¢ musiataby by¢ rowniez liczba
parzysta, to znaczy

q=2s

dla pewnego catkowitego s.
W konsekwencji mamy nierownos¢ NW D(p, q) >= 2, ktora przeczy istnieniu

liczby wymiernej w postaci nieskracalnego utamka =, w ktorym najwiekszy
q
wspolny dzielnik licznika p i mianownika ¢, NW D(p, q) = 1.
Kolejnym rozszerzeniem zbiorow liczb
N, C, W

jest zbior liczb rzeczywistych R w ktorym operacja odwrotne do potegowanie
jest wykonalna.

Do zbioru liczb rzeczywistych naleza wszystkie liczby wymierne i wszystkie
liczby niewymierne takie jak

T Ty ;
Va2 = |z|, dlatego \/ZL\C 5V @dy —2

ZblOI‘ liczb rz2eczyvv1stych zaznaczamy na osi hczboweJ

O O_\/g' O .\/5. .7T

Os liczbowa. Liczby rzeczywiste

Zbior liczb rzeczywistych

R={.... ,—3,—5,-2,—v2-1,0,1,v/2,2,v9,3,v30,7...; }

1.9 Zadania

Zadanie 1.1 Oblicz wartos¢ wyrazenia arytmetycznego
(3+3GE -3

D THaT Y
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Zadanie 1.2 Oblicz wartos¢ wyrazenia arytmetycznego

se+ O+ LysE-Dde Dy

510 1075 10 10
Zadanie 1.3 Oblicz wartos¢ wyrazenia arytmetycznego
1,2 5! 2
S(2415): (= —12
2(5 +15) (7 3)
Zadanie 1.4 Oblicz wartosc wyrazenia algebraicznego
a b a b
36(—-+—)(= ——
(52— 2)

dlaa=31ib=2

Zadanie 1.5 Wykonaj operacje arytmetyczne
axb, a—0b, b:a

dlaa=3+7, b=4-27

Zadanie 1.6 Oblicz wartos¢ wyrazenia

67 — V27
Zadanie 1.7 Udowodnij, ze liczba /3 jest liczbg niewymierng
Zadanie 1.8 Udowodnij, ze liczba /7 jest liczbg niewymierng
Zadanie 1.9 ZnajdZ wartosci parametrow a i b dla ktorych
avb = V50 + V128 + /162
Zadanie 1.10 Dla zbiorow
A={x: —oco<x<b} oraz B={z: 2<z<9}

Zaznacz na osi liczbowej alternatywe A — B 1 koniukcje A —~ B tych zbiorow.
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Chapter 2

Wyrazenia arytmetyczne i
algebraiczne

Zacznijmy od sformulowania pojec wyrazenia arytmetycznego i algebraicznego.

Definition 2.1 Wyrazeniem arytmetycznym nazywamy ciqg liczb potgczonych
czterema operacjemi arytmentycznymi dodawania, odejmowania mmnozenia 1
dzielenia przez liczby rozne od zera.

Na przyktad, wyrazenie
3x44+6:2—-2%3

23 4+32-8:2
jest wyrazeniem arytmetycznym sktadajacym sie z ciagu liczb

3,4,6,2,2,3, licznik, 2,3,3,2,8,2, mianownik

polaczonych operacjemi
*, +7 T *7/7 7+7 Ty
Podobnie definiujemy wyrazenia algebraiczne. Mianowicie

Definition 2.2 Wyrazeniem algebraicznym nazywamy ciqg liczb lub liter potgczonych
czterema operacjemi arytmentycznymi dodawania, odejmowania mmnozenia 1
dzielenia przez liczby lub litery, ktorych wartosci sq rozne od zera.

Na przyktad
ax4d+x:2—-2%3

»3+32—-0:2
jest wyrazeniem algebraicznym skladajacym sie z ciagu liczb i liter

a,4,7,2,2,3,2,3,3,3,2,b,2

polaczonych operacjemi
*, +7 ) *7/7 7+7 Ty

15
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ktore dla wartosci a = 3, x = 6, b = 8 staje si¢ wyrazeniem arytmetycznym.
Obliczajac wartos¢ wyrazenia arytmetycznego nalezy zachowac kolejno$¢ wykony-
wania operacji arytmetycznych.

Nagpierw wykonujemy operacje mnozenia i dzielenia, w nastepnej kolejnosci
wykonujemy operacje dodawania i odejmowania.

Kolejnos¢ wykonywania operacji arytmetycznych moga zmieni¢ nawiasy, jezeli
W wyrazeniu nawiasy wystepuja.

W szkotach i na uniwersytetach, w zakresie przedmiotow scistych, wiele wzorow
maja posta¢ wyrazen algebraicznych.

W szkotach podstawowych juz od pierwszej klasy uczymy obliczania wartosci
najprostrzych wyrazen arytmetycznych.

Zatem, wyrazenia arytmetyczne lub algebraiczne sa wazna czedcia programow
nauczania matematyki. Im wczesniej uczniowie osiagna sprawnosé¢ rachunkowa
obliczania wartosci tych wyrazen tym lepiej. Oczywiscie. sprawnos¢ obliczania
wartosci wyrazen arytmetycznych lub algebraicznych mozna osiagnaé¢ przez
¢wiczenia rozwiazujac odpowiednia ilo$é zadan.

2.1 Wyrazenia arytmetyczne proste i z nawiasami

Zacznijmy ¢wiczenia obliczania wartosci wyrazen arytmetycznych od prostych
zadan.

2.1.1 Cwiczenia
Zadanie 2.1 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego

(@) 124 14424 = oo,

(D) B0 — 24 — 8 = oo

Zadanie 2.2 Oblicz warto$¢ wyrazenia arytmetycznego zachowujgc kolejnosé
dziatan

(@) 18 = 16+ 258 = oot

(D) BB 42413 = oo
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Zadanie 2.3 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego z nawiasami

(a) 3% (446)—2x*(3+5) s

(B) (50 — 40) # 2 — (104 6) 12 = oveeeeeeeee oot

Zadanie 2.4 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego
52 %23 +32 %28 — 42 % 52
Zadanie 2.5 Oblicz wartos¢ wyrazenia artmetycznego

33 %23 — 32 %22
3%x234+2x%3

Odp:6

Zadanie 2.6 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego

wlototn
x| ¥
otnojot|w
4 |
Wl
x| ¥
w|=joolw

Zadanie 2.7 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego

wNo|w
* *
PN AN
+ |
NSNS
* *
[SUIFN (S8 [9V]

Zadanie 2.8 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetyczneqo z nawiasami

Zadanie 2.9 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetyczneqo z nawiasami

(

_|_
~wl©on

~—
—~

_|_
~|w|ut|—

~—

*
*

~—~
w oot
otnofot|w
* | *
w00l
SN—
~—~
wloyot|w
* | *
otnofot|w
* | *
wljotw
S—

Zadanie 2.10 Oblicz warto$é wyrazenia arytmetycznego z nawiasamsi

(G*2—3*3)G*5—3%3)
4N\ /2 1 4
Gri+ix3)(G*1+3x3)
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2.2 Wyrazenia algebraiczne

Przypominamy, ze oprocz wyrazen arytmetycznych, mamy wyrazenia alge-
braiczne. W wyrazeniach algebraicznych dopuszczamy litery, symbole o zmi-
ennej warosci. Zatem, wyrazeniem algebraicznym nazywamy ciag liczb i liter
polaczonych operacjami arytmetycznymi dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia.

Przyklad 2.1 Uprosé wyrazenie

a’—a
— 1 > 1.
| (a+1), a
Rozwiazanie. Wykonujac dziatania arytmetyczne, obliczmy
a*—a (a*—a)—(a—1)(a+1)
_ 1) =
a—1 (a+1) a—1
_ (@ —a)—[a(a+1)—1(a+1)]
B a—1
_ad*—a-[a*+a—a—1]
B a—1
_a®—a—a’+1]
B a—1

1—a_ 1—a_
a—1 1—a

—1.

2.2.1 Cwiczenia

Zadanie 2.11 Oblicz warto$é wyrazenia algebraicznego dla wartosci a = 2

a_2a
3 2
a a
3+4

Zadanie 2.12 Oblicz warto$é wyrazenia algebraicznego dla wartosci b= 1

*

_|_
B IS SN
* *

[SSIES A (Sl (W)

*
(SIS SN

[SUIIS IS I

Zadanie 2.13 Oblicz warto$¢ wyrazenia algebraicznego dla warto$ci ¢ = 3

*

_l_

*
*

wla [wio
o I={alo
o lw|wlo
wlo (o jw

*

Zadanie 2.14 Oblicz warto$é¢ wyrazenia algebraicznego dla a = 2

(5-5)(E—35)

G+9E+9)

a

wnofwe
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Zadanie 2.15 Oblicz wartos¢ wyrazenia algebraicznego dla b = 3

*
SHIN] SIS

_|_
~jw|olor
x| ¥

Wl w

S—

—~
wlcH|oH W
*

*

_|_
oo =
* | ¥

Wl |otw
~—

~—

w|or |t
gl oo e

*

~—
—~

Zadanie 2.16 Oblicz wartos¢ wyrazenia algebraicznego dla ¢ = 1

(52555 vs=5¢9)
GestirsErsrses)

2.3 Wyrazenie algebraiczne liniowe

Wyrazenie algebraiczne
a*xx+b

nazywamy liniowym ze wzgledu na zmienna x, gdzie wspotczynniki wyrazenia
liniowego a i b maja ustalona wartosc.

Na przyktad
2xx+ 1, gdzie wspolczynniki a=2, b=1

—b*xx+4, gdziewspolczynniki a= -5, b=4

2.3.1 Zdania

Zadanie 2.17 Napisz wyrazenie algebraiczne liniowe o wspotczynnikach

(i) a=5 b=-25

3 2
. 3 o 2
(i) a=:, ¥
13 15
(7i1) a 15 b= ~39
2.4 Rownanie liniowe
Rownanie w postaci
axr+b=0

lub kazde inne rownanie, ktore mozna sprowadzi¢ do tej postaci nazywamy
rownaniem liniowym ze wzgledu na niewiadoma x. Wspotczynniki a i b tego
rownania maja wartos¢ ustalona.

Rozwiazaniem rownania liniowego z niewiadoma z jest kazda liczba, ktora
podstawiona w miejsce x, spelnia to rownanie.

Rozwiazanie rownania liniowego otrzymujemy postepujac wedlug schematu:
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e przenosimy liczby na prawa strone zmieniajac ich znak na przeciwny,
e niewiadoma x zostawiamy na lewej stronie
e dzielimy lub mnozymy przez wspolczynnik a # 0, zeby otrzymaé wspolczynnik
1 przy zmiennej z.
Przyklady rownan liniowych z rozwiazaniami.

2xx—4=0, x=2, bo 2%2—4=0, dla a=2, b=—-4

—3*xx+3=0, =1, bo —-3%x1+3=0, dla a=-3, b=3

Przyklad 2.2 Rozwigz rownanie liniowe
20 —1=0, a=2,, b=-1.
Rozwiazanie.
Przenosimy liczbe —1 na prawa strone, zmieniajac znak na przeciwny idzielimy
obie strony tego rownania przez 2

2w =1]:2

W ten sposob znajdujemy rozwiazanie

1
T= 3

Podstawiajac do rownania x = 27 sprawdzamy, ze otrzymane rozwiazanie speinia
to rownanie.

1
Mianowicie dla x = 5 mamy
1
2:17—1:25—1:1—1:0.

1
Widzimy, Ze rozwiazanie z = 3 spetia to rownanie. Teraz podamy ogolny

schemat rozwiazania rownania liniowego.
ax—+b=0,
a # 0,
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2.4.1 Cwiczenia
Zadanie 2.18 Rozwiqz rownanie
(1) 3x—-12=0
(1) bx+20=10
5

3
(i) Jo+ g =1

Zadanie 2.19 Maty pastuszek zauwazyt lecgece bociany i krzykngt chyba ich
lect 100. Starszy pastuch odpowiedziat duzo mniej, gdyby lecialo ich dwa razy

tyle, i pot tyle, i cwierc tyle i ty Zebys z nimi polecial to wtedy bytoby ich
razem z tobg 100. Ile bocianow leciato po niebie?

i e

Obraz Jozefa Chetmoniskiego (1849-1914). Bociany
Zadanie 2.20 Franek czytat ksigzke 25 stron dziemnie. Przeczytal —calg

ksigzke w ciggu 3 dna.
Oblicz ile stron ma ta ksigzka ¢

Zadanie 2.21 Marysia kupita 3 zeszyty po 7 ztotych kazdy. Kazik kupit pitke
za 10 zlotych i zegarek za 35 zlotych?

lle zapacita Marysia za 3 zeszyty ¢

O lle wiecej ztotych Kazik zaplacit za zakupy od Marysi ¢
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Bolek jest 2 razy starszy od Stefki, ktora ma 7 lat. Olek ma tyle lat co Bolek i
Stefka razem.

(a) Ile lat ma Bolek ¢

(b) Ile lat ma Olek ?

Zadanie 2.22 Na kilku drzewach siedzialy wrony. Janek powiedzial do Ojca
Tato duzo wron widze na drzewach, chyba jest ich 100.

Ojciec odpowiedzial Jasiu gdyby bylto 2 razy tyle i potowe tyle to wtedy bytoby

100 wron.

Ile wron siedzialo na drzewach ¢

Zadanie 2.23 Uproscé wyrazenie algebraiczne

a’>—a

— 1 > 1.
p— (a+1), a

2.5 Nierownosci

Zaznacz na osi liczbowej te wrtosci x ktore sa wieksze od zera, nierownosc
x > 0 ostra, zero nie jest wlaczone.

Nierownsc ostra wartosci x > 0

Zaznacz na osi liczbowej te wrtodci z, ktore sa mniejsze od zera, nierownosc
x < 0 ostra, zero nie jest wlaczone.

Nierownsc ostra wartosci x < 0

Zaznacz na osi liczbowej te wrtosci x, ktore leza
pomiedzy liczba 1 i liczba 2, to znaczy 1 < x < 2 nierownos¢ 1 < z < 2 ostra,
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wartosci 11 2 nie sa wlaczone.

Nierownosc ostra wartoseli 1 < x < 2

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x, ktore leza pomiedzy liczba -2 i liczba
-1 lub liczba 1 i liczba 2, to znaczy —2 < x < —1 lub 1 < 2 < 2, nierownosci
stabe z wlaczeniem liczb —2,—1,1,2

1 P U

-3 -2 —1 0 1 2

Nierownsc staba -2 <z < —-1lubl1 <z <2

2.5.1 Cwiczenia

Zadanie 2.24 Rozwigz nierownosc
(1) 20—1>1
(1i) 4x —6 <10

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x dla ktorych nierouwnosé jest prawdziwa.

Przyklad 2.1 Rozwigz nierownosé

3(x—1)<2(x+1)

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x dla ktorych nierouwnosé jest prawdziwa.
Rozwiazanie
Wykonujemy mnozenia po lewej i po prawej stronie nierownosci

3r—3<2x+2

Zawsze, przenosimy zmienng x na lewg strone nierownosci ze znakiem przeci-
wnym, natomiast liczby przenosimy na prawq strone nierownosci tez ze znakiem
przeciuwnym

v —2r <243, x<5H
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Na osi liczbowej zaznaczmy rozwigzanie x < 5 nierownosci.

Nierownéé ostra wartosci t < 5
Zadanie 2.25 Rozwigz nierownosc

(1) 303zr—1)—202c+1)<4(z—1)
(17) 3(x—2)+4(x+2) <2x+10

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x dla ktorych nierownosé jest prawdziwa.

2.6 Ulamki dziesietne

Utamki zwyczajne o mianownikach 10,100, 1000 na zywamy utamkami dziesietnymi.
Utamki dziesigtne zapisujemy uzywajac przecinka zamiast kreski.

L_ 0,1 L 0,01 L _ 0,001
0 7100 777 1000 000
oraz 3 5
E - 0, 3, ﬁ’ - 0, 05,
35 735
000 = 0,035 000 = 0,735,
2 3 _ 2.3, 10 12 _ 10, 12
0 77 100 7

Mamy relacje odwrotne, utamki dziesietne zamieniamy na utamki zwyczane

1 1
1 = — 1 = —
0, 10’ 0,0 100’
0,001 = —iﬁ—, 0,3 = 51,
1000 10
5 35
0.05 = 00" 0,035 = 000"
735 3
= — 2 - —
0,735 1000’ 3 10’
10,12 = 10 12
' N 100°

Kazdy utamek zwyczajny mozemy zamieni¢ na utamek dziesietny.
Pierwszy prosty sposob zamiany utamka zwyczajnego na dziesietny polega
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na zapisaniu tego utamka przy mienowniku, 10,100, 1000, ... Ten sposob jest
prosty tylko dla wybranych utamkow.

Przyklad 2.2

1 1
1_1«5_5 .,

2 2%x5 10

3 3 %25 75

4  4%x25 100 0-25
7T Tx2

T_7+20 0,
5 5x%x20 100

5  15%4 60
250 2504 1000 VO

Drugi sposob zamiany utamkow zwyczajnych na dziesietne polega na dzieleniu
licznika przez mianownik.

1
Przyklad 2.3 Zamien utamek 1 e utamek dziesietny.

Rozwiazanie. Dzielimy 1=1,00 przez 4. Zauwazamy, zZe zera po przecinku
nie zmieniajq wartosci 1

0,25

1,00 :4

1
Odpowiedz: 1= 0,25
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2.6.1 Cwiczenia

Zadanie 2.26 Zamien utamek zwyczajny na dziesietny
, 3
0
(i2)

37
50
(i)

23
250

Zadanie 2.27 Zamien utamek zwyczajny na dziesietny
, 2
(2)

15
23
(i)

45
7
150

2.7 Procenty i promile

p% procent to utamk 12% o mianowniku 100.

Na przyktad

1
1% jeden procent to utamek 00 = 0.01 o mianowniku 100.

2
25% to utamek % = 0.25 o mianowniku 100.

100
100% t tos¢ — = 1.
% to calogé 100

Obliczamy p% procent z wartosci a

p% *a:%*a

jako utamek o liczniku p i o mianowniku 100 z a.

2.7.1 Cwiczenia

Przyklad 2.4 Oblicz 15% z wartosci a=60

15 15460 15«6 90
1 _ — et et = — =
5% %60 = 75560 = =75 10 10

9
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Przyklad 2.5 Oblicz 25% z wartosci a=3000

25 25% 3000 75000

2 = — g —
5% * 3000 100 * 3000 100 100 750

Odwrotnie, majac p% * a procent wartosci a, obliczamy wartos¢ a

Przyklad 2.6 30% procent wartosci a rowna sie 600. Oblicz wartosé a

Rozwiazanie.

30 600 600 % 100
30% % a = 600, —%a =600, a=—g = ———
foxa =000, q55a=000, 0= 30

Zadanie 2.28 Oblicz 75% z wartosci a = 2000

= 2000

Zadanie 2.29 Oblicz 15% z wartosci a = 4000
Odwrotnie, majac p% * a procent wartosci a, oblicz warto$¢ a podang nizej w

¢wiczeniach

Zadanie 2.30 50% procent wartosci a rowna sie 800. Oblicz wartosé a
Zadanie 2.31 30% procent wartosci a rowna sie 5000. Oblicz wartosé a

Zadanie 2.32 Cena metra kwadratowego materiatu na zastony okien kosz-
towata 50 zt. Najpierw podwyziszono cene o 30% potem obnizono o 10 % za
metr kwadratowy. Ile zaplacit klient za 10 m? materiatu ¢

Zadanie 2.33 Cena materiatu razem z 7% VAT kosztowata 107 2t Podatek
VAT materiatu wrost do 22%. Ile kosztowal materiat z catym VAT 2. O ile
procent wrosta cena materiatu ?

2.8 Promile

Promile to utamki o mianowniku 1000.
p%% promili to utamk 1000 o mianowniku 1000.

Na przyktad

1
1%% jeden procent to utamek 1000 = 0.001 o mianowniku 1000.
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25
25%% to ulamek 1000 = 0.025 o mianowniku 1000.

1000

1000%% to calogé 000 =

1.

Obliczamy p%% procent z wartosci a

p%% *azl(i)o*a

jako utamek o mianowniku 1000 z a.

2.8.1 Cwiczenia

Przyklad 2.7 Oblicz 15%% 2z wartosci a=3000

15 15 % 3000
1 = — _ — 4
5%% = 3000 1000 * 3000 1000 )
Przyktad 2.8 Oblicz 25%% z wartosci a=3000
25 * 3000
2 = = - =
5%% = 3000 1000 * 3000 1000 75

Odwrotnie, majac p%% * a procent wartosci a, obliczamy wartosé¢ a

Przyktad 2.9 30%% procent warto$ci a rowna sie 600. Oblicz warto$é a

Rozwiazanie.

600 600 % 1000
0 =600, a=-—5 = ;0

1000

Zadanie 2.34 Oblicz 75%% z wartosci a = 2000

30%% * a = 600, = 20000

30
—— %
1000

Zadanie 2.35 Oblicz 15%% z wartosci a = 4000
Odwrotnie, majac p%% * a promili wartosci a, oblicz warto$¢ a podana nizej

w ¢éwiczeniach

Zadanie 2.36 50%% promili wartosci a réwna sie 800. Oblicz wartosé a

Zadanie 2.37 30%% promili wartosci a réwna sie 5000. Oblicz wartosé a
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2.9 Procent skladany

Wprowadey nastepujace oznaczenia
e K - kapital poczatkowy
e K, - kapital po n latach
e p - stopa procentowa w skali roku
e n - ilos¢ lat oszczednosci

Po pierwszym roku oszcz¢dzania kapital Ky wzrosnie o p%

p p
Ky = Ko+ Ko—— = Ko(1 4+ ——
! 0+ Rogag ol +100)

Po drugim roku oszcz¢dnosci kapital Ky wzrosnie o p%

p p P 2
Ky =K + Ki—— = K;(1 + —2-) = Kg(1 + —
2 BT i +100) ol +100)

Ogdlnie, stosujac zasade indukcji zupelnej, jezeli po n — 1 latach oszczedzania
kapital wrosnie o p%

p n—1
K, | = Ko(1 + —
! of +100)

to po n latach oszczedznia

p p
K, =K, +K,  — =Kyl+ -2
1+ Kno1755 of +100)

W ten sposéb otrzymalismy wzér na konicowy kapitat po n latach oszczedzania

p
K, = Ko(1 4+ =—)"
of +100)

Przyklad 2.3 Oblicz o ile wzrosnie kapitat 150000PLN po 10 latach, jezeli
stopa prcentowa p = 5%.

Rozwiaazanie. Stosujac wzér, obliczamy

5
Ko = 150000(1 + W)w = 150000 * 1.05" = 150000 * 1.62889 = 244334PLN

OdpowiedQ: Kapital 150000PLN wzrosnie przez 10 lat o 94334PLN, jezeli
stopa procentowa w stosunku rocznym wynosi p = 5%.

Sptata kredytu. Podobnie obliczamy procent skladany od kredytu.
Po pierwszym roku sptacania kapital Ky zmaleje o p%

p p
K, = Ky — Kog—— = Ko(1 — 24—
! 07 0700 of 100)



30

Po drugim roku sptacania kapitat K; zmaleje o p%

p p P 2
— K — K —— = K (1 — =) = Ky(1 —
K Y00 i 100) ol 100)

Ogodlnie, stosujac zasade indukcji zupelnej, jezeli po n — 1 latach splacania
kapital zmaleje do sumy

p n—1
K, , = Kyl —
! ol 100)

to po n latach splacania kapital zmaleje do sumy

p p
Kn:Kn— _Kn——:K 1——)"
! 1100 of 100)

W ten sposob otrzymaliSmy wzdér na konicowy kapital po n latach splacania

kredytu.

p
K, = Ko(1 — —=)"

Przyklad 2.4 Oblicz o ile zmaleje kredyt od kapitatu ~ 150000PLN po 10
latach sptacania. i po 150 latach sptaconia, jezeli stopa precentowa p = 5%.

Rozwiaazanie. Stosujac wzér, obliczamy

5
Ko = 150000(1 — 7)™ = 150000 % 0.95'° = 150000 * 0.598737 = 89810PLN

5
Kiso = 150000(1_W)150 = 150000%0.95"% = 150000%0.0004555 = 68.33PLN

OdpowiedQ: Po 10 latach kredyt zmaleje o 60189.5PLN. Natomiast po 150
latach kredyt zmaleje o 149931.67PLN.

Zadanie 2.38 Oblicz o ile zmaleje kredyt od kapitatu ~ 200000PLN po 10
latach sptacania. i po 180 latach sptaconia, jezeli stopa precentowa p = 5%.
2.10 Wartos¢ bezwzglena

Wartos¢ bezwzgledna liczby to odlegtosé punktu x od poczadku uktadu oznac-

zonego przez 0. Zatem, wartos¢ bezwzgledna liczby x jest zawsze nieujemna.

Definition 2.3 Wartosé bezwzgledng liczby x okreslamy jak nastepuje:

z, gdy x>0,
x| =

—r gdy <0
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Na przyktad |5| =5 bo 5 > 0, réwniez | — 5| = —(=5) =5, gdy x = =5 < 0.
Roéwniez warto$¢ bezwzgledna liczby x jest dana wzorem

|x| = V2.

Zauwazmy, ze /4 = 2, nigdy —2.

y = |z

—2 —1 0 1 2
Wykres wartosci bezwzlednej y = ||

Odcinek na osi liczbowej. Z definicji wartosci bezwzglenej liczby x, wynika
nieréwnosé

|z] <a, wtedyitylkowtedy gdy —a<z<a, a2>0.
Rzeczywiscie, zauwazamy, ze
|z <a, gdy z<a i —xz<a, toznaczy —a<z<a.

Na osi liczbowej zaznaczmy zbiér liczb x, ktére spethniaja —a <z < a

—a 0 a
Odcinek na osi liczbowej |z| < a.

Podobnie, odcinek [a, b] o poczatku w punkcie a i kocu w punkcie b, to jest
zbior punktow x lezacych pomiedzy punktami a i b zapisujemy jak nastepuje:

la,b)] ={xr € R: a <x <}

Diugosé odcinka [a,b], to jest odleglo$¢ punktu a od punktu b, réwna si¢
wartosci bezwzglednej réznicy |b — al.

Przyklad 2.5 RozwigZ rownanie
|2x — 3| = 5.

Zaznacz rozwigzanie na 0si liczbowey.
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Rozwiazanie. 7 defincji wartosci bezwzglednej
20 —3=5, gdy 2x—32>0, to x=4,
|22 — 3| =
—(2x—-3)=5 gdy —2x+3<0, to x=-—1,

Rozwiazanie x=-1 lub z = 4 podane jest nizej na osi liczbowej.

r=-—1 0 r=4
Rozwiazanie x = —1 lub z = 4.

Przyklad 2.6 RozwigZ nierownsé

|z — 3| < 2.
Rozwiazanie. Z definicji wartosci bezwzlenej nieréwnosé

|z — 3| < 2.
jest réwnowazna z podwdjna nieréwnoscia

—2<zx—-3<2, lub 1<x<5.
OdpowiedQ: 1<z <5,
Przyklad 2.7 Podaj zbior punktow, ktore spelniajg nieréwnosé
e —1|+|z+ 1 <L
Zaznacz ten zbior na osi liczbowey.
Rozwiazanie. 7 definicji wartosci bezwzlenej znajdujemy
l.dla z—-1<0, |z—1l=—-(-1)=1-2, |z+1l=—(z+1)=—-1—-=x

le—1|+jz+1=1-2—-1—2=—-22x<1,

gdy > —=
2.dla —-1<z<1, j[z—1=(x—-1)=2—-1, |[z+1]l=—(x+1)=-1—2z
le—1|+jz+1=2—-1-1—2=-2<1,
gdy —1<z<1
3.dla z+1>0, |Jz—1=2—-1, |j[z+1]=x+1

le—1|+jz+1=(x—-1)+(z+1) =22 <1,

05
o,
<
&
VAN
N | —
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OdpowiedQ: Nieréwnosé jest speliona dla —1 < x < 1. To znaczy dla wszys-
tkich x takich, ze |z| < 1.

Réwniez zauwazmy, ze odlegltosé punktu = € [—1,1] od punktu —1 plus od-
legtosé¢ tego punktu x € [—1,1] od 1 réwna si¢ 1. Zatem nieréwnosé¢ jest
speliona réwniez dla x = —1 lub x = 1, wtedy zachodzi znak réwnosci.
Zaznaczmy to rozwiazanie na rysunku.

| |z — 1] [z +1]

Py Py Py

-1 0 = 1
Rownanie |z — 1|+ |z + 1] = 1.

2.10.1 Zadania
Zadanie 2.39 Rozwiqz rownanie

|3x — 5| = 4.
Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.
Zadanie 2.40 Rozwiqz rownanie

|2x — 3| = 5.
Zaznacz rozwigzanie na o0si liczbowey.
Zadanie 2.41 Rozwiqz nierownosc

|z — 5| < 2.
Zaznacz rozwigzanie na 0si liczbowey.
Zadanie 2.42 Podaj zbior punktow, ktore spelniajg nierowno$é

lz| + |z — 2| < 2.

Zaznacz ten zbior na osi liczbowey

2.11 Ciag arytmetyczne i szereg arytmetyczny.

Wyrazenia postaci
ag, ap + 1,00+ 2r, ag+ 3r,...,a0 +n 1] n=0,1,2.;

nazywamy ciagiem arytmetcznym, gdzie ag € R jest pierwszym wyrazem ciagu
ir € R jest réznica ciagu.
Zatem wyraz ogolny ciagu a, mozna zapisa¢ wzorem

an =agp+nr, n=0,1,2.;
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Réznica pomiedzy kolejnymi wyrazami ciagu wynosi
ny1 —ap=a+n+1)r—(a+nr)y=r, n=0,1,2 ..;
Na przytad, ciag kolejnych liczb naturalnych
0,1,2,..;

jest ciagiem arytmetycznym o wyrazie pierwszym ag = 0, réznicy r = 11 o
wyrazie ogélnym a, = n.
Srednia Arytmetyczna. Zauwazmy, ze wyraz ciaggu arytmetycznego
Qp—1 + Qn+1

2

jest srednia arytmetyczna wyrazu poprzedniego i nastepnego.
Rzeczywiscie, obliczamy
Un-1+ Any1 (a0 + (n—1)r) + (ao + (n+ 1)r)  2a0 + 2nr

2 2 2
Roéwniez sumy dwoch wyrazéw odlegltych o liczbe k od ag i o liczbe k od a,

Ay =

:an

ap+ an = ar + ap—g

sa réwna dla kazdego k= 0,1,2,...n;
Mianowicie, sprawdzamy, ze dla kazdego k = 0,1, 2, ...,n, may

ag + an_ = ag + kr +ao+ (n — k)r = ap + ap + nr = ag + a,.

—_— —, —_———
ag Ap—k an

Przyklad 2.8 Sprawdz czy nastepujgcy ciqg jest artmetyczny
~3n+1
=
(ii) ap=1+n* n=012,..,:

(1) ap n=20,1,2,..;

Rozwiazanie (i). Sprawdzamy czy réznica r kolejnych wyrazéw ciagu jest
stala, to znaczy jest niezalezna od n
3n+1)+1 3n+1 3n+1
3 3 3 3 3
———

an4-1 Qn,

1 3n+1_1

"= ap41—0ap =

Odpowiedz: Ciag jest arytmetyczny, gdyz réznica pomiedzy kolejnymi wyrazami
ciagu jest stata r = — i nie zalezy od n = 0,1,2, ...;
Rozwiazanie (ii). Sprawdzamy czy réznica kolejnych wyrazéw ciagu jest
stala, to znaczy niezalezy od n
Pr=Gp—apn=1+Mn+1)2=1+n*)=1+n*+2n+1—(1+n) =1+2n,
—_— ~—
An41 an

Odpowiedz: Widzimy, ze ciag (i7) nie jest ciagiem arytmetyczny, gdyz réznica
pomiedzy kolejnymi wyrazami ciagu r = 2n+1dlan = 0,1, 2, ...; zalezy od n.

= =0,1,2,..;
37 n [t b

Y
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2.11.1 Zadania

Zadanie 2.43 SprawdZ czy nastepujgcy ciqg jest artmetyczny
_8n+1
==
(i) ap,=14+2", n=0,1,2,..:

(i) an n=0,1,2,..

Postep Arytmetyczny. Postepem arytmetycznym nazywamy sume wyrazow
ciagu arytmetycznego
ag+ a1 +as+ -+ ay

lub
ap + (ao +7) + (ap + 2r) + - -+ + (ag + nr),

W sigma notacji zapisujemy szereg arytmetyczny jako nastepujaca sume:

dag=ag+ar+az+--+an,
k=0

lub

> (ao+ kr) = ag + (a0 + 1) + (ao + 2r) + - -+ + (ao + nr).
k=0

Latwo wyprowadzi¢ wzér na sume n wyrazow ciagu arytmetycznego.
Mianowicie, oznaczmy sume przez

Sp=ag+ar +ay+ -+ an_1+ ay.
Napiszmy ta sume w odwrotnej kolejnosci dodawania wyrazow

Sp = Gn + ap_1 + -+ az + a1 + ag
Dodajac stronami, otrzymamy

2S, = (ao+an) + (a1 + an—1) + (ag + an—2) + - + (an—1 + a1) + (a, + ao)

Poniewaz, wyrazy postepu arytmetycznego spetniaja réwnosé
ag+ap =01+ ap—1 = Qa2+ an_o =---=a, + ag
dlatego, suma wyrazow ciagu arytmetycznego
25, = (n+1)(ap + an)

lub
n+1

Sy = (2a9 + nr).
Przyklad 2.9 Oblicz sume postepu arytmetycznego

1+2+43+- +n.
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Rozwiazanie. Zauwazmy, ze w tym postepie arytmetycznym pierwszy wyraz
ap = 01 rdéznica r = 1.
Stosujac powyzszy wzoér, znajdujemy sume
(n+1) (n+1)n
2 2 '
Zadanie 2.44 Oblicz sume n wyrazow postepu arytmetycznego o wyrazie ogolnym

_3n—|—5
=

Sn = (2&0 + 717’) =

an n=0,1,2..;

2.11.2 Ciagi geometryczne i postepy geometryczne.
Wyrazenie postaci
a0>a0q>a0q2> a0q3>"'>a0qn n:0>1>2>"';

nazywamy ciagiem geometrycznym, gdzie ag € R jest pierwszym wyrazem
ciagu i g € R jest ilorazem ciagu.
Zatem wyraz ogolny ciagu geometrycznego zapisujemy wzorem

a, = apq", n=20,1,2,..;

Zaktadamy nie trywialny przypadek gdy ag # 0, ¢ # 0.
[loraz dwdch kolejnymi wyrazéw ciagu
An+1
Qp

=q, n=0,1,2.;

Na przyktad, ciag liczb
1,2,22,2%. ;2"

o wyrazie pierwszym ag = 1, ilorazie ¢ = 2 i o wyrazie ogélnym a,, = 2" jest
ciagiem geometrycznym. Zauwamy, e gdy iloraz ¢ = 0 to cig geometryczny
jest o wyrazie oglnym staym a, = ao dla kadego nl,2,...;

Srednia Geometryczna. Zauwazmy, ze wartos¢ bezwzgledna wyrazu ciagu
geometryczngo jest srednia geometryczna wyrazu poprzedniego i nastepnego

|an| == |an—1an+1|
Rzeczywiscie, obliczamy

1 2 2n 2

(p1 % Apy1 = a ¢ *a*q"+1:a x*q" =a,.

Skad wynika srednia geometryczna
|an| = 4/0p—1 * An41
Roéwniez iloczyny dwoch wyrazéw odlegltych o liczbe k od aq i liczbe k od a,

Qg * Ap = Qf * Ap—k
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sa rowna dla kazdego k = 0,1,2,...n;
Mianowicie, sprawdzamy, ze dla kazdego £k =0,1,2,...,n

k n—=k n
Ak * A = ag * ¢" *ag * ¢" " = ap(apq”) = ag * ay.
—_—— —— —,

ag An—k

Przyklad 2.10 SprawdZ czy nastepujgcy cigg o danym wyrazie ogolnym jest
geometryczny

J— 3n
= o
(ii) a,=n% n=12..,:

(1) ap n=20,1,2,..;

Rozwiazanie (i). Sprawdzamy czy iloraz ¢ kolejnych wyrazéw ciagu jest
staly, to znaczy jest niezalezny od n

A1 3n+1 3n 3n+1 % QM 3
=) G = om a5 = @
an 2n+ 2 2ntl % 3 2

n=0,1,2.;

Odpowiedz: Ciag jest geometryczny, gdyz iloraz kolejnych wyrazéw ciagu jets
staty i nie zalezy od n, ¢ = 3 dlan=0,1,2,..;

Rozwiazanie (ii). Sprawdzamy czy iloraz ¢ kolejnych wyrazéw ciagu jest
staly, to znaczy jest niezalezny od n
Capr (41?2 nP42n+1 2

1
2 2 1+_+ﬁ’

n=12 ..

an N n n
Odpowiedz: Ciag nie jest geometryczny, gdyz iloraz kolejnych wyrazéw ciagu

2
¢g=1+—-+ = dlan=1,2.;zalezy od n.
n o n

2.11.3 Zadania

Zadanie 2.45 SprawdZz czy nastepujgcy ciqg jest geometryczny.

L (V)
(1) RS

(i) V/n, ... n=1,2,..

Zadanie 2.46 Podaj pierwszy wyraz, n-ty wyraz i oblicz iloraz ciggu geome-
trycznego

n=0,1,2.;

1 3 3
55 5’
2, 2,2v/2.4, 4V/2....:

(i =
(i)
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