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1.4.5 Dwie proste rȯwnoleg le przeciȩte trzecia̧ prosta̧ . . . . . . . . . . . . . 15

1.5 Okra̧g i ko lo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.5.1 Miara  lukowa ka̧ta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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1.10.3 Piȩcioka̧t foremny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
1.10.4 Sześcioka̧t foremny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1.10.5 Ośmioka̧t foremny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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Chapter 1

Geometria p laska. Planimetria

1.1 Wstȩp

Geometria Euklidesowa, ktȯra obejmje geometriȩ p laska̧ i geometrie przestrzenna̧ wchodzi
do podstawy programu nauczania na poziomie podstawowym i średnim. W szkole pod-
stawowej do programu rozszerzonnego matematyki wchodza̧ tylko niektȯre tematy wsparte
ćwiczeniami, ktȯre sa̧ opisane w rozdziale I.
Zakres geometrii p laskiej obejmuje konstrukcje z linijka̧ i cyrklem figur p laskich oraz zwia̧zki
miarowe w trȯjka̧tach, prostoka̧tach, rȯwnoleg lobokach, w okrȩgach i w wieloka̧tach forem-
nych.

1.2 Punkty, odcinki i wektory na p laszczyźnie

Punkty, proste i p laszczyzny sa̧ pojȩciami pierwotnymi, nie wymagaja̧ definicji. Punkt
rozumiany jest jako figura geoametryczna bezwymiarowa. Prosta to przestrzeń euklidesowa
jednowymiarowa, ktȯra sk lada siȩ z punktȯw wspȯ l-liniowych. Podobnie p lszczyzna tworzy
przestrzeń euklidesowa̧ z lożona̧ z punktȯw wspȯ l-p laszczyźnianych. Punkty po lożone na
prostej lub na p laszczyźnie oznaczamy dużymy literami A, B, C, ...; Odcinek o pocza̧tku
w punkcie A i końcu w punkcie B oznaczamy symbolem [A, B]. D lugość odcinka [A, B] o
pocza̧tku A i końcu B oznaczamy modu lem |AB|.
Wektorem o pacza̧tku w punkcie A i końcu w punkcie B nazywamy odcinek skierowany ~AB

o zwrocie od A do B. D l.ugość wektora | ~AB| rȯwna jest d lugości odcinka |AB|.

-wektor ~AB
odcinek [C, D]punkt E

A B

prosta L

C

D
punkt F

punkt H

D
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1.3 Po lożenie fiugur geometrycznych na p laszczyźnie.

Po lożenie figur geometrycznych na p laszczyźnie określamy we wspȯ lrzȩdnych kartezjńskich.
W kartezjańskim uk ladzie wspȯ lrzȩdnych wspȯ lrzȩdne punktȯw punkty

A = (a1, a2) i B = (b1, b2)

piszemy w nawiasach zwyk lych. Natomiast wektor

~AB = [a2 − a1, b2 − b1]

o wspȯ lrzȩdnych rȯżnicy wspȯ lrzȩdnych piszemy w nawiasach kwadratowych.

Przyk lad 1.1 Niech punkty A = (3, 1.5) i B = (5, 3.5) tworza̧ wektor ~AB o pucza̧tku A i

końcu B. Wtedy wektor
~AB = [5 − 3, 3.5− 1.5] = [2, 2]

ma wspȯ lrzȩdne x1 = 2, x2 = 2.

Kartetezjański uk lad wspȯ lrzȩdnych

-

6

�
B = (b1, b2)

b1

b2

A = (a1, a2)

a1

a2

x2

x10

1.3.1 Operacje arytmetyczne na punktach

Dodawanie punktȯw. Suma dwȯch punktȯw

A = (a1, a2) i B = (b1, b2)

rȯwnajest punktowi
P = (p1, p2) = (a1 + b1, a2 + b2)

o wspȯ lrzȩdnych p1 = a1 + b1 i p2 = a2 + b2.

Przyk lad 1.2 Oblicz sumȩ punktȯw

A = (1, 2) i B = (2, 1)

Rozwia̧zanie. Suma

A + B = (1, 2) + (2, 1) = (1 + 2, 2 + 1) = (3, 3)

Opowiedź: Suma̧ danych punktȯw A = (1, 2) i B = (2, 1) jest punkt
P = (3, 3).
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-

6

B

A

P = (3, 3)

B = (2, 1)

A = (1, 2)

1

2

3

x2

x10 1 2 3

Odejmowanie punktȯw. Rȯżnica dwȯch punktȯw

A = (a1, a2) i B = (b1, b2)

rȯwnajest punktowi
P = (p1, p2) = (a1 − b1, a2 − b2)

o wspȯ lrzȩdnych p1 = a1 − b1 i p2 = a2 − b2.

Przyk lad 1.3 Oblicz rȯżnicȩ punktȯw

A = (1, 2) i B = (2, 1)

Rozwia̧zanie. Rȯżnica

A − B = (3, 3)− (2, 1) = (3 − 2, 3 − 1) = (1, 2)

Opowiedź: Rȯżnica̧ danych punktȯw A = (3, 3) i B = (2, 1) jest punkt
P = (1, 2).

1

-

6

B

P

A = (3, 3)

B = (2, 1)

P = (1, 2)

1

2

3

x2

x10 1 2 3

1.3.2 Wektory na p laszczyźnie

Niech dane bȩda̧ punkty A = (a1, a2) i B = (b1, b2).

Wektor ~AB o pacza̧tku w punkcie A = (a1, a2) i końcu w punkcie B = (b1, b2) określamy
jako różnica punktów

~AB = B − A = [b1 − a1, b2 − a2].

2 3 Na przyk lad wektor zwia̧zany o pocza̧tku w punkcie A = (0, 1) i końcu w punkcie
B = (2, 0) ma wspó lrzȩdne

~AB = b − a = (2, 0) − (0, 1) = [2,−1].

1Nie ma pojȩcia iloczynu lub ilorazu punktȯw
2Wspȯ lrzȩdne v1, v2 wektora swobodnego ~v = [v1, v2] piszemy w nawiasach kwadrawtowych.
3Wektor swobodny określony jest przez jego d lugość, kierunek i zwrot, nie zależy od po lożenia na

p laszczyźnie.
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1.3.3 Operacje arytmetyczne na wektoracha

Dodawanie wektorȯw

Suma dwȯch wektorȯw

~v = [v1, v2] i ~w = [w1, w2]

rȯwnajest wektorowi

~z = [z1, z2] = [v1 + w1, v2 + w2]

o wspȯ lrzȩdnych z1 = v1 + w1 i z2 = v2 + w2.

Przyk lad 1.4 Oblicz sumȩ wektorȯw

~v = [1, 2] i ~w = [2, 1]

Rozwia̧zanie. Suma

~v + ~w = [1, 2] + (2, 1) = [1 + 2, 2 + 1] = [3, 3]

Opowiedź: Suma̧ danych punktȯw ~v = [1, 2] i ~w = [2, 1] jest wektor
~z = [3, 3].

-

6

�

*

�3�

~w

~v
~z

~z = [3, 3]

~w = [2, 1]

~v = [1, 2]

1

2

3

x2

x10 1 2 3

Odejmowanie wektorȯw

Rȯżnica dwȯch wektorȯw

~v = [v1, v2] i ~w = [w1, w2]

rȯwnajest wektorowi

~z = [z1, z2] = ~v − ~w = [v1 − w1, v2 − w2]

o wspȯ lrzȩdnych z1 = v1 − w1 i z2 = v2 − w2.

Przyk lad 1.5 Oblicz rȯżnice wektorȯw

~v = [1, 2] i ~w = [2, 1]

Rozwia̧zanie. Oblkiczamy rȯżnicȩ wektorȯw

~v − ~w = [1, 2]− [2, 1] = [1 − 2, 2 − 1] = [−1, 1]

Opowiedź: Wynikiem odejmowania danych wektorȯw ~v = [1, 2] i ~w = [2, 1] jest wektor
~z = [−1, 1].



9

-

6

�

*

I

3�

~w

~v
~z

~z = [−1, 1]

~w = [2, 1]

~v = [1, 2]

1

2

3

x2

x10 1 2 3

1.3.4 Iloczyn skalarny wektorȯw

4 Iloczyn skalarny wektorȯw jest ważna̧ operacja̧ na wektorach stosowana̧ w matematyce
stosowanej, w fizyce, chemii i w innych przedmiotach ścis lych.

Definition 1.1 Iloczynem skalarnym wektorȯw ~v = [v1, v2] i ~w = [w1, w2] nazywamy liczbȩ

(~v, ~w) = v1 ∗ w1 + v2 ∗ w2

Iloczyn skalarny wektorȯw nie jest wektorem, natomiast jest liczba̧

Przyk lad 1.6 Oblicz iloczyn skalarny wektorȯw

~v = [2, 5] i ~w = [7, 3]. (1.1)

Rozwia̧zanie. Stosuja̧c wzȯr (1.1) obliczamy iloczyn skalarny danych wektorȯw, piszemy

(~v, ~w) = ([2, 5] ∗ [7, 3]) = 2 ∗ 7 + 5 ∗ 3 = 14 + 15 = 29.

Odpowiedź: Iloczyn skalarny danych wektorȯw ~v = [2, 5] i ~w = [7, 3] jest liczba̧ 29, piszemy

(~v, ~w) = 29.

Iloczyn skalarny wektorȯw zachowuje wszystkie w lasności operacji arytmetycznej mnożeni.
Rozpatrzmy dwa wektory

~v = [v1, v2] i ~w = [w1, w2]

• iloczn skalarny jest przemienny

(~v, ~w) = (~w,~v)

Istotnie, sprawdzamy, że

(~v, ~w) = v1 ∗ w1 + v2 ∗ w2 = w1 ∗ v1 + w2 ∗ v2 = (~w,~v)

• mnożenie skalarne wektorȯw jest rozdzielne wzglȩdem dodawania

(~v, (~w + ~z)) = (~v, ~w) + (~v, ~z)

Istotnie sprawdzamy, że

(~v, ~w + ~z) = v1 ∗ (w1 + z1) + v2 ∗ (w2 + z2)

= v1 ∗ w1 + v1 ∗ z1 + v2 ∗ w + 2 + v2 ∗ z2

= v1 ∗ w1 + v2 ∗ w2︸ ︷︷ ︸
(~v,~w

+ v1 ∗ z1 + v2 ∗ z2︸ ︷︷ ︸
(~v,~z)

= (~v, ~w) + (~v, ~z)

4Wielokość skalarna to znaczy wielkość określona liczba̧
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• Iloczyn skalarny wektora ~v przez siebie rȯwny jest kwadratowi jego d lugości

(~v,~v) = v1 ∗ v1 + v2 ∗ v2 = v2
1 + v2

2 = |~v|2

Teraz podamy ważne w zastosowniach nastȩpuja̧ce twierdzenie

Twierdzenie 1.1 Wektory ~v i ~w sa̧ prostopad le wtedy i tylko wtedy, jeżeli ich iloczyn

skalarny rȯwny jest zero, piszmy

~v⊥~w ⇐⇒ (~v, ~w) = 0.

Dowȯd. Istnieje kilka dowodȯw tego twierdzenia. Tutaj podamy dowȯd oparty na twierdze-
niu Pitagorasa. Mianowicie, udowodnimy, że trȯjka̧t o ramionach ~v i ~w jest prostoka̧tny
wtedy i tylko wtedy, jeżeli iloczyn skalarny

(~v, ~w) = 0

Obliczamy kwadrat d lugości rȯżnicy wektorȯw ~v i ~w

|~v − ~w|2 = (~v − ~w,~v − ~w)

= (~v,~v) − 2(~v, ~w) + (~w, ~w)

= |~v|2 − 2(~v, ~w) + |~w|2

Zauważmy, że jeżeli iloczyn skalarny

(~v, ~w) = 0

to boki trȯjka̧ta ∆ABC

|AB| = |~v|, |AC| = |~w|, |BC| = |~v − ~w|

-

6

-

6Y

~v

~w ~v − ~w

A

C B

x2

x1

spe lniaja̧ rȯwność

|~v|2 + |~w|2 = | ~v − w|2 (1.2)

wtedy i tylko wtedy, jeżeli iloczyn skalarny

(~v, ~w) = 0.
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Z drugiej strony z twierdzenia Pitagorasa wynika, że suma kwadratȯw dwȯch bokȯw trȯjka̧ta
jest rȯwna kwadratowi d lugości boku trzeciego (cf. (1.2)) wtedy i tylko wtedy, jeżeli ten
trȯjka̧t jest prostoka̧tny.
Zatem ka̧t 6 ACB pomiȩdzy wektorami ~v i ~w jest prosty wtedy i tylko wtedy, jeżeli iloczyn
skalarny tych wektorȯw rȯwny jest zero.
Koniec dowodu.
Zauważmy, że iloczyn skalarny wektorȯw jest zwia̧zany z twierdzeniem Pitagorasa, Istotnie,
warunek prostopad lości wektorȯw 5 6

(~v, ~w) = 0

jest rȯwnoważny z teza̧ twierdzenia Pitagorasa o trȯjka̧cie prostoka̧tnym.

|~v|2 + |~w|2 = | ~v − w|2.

Przyk lad 1.7 Oblicz iloczyn skalarny i d lugość wektorȯw

~v = [6, 8], ~w = [9, 12].

Rozwia̧zanie. Obliczamy iloczyn skalarny stosuja̧c wzȯr (1.1) dla wektorȯw

~v = [v1, v2] = [6, 8], i ~w = [w1, w2] = [9, 12]

Zatem iloczyn skalarny

(~v, ~w) = 6 ∗ 9 + 8 ∗ 12 = 54 + 96 = 150.

rȯwny jest 100.

Wiemy, że kwadrat d lugości wektora ~v = [6, 8] jest rȯwny iloczynowi skalarnemu tego wek-
tora przez siebie.

|~v|2 = (~v,~v) = 6 ∗ 6 + 8 ∗ 8 = 36 + 64 = 100

Ska̧d d lugość wektora
|~v| =

√
100 = 10.

Podobnie obliczamy d lugość wektora ~w = [9, 12]

|~w| =
√

(~w, ~w) =
√

9 ∗ 9 + 12 ∗ 12 =
√

81 + 144 =
√

225 = 15.

Przyk lad 1.8 Dla jakiej wartości parametru m wektory

~v = [m, 6], ~w = [3, 2].

sa̧ prostopad le?

Rozwia̧zanie. Obliczamy iloczyn skalarny stosuja̧c wzȯr (1.1) dla wektorȯw

~v = [v1, v2] = [m, 6], i ~w = [w1, w2] = [3, 2]

Wektory sa̧ prostopad le jeżeli ich iloczyn skalarny rȯwny jest zero. Obliczamy iloczyn
skalarny

(~v, ~w) = m ∗ 3 + 6 ∗ 2 = 3m + 12 = 0.

5Wartość iloczynu skalarnego wektorȯw nie jest wektorem, natomiast jest liczba̧.
6Zauważmy, że znikanie iloczynu skalarnego (~v, ~w) = 0 jest warunkiem koniecznym i wystarczaja̧cym

prostopad lości wektorȯw ~v, ~w , w symbolach piszemy ~v⊥~w ⇐⇒ (~v, ~w) = 0.
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Ska̧d iloczyn skalarny rȯwny jest zero

6m + 12 = 0, dla m = −12

3
= −4.

Istotnie sprawdzamy, że dla m = −4 iloczyn skalarny wektora ~v = [m, 6] przez wektor
~w = [3, 2] rȯwny jest zero

(~v, ~w) = −4 ∗ 3 + 6 ∗ 2 = 0

Odpowiedź: Wektory

~v = [v1, v2] = [m, 6], i ~w = [w1, w2] = [3, 2]

sa̧ prostopad le dla parametru m = −4.

Zadanie 1.1 Oblicz iloczyn skalarny i d lugość wektorȯw

~v = [12, 16], ~w = [15, 20].

Zadanie 1.2 Dla jakiej wartości parametru m wektory

~v = [m, 15], ~w = [5, 3].

sa̧ prostopad le?

1.4 Konstrukcje podstawowe z cyrklem i linijka̧

Do konstrukcji podstawowych przy pomocy cyrkla i linijki zaliczamy tutaj 7

• konstrukcja symetralnej danego odcinka,

• konstrukcja prostej prostopad lej do danej prostej, ktȯra przechodzi przez
dany punkt poza prosta̧,

• konstrukcja dwusiecznej danego ka̧ta,

• konstrukcja prostych rȯwnoleg lych,

• konstrukcja trȯjka̧ o danch bokach,

• konstrukcja czworoka̧ta o danych bokach.

1.4.1 Konstrukcja symetralnej odcinka.

Niech dany bȩdzie odcinek [A,B] o d lugości a = |AB|. Stawiamy cyrkiel w
punkcie A i rozwartościa̧ cyrkla wiȩksza̧ od po lowy odcinka [A,B] zakreślamy
dwa  luki nad odcinkiem i pod odcinkiem. Rysujemy prosta̧ L przez punkty
przeciȩ  lukȯw. Prosta L jest symetralna̧ odcinka [A,B].

7D lugość odcineka [A,B] o pocza̧tku A i końcu B oznaczamy symbolem |AB|
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A B

L

Zadanie 1.3 Narusuj odcinek o pocza̧tku w punkcie A d lugości 6cm i o końcu
w punkcie B. poprowadź symetralna̧ odcinka [A,B] przy pomocy cyrkla i linijki.

1.4.2 Konstrukcja prostej prostopad lej do danej prostej

Niech dana bȩdzie prosta L i punkt P. Stawiamy cyrkiel w danym punkcie P
i zakreślamy  luk przeciaja̧cy prosta̧ L w punktach A i B. Stawiamy cyrkiel
w punkcie A i zakreślamy  luk. Nastȩpnie stawiamy cyrkiel w punkcie B i
zakreślamy  luk. Punkt przeciȩcia  lukȯw oznaczamy litera̧ P ∗. Przez punkty
P ∗ i P rysujemy prosta̧ L∗, jak na rysunku niżej.

A B

P

P ∗

L∗

L

Zadanie 1.4 Narusuj prosta̧ L. Poprowadź prosta̧ prostopad la̧ do prostej L
przez dowolnie wybrany punkt P leża̧cy poza prosta̧ L, przy pomocy cyrkla i
linijki.

1.4.3 Konstrukcja dwusiecznej danego ka̧ta

Niech bȩdzie dany ka̧t α o wierzcho lku w punkcie O i ramionach L1 i L2.
8

L2

L1

B

AO

α

Stawiamy cyrkiel w wierzcho lkuO ka̧ta α i zakreślamy  luk przecinaja̧cy ramiona
L1 i L2 w punktach A i B. Punkty A i B sa̧ rȯwno odleg le od punktu O,

piszemy |OA| = |OB|. Nastȩpnie stawiamy cyrkiel w punkcie A i zakreślamy

8Ka̧t α o wierzcho lku O i ramionach L1 i L2 określonych przez punkty A i B oznaczamy symbolem
6 AOB
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 luk. Podobnie stawiammy cyrkiel w punkcieB i zakreślamy  luk. Punkt przeciȩ
cia  lukȯw oznaczamy litera̧ P. Przez punkty O i P prowadzimy dwusieczna̧ ka̧ta

L2

L1O

B

A

P

α

Zadanie 1.5 Poprowadź dwusieczna̧ ka̧ta α danego niżej na rysunku przy po-
mocy cyrkla i linijki.

α

1.4.4 Konstrukcja prostych rȯwnoleg lych

Konstrukcja prostej rȯwnoleg lej do danej prostej L i przechodza̧cej przez dany
punkt P oparta jest na rysowaniu rȯwnoleg loboku.

P

L

Opis konstrukcji. Stawiamy cyrkiel w danym punkcje P i zakreślamy  luk,
ktȯry przecina dana̧ prosta̧ L w dwȯch punktach A i B.  La̧czymy punkt A
przeciȩcia z danym punktem P linijka̧. Nastȩpnie stawiamy cyrkiel w punkcie
B i rozwartościa̧ cyrkla rȯwna̧ odleg lości |AP | punktu A od punktu B, za-
kreślamy  luk. Podobnie, stawiamy cyrkiel w punkcie P i ta̧ sama̧ rozwartościa̧
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cyrkla zakreślamy drugi  luk. Punkt Q przecia̧  lukȯw wyznacza wierzcho lek
rȯwnoleg loboku ABQP.

 La̧czymy punkty A, B, Q, P. Widzimy, że w ten sposȯb narysowalísmy
rȯwnoleg lobok ABQP, ktȯrego bok [PQ] leży na prostej rȯwnoleg lej do prostej
L przchodza̧cej przez dany punkt P.

L1 QP

L

BA

Zadanie 1.6 Narysuj prosta̧ L rȯwnoleg la̧ do prostej L0 danej niżej na ry-
sunku i przechodza̧cej przez dany punkt P przy pomocy cyrkla i linijki.

P

L0

1.4.5 Dwie proste rȯwnoleg le przeciȩte trzecia̧ prosta̧

Rozpatrzmy dwie proste rȯwnoleg le L1 i L2 przeciȩte trzecia̧ prosta̧ L. Niżej
na rysunku mamy zaznaczone ka̧ty parami rȯwne

L1

L2L
1 2

3 4

5 6
7 8

Dwie linie proste rȯwnoleg le L1 i L2 przeciȩte trzecia̧ prosta̧ L

• ka̧ty wierzcho lkowe parami rȯwne

6 1 = 6 4, 6 2 = 6 3, 6 5 = 6 8, 6 6 = 6 7
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• ka̧ty odpowiadaja̧ce parami rȯwne

6 1 = 6 5, 6 3 = 6 7, 6 2 = 6 6, 6 4 = 6 8

• ka̧ty naprzemianleg le wewnȩtrzne parami rȯwne

6 3 = 6 6, 6 4 = 6 5,

• ka̧ty naprzemianleg le zewnȩtrzne parami rȯwne

6 1 = 6 8, 6 2 = 6 7,

• ka̧ty przyleg le rȯwne

6 1 i 6 2, 6 3 i 6 4, 6 1 i 6 3, 6 2 i 6 4

6 5 i 6 6, 6 7 i 6 8, 6 5 i 6 7, 6 6 i 6 8

Zadanie 1.7 Jeden z ka̧tȯw wierzcho lkowych rȯwny jest 300.

L1

L2L
1 2

3 4

5 6
7 8

Dwie linie proste rȯwnoleg le przeciȩte trzecia̧ prosta̧

Oblicz wszystkie ka̧ty
(a) wiercho lkowe
(b) naprzemian leg le
(c) odpowiadaja̧ce
(d) przyleg le wewnȩtrzne
(e) przyleg le zewnȩtrzne
Zaznacz wartości wszystkich ka̧tȯw na rysunku

1.5 Okra̧g i ko lo

Obszar wewna̧trz okrȩgu nazywamy ko lem.

Obwȯd okrȩgu
Oobwod = 2 ∗ π ∗ r,
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pole ko la

Pokregu = π ∗ r2, π ≈ 314

100
= 3.14.

︸ ︷︷ ︸
2r srednica

Obwod okregu = 2π ∗ r
Pole okregu = π ∗ r2

średnica okrȩgu rȯwna jest 2 razy promień okrȩgu.

Zadanie 1.8 Narysuj cyrklem okra̧g o promieniu 3cm. Zaznacz kredka̧ wnȩtrze
okrȩgu jako ko lo o promieniu 3cm.
Oblicz średnicȩ okrȩgu, obwȯd okrȩgu, pole ko la.

1.5.1 Miara  lukowa ka̧ta

Rozpatrzmy okra̧g o promieniu R

︸ ︷︷ ︸
R

A B

C

luk l

l = ÂB

α

Miarȩ  lukowa̧ ka̧ta α = 6 BCA opartym na  luku l = ÂB określamy jako
stosunek d lugości  luku l do promienia R

α =
l

R

Ka̧t pe lny, ktȯry w mierze ka̧towej ma 3600 oparty jest na  luku

l = 2π ∗R
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rȯwnym obwodowi okrȩgu.
Zatem miara  lukowa ka̧ta pe lnego rȯwna jest

α =
2π ∗R
R

= 2π

Podobnie ka̧t pȯ lpe lny, ktȯry w mierze ka̧towej ma 1800 oparty jest na  luku

l = π ∗R

rȯwnym po lowie obwodu okrȩgu. To znaczy, że miara  lukowa ka̧ta pȯ lpe lnego
rȯwna jest

α =
π ∗R
R

= π

Rȯwnież ka̧t prosty, ktȯry w mierze ka̧towej ma 900 oparty jest na  luku

l =
2π ∗R

4
=
π ∗R

2

rȯwnym czwartej czȩści obwodu okrȩgu. To znaczy, że miara  lukowa ka̧ta
prostego rȯwna jest

α =
π ∗R
2R

=
π

2

W istocie, miara  lukowa ka̧ta nie zależy od d lugoẇci promienia R. Dlatego
możemy przyja̧ć promień okrȩgu R = 1.
Jednostka̧ miary  lukowej ka̧ta jest 1 radian. Ka̧t pe lny ma 2 ∗ π radianȯw,
ktȯremu w mierze ka̧towej odpowiada ka̧t 3600. Zatem, jeden stopnień

10 =
2 ∗ π
360

=
π

180
radianow

natomiast

1 radian =
1800

π
stopni

Przyk lad 1.1 Oblicz miarȩ  lukowa̧ ka̧ta 300.
Rozwia̧zanie. Korzytamy z proporcji, ka̧towi 1800 odpowiada miara  lukowa
tego ka̧ta π radianȯw. Zatema ka̧towi 300 odpowiada miara  lukowa x radianȯw.
Ta̧ proporcjȩ zapisujemy rȯwnaniem

π

180
=

x

30

Ska̧d obliczamy miarȩ  lukowa̧ ka̧ta 300

x =
30 ∗ π
180

=
π

6
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Zadanie 1.9 Oblicz miarȩ  lukwa̧ ka̧ta α, jeżeli jego miara ka̧towa rȯwna jest

(i) α = 300

(ii) α = 600

(iii) α = 1200

Zadanie 1.10 Ile stopni ma ka̧t α, jeżeli jego miara  lukowa rȯwna jest

(i) α =
3π

4

(ii) α =
5π

4

(iii) α =
4π

3

(iv) α =
5π

6

(iii) α =
7π

6

1.5.2 Ka̧t wpisany w okra̧g i ka̧t środkowy

Ka̧t wpisany. Ka̧tem wpisanym α nazywamy ka̧t, ktȯrego wierzcho lekC leży
na okrȩgu a ramiona AC i BC przecinaja̧ okra̧g w punktach A i B

A B

C

α

Z określenia miary  lukowej i miary ka̧towej wiemy, że wartość ka̧ta wpisanego
6 BCA = α nie zależy od wielkości promienia R. Zatem zak ladamy, że promień
R = 1.

Lemma 1.1 Wartość ka̧ta 6 BCA = α wpisanego w okra̧g jest sta la niezależna
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od po lożenia wierzcho lka C i promienia R okrȩgu o środku w punkcie O.

A B

C

α
α

C∗

Po lożenie ka̧ta ∆BCA = α wpisanego w okra̧g w pozycji C∗ = 6 BC∗A = α,

nie zmienia wartości α ka̧ta wpiesanego w okra̧g.
Istotnie ka̧t wpisany α o wierzcho lku w punkcie C i o ramionach AC i BC
przecina okra̧g w punktach A i B. Ka̧t α oparty jest na  luku l = ÂB radianȯw,
w mierze ka̧towej rȯwny jest

α =
l ∗ π
1800

.

Jeżeli wierzcho lekC porusza siȩ po okrȩgu w kierunku punktuA to ka̧t wpisany

α =
l ∗ π
1800

, nie zmienia warotości, ponieważ d lugość  luku l = ÂB pozostaje ta
sama.
Jednak, jeżeli wierzcho lek C pokryje siȩ z punktem A to ramie AC zredukuje
siȩ do punktu A. Wtedy ka̧t wierzcho lkowy α jest nieokreślony. Jeżeli wierz-
cho lek C przekroczy punt A i dalej porusza siȩ w kierunku punktu B to wtedy
ka̧t wpisany α bȩdzie oparty na  luku o d lugości 2π − l, a jego miara ka̧towa

α =
(2π − l) ∗ 1800

π
.

Ka̧t środkowy. Ka̧tem środkowym nazywamy ka̧t pomiȩdzy promieniami
okrȩgu R = |AO| i R = |BO| o wierzcho lku w środku okrȩgu O.

A B

O

αRR R
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1.5.3 Zwia̧zek pomiȩdzy ka̧tem środkowym i ka̧tem wpisanym

Twierdzenie 1.2 Ka̧t środkowy oparty na tym samym  luku co ka̧t wpisany w
okra̧g jest dwa razy wiekszy od ka̧ta wpisanego. Zatem mamy rȯwność

6 BCA = α, 6 BOA = 2α

A B

C

λ = 2α

O

βδ

δ β

ε γ

α = β + δ

Podamy dwa dowody twierdzenia o ka̧cie wpisanym i ka̧cie środkowym.
Dowȯd 1. Z lematu 1 wiemy, że wartość ka̧ta wpisanego α nie zależy od
po lożenia jego wierzcho lka C na okrȩgu.
Zatem możemy przyja̧ć po lożenie wierzcho lka C na średnicy okrȩgu prze-
chodza̧cej przez wierzcho lek C i środek okrȩgu O.
Promienie okrȩguAO, BO iCO tworza̧ trȯjka̧ty ∆AOC i ∆BCO rȯwnorammienne
i przystaja̧ce.
Zatem ich ka̧ty β, γ i ka̧t środkowy 6 BOA = λ spe lniaja̧ rȯwnania

α = 2β,

γ + 2β = π

2γ + λ = 2π.

Ska̧d obliczamy ka̧t środkowy

λ = 2π − 2γ = 2π − 2 (π − 2β)︸ ︷︷ ︸
γ

= 4β = 2α.

Dowȯd 2. Najpierw dowȯd podamy w przypadku, gdy środek okrȩgu O leży
pomiȩdzy ramionami AC i BC ka̧ta wpisanego 6 BCA = α, nastȩpnie w przy-
padku, gdy środek okrȩgu O leży poza ramionami ka̧ta wpisanego.
W przypadku pierwszym zauważamy, że trȯjka̧ty rȯwnoramienne ∆AOC , ∆BCO
o ramionach rȯwnych promieniowi okrȩgu R maja̧ ka̧ty przy podstawach ka̧ty
rȯwne. Trȯjka̧t ∆AOC ma przy podstawie AC ka̧ty rȯwne δ i trȯjka̧t ∆BCO
ma przy podstawie BC ka̧ty rȯwne β. Ka̧t wpisany 6 BCA = α oznaczamy
litera̧ grecka̧ α, a ka̧t środkowy 6 AOB oznaczamy litera̧ grecka̧ λ, jak na ry-
sunku.
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Nastȩpnie zauważamy, że ka̧ty α, β, γ, δ, ε, λ spe lniaja̧ uk lad rȯwnań liniowych

α = β + δ, 6 BCA wpisany α

2β + γ = π, suma katow w trojkacie ∆ BCO rowna π

2δ + ε = π, suma katow w trokacie ∆ AOC rowna π

γ + ε + λ = 2π, kat pelny rowny 2π

(1.3)

Uk lad rȯwnań liniowych (1.3) rozwia̧żemy metoda̧ podstawiania.
Mianowicie, z rȯwnanania drugiego i trzeciego w uk ladzie (1.3) obliczamy

γ = π − 2β,
ε = π − 2δ

Ska̧d suma ka̧tȯw
γ + ε = 2π − 2(β + δ)

Z rȯwnania czwartego w uk ladzie rȯwna(̇1.3) obliczamy ka̧t środkowy

λ = 2π − (γ + ε) = 2π − (2π − 2(β + δ))︸ ︷︷ ︸
γ+ε

= 2 (β + δ)︸ ︷︷ ︸
α

= 2α

Zatem, obliczylísmy, że ka̧t środkowy λ jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta wpisanego
α, piszemy

λ = 2α

Koniec dowodu przypadku pierwszego.

Dowȯd. Dowȯd w przypadku drugim, gdy środek okrȩgu O leży poza ramion-
ami AC i BC ka̧ta wpisanego 6 BCA = α.

A B

C
λ = 2α

O

δ

α

α

β

6 OCA = α+ β

6 CAO = α+ β

6 AOC = δ

R

|OB| = |OC| = |OA| = R

Zauważamy, że trȯjka̧ty rȯwnoramienne ∆AOC i ∆BOC o ramionach rȯwnych
promieniowi okrȩguRmaja̧ przy podstawach [AC ] i [CB] ka̧ty rȯwne, odpowied-
nio

6 OCA = 6 CAO = α+ β i 6 CBO = 6 OCB = β.
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Suma ka̧tȯw w trȯjka̧tach ∆AOC i BOC rȯwna jest 1800 lub π, piszemy

6 OCA+ 6 CAO︸ ︷︷ ︸
2(α+β)

+ 6 AOC︸ ︷︷ ︸
δ

= π 2(α + β) + δ = π

6 OBC + 6 OCB︸ ︷︷ ︸
2β

+ 6 BOC︸ ︷︷ ︸
δ+λ

= π 2β + δ + λ = π
(1.4)

Uk lad rȯwnań liniowych (1.4) rozwia̧żemy metoda̧ podstawiania.
Mianowicie, z pierweszgo rȯwnania obliczamy

δ = π − 2(α+ β)

i podstawiamy do rȯwnania drugiego

2β + (π − 2(α + β)) + λ = π, λ− 2α = 0.

Ska̧d ka̧t środkowy 6 BOA = 2α jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta wpisanego
6 OCA = α, piszemy

λ = 2α

lub
6 BOA = 26 OCA.

Koniec dowodu przypadku 2.

Wniosek: Ka̧t wpisany oparty na średnicy okrȩgu jest prosty, ma 900, w

mierze  lukowej ma
π

2
radianȯw.

1.6 Trȯjka̧ty

1.6.1 Konstrukcja trȯjka̧ta o danych bokach

Niech bȩda̧ dane trzy odcinki [A,B], [B,C ], i [A,C ]

A B

B C

A C

Wybierzmy odcinek [AB] jako podstawȩ trȯjka̧ta ∆ABC. Rozwartościa̧ cyrkla
rȯwna̧ d lu gości odcinka [A,C ] zakreślamy  luk stawiaja̧c cyrkiel w punkcie A.
Nastȩpnie rozwartościa̧ cyrkla rȯwna̧ d lugości odcinka [B,C ] zakreślamy  luk
stawiaja̧c cyrkiel w punkcie B. Punkt przeciȩcia  lukȯw C∗  la̧czymy z punktami
A i B podstawy tȯjka̧ta ∆ABC∗ 9

9Odcinek o pocza̧tku w punkcie A i końcu w punkcie B oznaczamy symbolem [A, B]
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A B

B C

A C

C∗

A B

Zauważmy, że trȯjka̧t można zbudować z odcinkȯw, ktȯre spe lniaja̧ nastȩpuja̧ca̧
nierȯwność trȯjka̧ta
Suma d lugości dwȯch bokȯw trȯjka̧ta jest wiȩksza od d lugości boku trzeciego,
piszemy

|AB| + |BC| ≥ |AC|,

|AB| + |AC| ≥ |BC|,

|AC| + |BC| ≥ |AB|

1.6.2 Suma ka̧tȯw trȯjka̧ta

Suma ka̧tȯw każdego trȯjka̧ta rȯwna jest 1800, w mierze  lukowej π radianȯw.
Niżej rozpatrzmy geometryczna̧ interpretaje sumy ka̧tȯw trȯjka̧ta.

CD

A
α

α β

β

γ

ab

c

B

Z rysunku, zauważamy, że suma ka̧tȯw każdego trȯjka̧ta rȯwna jest 1800.
Rzeczywíscie, prosta DC jest rȯwnoleg la do podstawy AB trȯjka̧ta ABC .
Ka̧ty naprzemianleg le wewnȩtrzne α przy podstawie i α przy odcinku DC

sa̧ rȯwne, podobnie β przy podstawie AB i β przy odcinku DC sa̧ rȯwne.
Widzmy, że

α+ β + γ = 1800

To znaczy, że suma ka̧tȯw każdego trȯjka̧ta rȯwna jest 1800.
Rozrȯżniamy nastȩpuja̧ce trȯjka̧ty: trȯjka̧ty rȯwnoboczne, trȯjka̧ty rȯwnoramienne,
trȯjka̧ty prostoka̧tne i trȯjka̧ty dowolne.

Konstrukcja trȯjka̧ta o tych samych ka̧tach i o bokach proporcjon-

alnych. Na p laszczyżnie wybieram trzy rȯżne punkty A, B i C i  la̧czymy te
punkty używaja̧c linjki. W ten sposȯb narysowalísmy trȯjka̧t. Boki AB i AC
przed lużamy. Na przed lużonych bokach odk ladamy odcinki rȯwne d lugości
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bokȯw AB i AC , odpowiednio.  La̧czymy zaznaczone końce odcinkȯw. Widz-
imy, że w ten sposȯb narysowalísmy drugi trȯjka̧ ktȯry ma ka̧ty te same co
wcześniej narysowny trȯjka̧t, natomiast boki ma dwa razy d luższe. Rzeczywíscie,
oba trȯjka̧ty maja̧ te same ka̧ty, ponieważ bok BC jest rȯwnoleg ly odpowied-
niego boku wiȩkszego trȯjka̧ta, jako ka̧ty odpowiadaja̧ce.

Przyk lad 1.2 Narysuj trȯjka̧t o tych samych ka̧tach i o bokach dwa razy
d luższych używaja̧c linijki i cyrkla. Zmierz ka̧ty tego trȯjka̧ta. Oblicz sumȩ
ka̧tȯw tego trȯjka̧ta.

h

C

A
α β

γ

ab

c

B

Trojkata ∆ABC
Pole trȯjka̧ta

P∆ =
a ∗ h

2

Obwȯd trȯjka̧ta

Ob∆ = a+ b+ c.

1.6.3 Trȯjka̧t rȯwnoboczny.

Trȯjka̧t rȯwnoboczny ma wszystkie boki rȯwne i wszystkie ka̧ty rȯwne α = 600,

w mierze  lukowej α =
π

3
jak na rysunku

Konstrukcja trȯjka̧ta rȯwnobocznego. Rysujemy odcinek o ustalonej
d lugości bokȯw trȯjka̧ta. Stawiamy nȯżkȩ cyrkla na pocza̧tku odcinka i za-
kreślamy okra̧g o promieniu rȯwnym d lugości odcinka. Nastȩpnie stawiamy
nȯżkȩ cyrkla na drugim końcu odcinka i tym samym promieniem zakreślamy
okra̧g.  La̧czymy punkt przeciȩcia okrȩgȯw z końcami odcinka. Widzimy, że w
ten spoȯb powsta l trȯjka̧t o rȯwnych bokach i rȯwnych ka̧tach.
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h O

C

A D
α = 600 α = 600

α = 600

aa

a
2

B

Trojkat rownoboczny ∆ABC

Wysokość h trȯjka̧ta ∆ ABC jest dwusiecznna̧ ka̧ta α i dzieli podstawȩ a na
po lowȩ w punkcie D. Podobnie wysokości trȯjka̧ta rȯwnobocznego spuszczone
na pozosta le boki dziela̧ ich na po lowy i przecinaja̧ siȩ w jednym punkcie O.
Punkt przeciȩcia wysokości O dzieli te wysokości w stosunku 1 : 3. To znaczy
zachodzi nastȩpuja̧ca proporcja

|DO|
|DC| =

1

3
, |DC| = h

Sta̧d mamy

|DO| =
1

3
h, i |OC| =

2

3
h

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysokość h trȯjka̧ts ∆ ABC

h2 = a2 − (
a

2
)2 =

3

4
a2,

Wysokość trȯjka̧ta rȯwnobocznego

h =
a
√

3

2

Obliczamy pole trȯjka̧ta rȯwnobocznego

P = h ∗ a
2

=
a
√

3

2
∗ a

2
=
a2
√

3

4

P =
a2
√

3

4

Pole trȯjka̧ta rȯwnobocznego o boku a

P =
a2
√

3

4

Zadanie 1.11 Zmierz boki i ka̧ty trȯjka̧ta ∆ABC niżej na rysunku

h

C

A
α α

α

aa

a B
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(i) Oblicz pole i obwȯd trȯjka̧ rȯwnoramiennego ∆ABC, o boku a = 3cm.
(ii) Narysuj trȯjka̧t o tych samych ka̧tach i o bokach dwa razy d luższych
używaja̧c linijki i cyrkla.
(iii) Zmierz ka̧ty i oblicz sumȩ ka̧tȯw tego trȯjka̧ta.

1.6.4 Trȯjka̧t rȯwnoramienny

Trȯjka̧t rȯwnoramienny o podstawie rȯwnej odcinkowi [A,B] i rȯwnych ramionach
[A,C ] = [B,C ] ma przy podstawie [A,B] ka̧ty rȯwne 6 CAB = 6 ABC = α.

Wysokość h = |CD| dzieli podstawȩ [A,B] na po lowȩ.

︸ ︷︷ ︸
a=|AB|

h = |CD|

C

A B
Dα α

γ

bb

Pole trȯjka̧ta rȯwnoramiennego ∆ABC obliczamy stosuja̧c wzȯr ogȯlny

P∆ABC =
1

2
|AB| ∗ |CD|︸ ︷︷ ︸

a∗h

=
1

2
a ∗ h.

Zadanie 1.12 Zmierz boki i ka̧ty trȯjka̧ta rȯwnoramiennego ∆ABC. Oblicz
obwȯd, pole i sumȩ ka̧tȯw trȯjka̧ta rẇnoramiennego, jeżeli d lugość jego pod-
stawy |AB| = 3cm, a rȯwne ramiona |AC| = |BC| = 4cm.

1.6.5 Trȯjka̧t prostoka̧tny

Pole trȯjka̧ta =
a ∗ b

2
, obwȯd trȯjka̧ta =a+ b+ c

W trȯjka̧cie prostoka̧tnym wyrȯżniamy przyprostoka̧tne AB i AC , o d lugości
a i b, przeciwprostoka̧tna̧ BC , o d lugości c, ka̧t prosty α = 900 i dwa ka̧ty
przyleg le β, γ

Zadanie 1.13 Zmierz boki i ka̧ty tego trȯjka̧ta.
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C

A B
α β

γ

cb

a

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC
Narysuj trȯjka̧t o tych samych ka̧tach i o bokach dwa razy krȯtszych używaja̧c
linijki i cyrkla. Oblicz sumȩ ka̧tȯw tego trȯjka̧ta

1.7 Cechy przystawania i podobieństwo trȯjka̧tȯw

1.7.1 Trȯjka̧ty przystaja̧ce

Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce, jeżeli maja̧ wszystkie boki rȯwne i wszystkie
ka̧ty rȯwne. Jasne, że na to żeby dwa trȯjka̧ty by ly przystaja̧ce wystarczy,
żeby mia ly rȯwne boki, gdyż wtedy automatycznie wszystkie ka̧ty musza̧ mieć
rȯwne. O tym mȯwi pierwsza cecha przystawania trȯjkcatȯw.
Pierwsza checha przystawania trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce,
jeżeli maja̧ wszystkie boki rȯwne.

Narysuj trȯjka̧t o tych samych o bokach używaja̧c linijki i cyrkla. Zmierz ka̧ty
tego trȯjka̧ta. Oblicz sumȩ ka̧tȯw tego trȯjka̧ta

Druga cecha przystawania trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce, jeżeli
maja̧ dwa boki rȯwne i ka̧ty przyleg le do tych bokȯw rȯwne. Sprawdzamy, że
wtedy pozosta le boki musza̧ być rȯwne i ka̧ty też rȯwne.
Trzecia cecha przystawania trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce, jeżeli
maja̧ dwa boki rȯwne i ka̧t pomiȩdzy tymi bokami rȯwny.

1.7.2 Trȯjka̧ty podobne

Dwa trȯjka̧ty ∆ABC i A
′

B
′

C
′

sa̧ podobne, piszemy

∆ABC ' ∆A
′

B
′

C
′
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jeżeli maja̧ opowiednie boki proporcjonalne w skali proporcji k, to znaczy

|AB|
|A′B ′| =

|AC|
|A′C ′| =

|BC|
|B ′C ′| = k,

|AB| = k ∗ |A′

B
′|,

|AC| = k ∗ |A′

C
′|,

|BC| = k ∗ |B ′

C
′|.

Zauważmy, że niżej na rysunku trȯjka̧tȯw ∆ABC i ∆A
′

B
′

C
′

skala proporcji
k = 2

︸ ︷︷ ︸
c=4cm

C

A

α

γ

β

b = 3.5cm
a = 2

B ︸ ︷︷ ︸
c=8cm

C
′

A
′

α
′

γ
′

β
′

b
′

= 7cm a
′

= 4cm

B
′

Niżej podamy trzy cechy podobieństwa trȯjka̧tȯw.

Pierwsza checha podobieństwa trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty ∆ABC i ∆A
′

B
′

C
′

sa̧ podobne, jeżeli maja̧ wszystkie boki proporcjonalne w skali proporcji k, to
znaczy

|AB| = k ∗ |A′

B
′|,

|AC| = k ∗ |A′

C
′|,

|BC| = k ∗ |B ′

C
′|.

Zadanie 1.14 Narysuj trȯjka̧t ∆ABC o bokach

|AB| = c = 5cm, |AC| = b = 4cm, |BC| = a = 3cm

używaja̧c linijki i cyrkla.

Narysuj drugi trȯjka̧t ∆A
′

B
′

C
′

o bokach dwa razy wiȩkszych od bokȯw trȯjka̧ta
∆ABC.

Druga cecha podobieństwa trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty ∆ABC i ∆A
′

B
′

C
′

sa̧ podobne, jeżeli maja̧ dwa boki proporcjonalne w skali proporcji k i ka̧ty
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pomiȩdzy tymi bokami rȯwn, to znaczy α = α
′

|AB|
|A′B ′| =

|AC|
|A′C ′| = k,

|AB| = k ∗ |A′

B
′|,

|AC| = k ∗ |A′

C
′|,

Zadanie 1.15 Narysuj trȯjka̧t ∆ABC o bokach

|AB| = c = 3cm, |AC| = b = 5cm,

danym ka̧cie α = 450

α = 450

używaja̧c linijki i cyrkla.

Narysuj drugi trȯjka̧t ∆A
′

B
′

C
′

o bokach dwa razy wiȩkszych od bokȯw trȯjka̧ta
∆ABC.

Trzecia cecha przystawania trȯjka̧tȯw.

Dwa trȯjka̧ty ∆ABC i ∆A
′

B
′

C
′

sa̧ podobne, jeżeli maja̧ boki AB i A
′

B
′

proporcjonalne w skali k i ka̧ty do nich przyleg le rȯwne, to znaczy α = α
′

i
β = β

′

oraz boki AB i A
′

B
′

w skali k

|AB|

|A′
B

′|
= k,

|AB| = k ∗ |A′

B
′|,

Zadanie 1.16 Narysuj trȯjka̧t ∆ABC o boku

|AB| = c = 6cm,

i danych ka̧tach przyleg lych 6 α = 300, 6 β = 600 do boku AB.

Narysuj drugi trȯjka̧t ∆A
′

B
′

C
′

o bokach dwa razy wiȩkszych od bokȯw trȯjka̧ta
∆ABC.
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1.7.3 Twierdzenie Talesa

Jeżeli ramiona ka̧ta przetniemy dwiema prostymi rȯwnoleg lymi, to d lugości
odcinkȯw wyznaczonych przez te proste na jednym ramieniu ka̧ta sa̧ propor-
cjonalne do d lugości odcinkȯw wyznaczonych przez te proste na drugim ramie-
niu ka̧ta

c

b

a

d

x y

prosta1

prosta2

Jeżeli prosta1 || prosta2 to :

a

b
=
c

d
,

a

c
=
b

d
a

a + b
=

c

c+ d
=
x

y

Przyk lad 1.3 Oblicz wysokość drzewa z odleg lości 50m. Stosuja̧c twierdzenie
Talesa obliczamy wysokość drzewa y z proporcji

a

a + b
=
x

y
, y =

(a + b) ∗ x
a

Dane: a + b = 50m, Dokonujemy pomiarȯw a = 2m, x = 0.5m do proporcji,
zobacz na rysunku.

0

c

b = 50a +

d

x=0.5
y

Podstawiaja̧c dane obliczamy wysokość drzewa y =
(a + b) ∗ x

a
=

50 ∗ 0.5

2
= 12.5
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Twierdzenie Talesa stosujemy w zadaniach dzielenia odcinka w danej pro-
porcji.

Przyk lad 1.4 Podzielić odcinek AB w stosunku 2 : 3
Rozwia̧zanie. Na ramieniu AC zaznaczamy dowolna̧ rozwartościa̧ cyrkla trzy
punkty D, E i punkt C. Nastȩpnie,  la̧czymy punkt C z punktem B używaja̧c
linijki. Rysujemy rȯwnoleg le do odcinka BC przechodza̧ce przez punkty D i
E. W ten sposȯb dostajemy podzia l odcinka AB punktem F w stsunku 2 : 3,
Zatem, z twierdzenia Talesa mamy proporcje

|AF |
|AB| =

2

3

A BF B

C

D

E

Zadanie 1.17 Oblicz wysokość drzewa z odleg lości 150m, wiedza̧c, że wysokość
listwy geodezyjnej rȯwna jest 2m i jej odleg lość od punktu pomiaru 10m.

Zadanie 1.18 Podzielić odcinek AB w stosunku 1 : 3

A B

1.7.4 Twierdzenie Pitagorasa

Figury p laskie, twierdzenie Pitagorasa, wieloka̧ty foremne, okra̧g: ka̧t środkowy
i ka̧t wpisany w okra̧g, miara  lukowa k a̧tȯw, konsrukcje figur p laskich, fig-
ury przestrzenne granastos lupy proste, walce, stożki, ostros lupy, sfery i kule,
obliczanie objȩtości i pola powierzchni.

Zwia̧zki miarowe w trȯjka̧cie prostoka̧tnym wynikaja̧ ztwierdzenia Pitagorasa.
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C

A B

cb

a

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Twierdzenie 1.3 W trȯjka̧cie prostoka̧tnym suma kwadratȯw przyprostoka̧tnych
rȯwna jest kwadratowi przeciwprostoka̧tnej

a2 + b2 = c2

Tutaj przez a i b oznaczone sa̧ przyprostoka̧tne, litera̧ c oznaczona jest przeci-
wprostoka̧tna, (zobacz rysunek)

Przyk lad 1.5 Oblicz bok x trȯjka̧ta prostoka̧tnegoC

A B

x4

3

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Przyk lad 1.6 Oblicz bok y trȯjka̧ta prostoka̧tnegoC

A B

610

y

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC
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Przyk lad 1.7 Oblicz przeciwprostoka̧tna̧ trȯjka̧ta prostoka̧tnego, wiedza̧c, że
przyprostoka̧tne a = 9, b = 12

C

A B

cb

a
Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Przyk lad 1.8 Oblicz wszystkie boki trȯjka̧ta prostoka̧tnego, wiedza̧c, że przypros-
toka̧tna a = 12cm, przyprostoka̧tna b jest o 4cm d luższa od przyprostoka̧tnej
a, natomiast przeciwprostoka̧tna c jest d lużesza o 8cm od przyprostoka̧tnej a.

C

A B

cb

a
Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

1.8 Czworoka̧ty

Rozpatrzmy czworoka̧t ABCD o wierzcho lkachA, B, C, D o czterech bokach
d lugości a, b, c, d, i o ka̧cie 6 ABC o wierzcho lku B, ka̧tcie 6 BCD o wierz-
cho lku C, ka̧tcie 6 CDA o wierzcho lku D.
Suma d lugości dowolnie wybranych trzech bokȯw czworoka̧ta jest nie mniejsza
od d lugości boku czwartego, piszemy

|AB| + |BC| + |CD| ≥ |AD|.

Suma ka̧tȯw czworoka̧ta rȯwna jest 3600, w mierze  lukowej 2π, piszemy

6 ABC + 6 BCD + 6 CDA + 6 DAB = 3600
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A B

D

C

bd

c

a

Zadanie 1.19 Zmierz boki i ka̧ty tego czworoka̧ta. Oblicz obwȯd i sumȩ ka̧tȯw
czworoka̧ta czworoka̧t ABCD.

Rozpatrzymy nastȩpuja̧ce czworoka̧ty

• kwadrat

• prostoka̧t

• trapez

• rȯwnoleg lobok

• romb

• deltoid

• czworoka̧t dowolny

• okra̧g wpisany i okra̧g opisany na czworoka̧cie

10

10Konstrukcja kwadratu przy pomocy cyrkla i linijki opisana jest w projekcie Figury podstawowe.

Konstrukcja.
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1.8.1 Czworoka̧t foremny. Kwadrat.

Kwadrat ABCD jest figura̧ foremna̧ o czterych bokach rȯwnych a i o czterech

ka̧tach prostych rȯwnych 900 lub w mierze  lukowej
π

2
.

A B

D C

aa

a

a

α = 900 β = 900

δ = 900 γ = 900

Kwadrat ma dwie pzeka̧tne AC i BD, ktȯre przecinaja̧ siȩ pod ka̧tem prostym

rȯwnym 900 lub w mierze  lukowej
π

2
. Z twoerdzenia Pitagorasa obliczamy

d lugość przeka̧tnej

|AC|2 = |BC|2 = a2 + a2 = 2a2, |AC| = |BC| = a
√

2.

Promień okrȩgu wpisanego w kwadrat rȯwny jestpo lowie boku

r =
a

2

Promień okrȩgu opisanego na kwadracie rȯwny jest po lowie przeka̧tnej

R =
a
√

2

2

Pole kwadratu

PABCD = a ∗ a2, obwod kwadratu Ob = 4 ∗ a.
Zadanie 1.20 Oblicz obwȯd Ob i pole P kwadratu, d lugość przeka̧tnych, promień
r okrȩgu wpisanego w kwadrat i promień R okrȩgu opisanego na kwadracie,
jeżeli bok kwadratu ma d lugość a = 4..

1.8.2 Prostoka̧t.

Prostoka̧t ABCD ma cztery boki parami rȯwne

a = c, b = d,

i cztery ka̧ty proste rȯwne 900

Z twierdzenia Pitagorasa obliczmy przeka̧tne prostoka̧ta

|AC| = |BD| =
√
a2 + b2
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Pole prostoka̧ta
PABCD = a ∗ b.

Obwȯd prostoka̧ta Ob =2 ∗ a + 2 ∗ b

A B

D C

bd

c

a
α = 900 β = 900

δ = 900 γ = 900

Okra̧g opisany na prostoka̧cie ma promień R rȯwny po lowie przeka̧tnych

R =
1

2
|AC| ==

1

2
|BC| =

1

2
(a2 + b2)

Natomiast nie istnieje okra̧g wpisany w prostoka̧t, z wyja̧tkiem kwadratu,
ktȯry jest szczegȯlnym prostoka̧tem o bokach rȯwnych.

1.8.3 Rȯwnoleg lobok.

Rȯwnoleg lobok ABCD ma cztery boki parami rȯwne

a = c, b = d

i cztery ka̧ty parami rȯwne

α = 6 DAB = 6 BCD, 1800 − α = 6 ABC = 6 CDA.

B̂

h

A B

D C

b = dd = b

c = a

a = |AB|
E

α 1800 − α

1800α α

Wysokść rȯwnoleg loboku oznavczamy litera̧ h.
Pole rȯwnoleg loboku

PABCD = a ∗ h.



38

Istotnie, zauważmy, że pole rȯwnoleg loboku ABCD rȯwne jest polu prostoka̧ta
EB̂CD. To znaczy, że

PAB̂CD = PABCD = a ∗ h.

i obwȯd rȯwnoleg loboku

Ob = 2 ∗ a+ 2 ∗ b.

1.8.4 Romb.

Romb ABCD ma cztery boki rȯwne

a = |AB| = BC| = |CD|

i cztery ka̧ty parami rȯwne

α = γ, β = δ.

Wysokść rombu oznaczamy litera̧ h.
Pole rombu

P = a ∗ h

obwȯd rombu Ob = 4 ∗ a.

h

A B

D C

aa

a

a

α β = 1800 − α

δ = 1800 − α γ = 1800 − β
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1.8.5 Trapez

Trapez ABCD

h

A
Â E

B

D C

α
a = |AB|

b = |CD|

jest czworoka̧tem o d lugości podstawy dolnej a = |AB| rȯwnoleg lym do pod-
stawy gȯrnej o d lugości b = |CD|.
Pole trapezu

PABCD =
1

2
(a + b) ∗ h.

Istotnie, zauważmy, że pole trapezu PABCD rȯwne jest sumie pola rȯwnoleg loboku

P̂AECD = (b ∗ h

i pola trȯjka̧ta

PÂBC =
1

2
(a− b) ∗ h.

Zatem pole trapezu

PABCD = P̂AECD + PÂBC

= b ∗ h+
1

2
(a− b) ∗ h

=
1

2
(a + b) ∗ h

Obwȯd trapezu
Ob = |AB| + |BC| + |CD| + |AC|.

11

1.8.6 Deltoid.

Deltoid jest czworoka̧tem o rȯwnych bokach parami

|AB| = |AD|, |CD| = |AD|
11Twierdzenie o okrȩgu opisanym na czworoka̧cie i wpisanym w czworoka̧t jest opisane w paragrafie o

czworoka̧tach Twierdzenie to dotyczy wszystkich czworoka̧tȯw w tym trapezȯw
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i o ka̧tach 6 ADC = ∆ABC

Deltoid ma dwie prostopad le przeka̧tne L1 i L2, jedna z nich jest symetrala̧
drugiej, jak niżej na rysunku

L1 = |AC| przeka̧tna pionowa

A

L2 = |DB| przeka̧tna pozioma
O BD

C

Pole deltoidu rȯwne jest po lowie iloczyny przeka̧tnych

PDeltoid =
1

2
L1 ∗ L2

Istotnie, zauważamy, że pole deltoidu PABCD rȯwne jest sumie pȯl trȯjka̧tȯw
∆ABD i ∆BCD

PDeltoid = PABD + PDBC = 1
2
L2 ∗ |AO| + 1

2
L2 ∗ |OC|

= 1
2

(|AO| + |OC|)︸ ︷︷ ︸
L1

= 1
2
∗ L1 ∗ L2.

12

1.8.7 Okra̧g opisany na czworoka̧cie.

Nie na kaḋym czworoka̧cie można opisać okra̧g i nie w każdy czworoka̧t można
wpisać okra̧g. Warunki istnienia okrȩgu opisanego na czworoka̧cie i okrȩgu
wpisanego w czworoka̧t podamy niżej. Mianowicie rozpatrzmy czworoka̧t

12Twierdzenie o okrȩgu opisanym na czworoka̧cie i wpisanym w czworoka̧t jest opisane w paragrafie o
czworoka̧tach Twierdzenie to dotyczy wszystkich czworoka̧tȯw w tym deltoidu
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ABCD wpisany okrȩgu o promieniu R i środku w punkcie O.

α β γ
δ

ζ = ψ ka̧ty 6 BCA = 6 BDA opate na  luku ÂB
η ζ

O
η = γ ka̧ty 6 BDA = 6 ACD opate na  luku ÂD

δ = α ka̧ty 6 ABD = 6 ACD opate na  luku D̂C

β = φ ka̧ty 6 CAB = 6 CDB opate na  luku B̂C

φ

ψ

C

B

D

A

Jak wiemy, ka̧ty środkowe oparte na tym samym  luku sa̧ rȯwne.
Zatem zauważamy na rysunku, że

ζ = ψ oparte na luku ÂB

η = γ oparte na luku ÂD

δ = α oparte na luku D̂C

β = φ oparte na luku B̂C

(1.5)

Warunek konieczny i wystarczaja̧cy na to, żeby można by lo opisać okra̧g na
danym czworoka̧cie o wierzcho lkachA,B,C,D podamy w formie nastȩpuja̧cego
twierdzenia

Twierdzenie 1.4 Na czworoka̧cie ABCD o wierzcho lach A,B,C,D można
opisać okra̧g wtedy i tylko wtedy, jeżeli suma ka̧tȯw naprzeciwleg lych jest rȯwna

6 ABC + 6 CDA = 6 BCA+ 6 DAB (1.6)

13 Dowȯd. Dowȯd twierdzenia wytnika z rȯwności (1.5) ka̧tȯw α, β, γ, δ, η, ζ ,
ktȯre tworza̧ przeka̧tne z bokami czworoka̧ta. Mianowicie sprawdzamy rȯwność
(1.6)

6 ABC + 6 CDA = (δ + γ)︸ ︷︷ ︸
6 ABC

+ (φ+ ψ)︸ ︷︷ ︸
6 CDA

= (α + η) + (β + ζ)

= (α + β)︸ ︷︷ ︸
6 DAC

+ (η + ζ)︸ ︷︷ ︸
BCD

= 6 BCA+ 6 DAB

13Tutaj 6 ABC oznacza ka̧t o wierzcho lku B i ramionach [A, B] i [A, D].
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Wzȯr na pole czworoka̧ta opisanego na okrȩgu

PABCD =
√

(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)

gdzie d lugości bokȯw

a = |AB|, b = |BC|, c = |CD|, d = |DA|,

a litera p oznacza po lowȩ obwodu czworoka̧ta

p =
1

2
(a + b+ c+ d) =

1

2
(|AB| + |BC| + |CD + |AD|).

1.8.8 Okra̧g wpisany w czworoka̧t

Opis okrȩgu wpisanego w czworoka̧t o wierzcho lkach A,B,C,D zacznijmy od
nastȩpuja̧cych obserwacji:
(a) Boki czworoka̧ta sa̧ styczne do okrȩgu wpisanego w punktach styczności
A∗, B∗, C∗, D∗

(b) Styczne do okrȩgu poprowadzone z wierzcho lkȯw czworoka̧ta wyznaczaja̧
odcinki parami rȯwnej d lugości, piszemy

x = |A,A∗| = |AD∗|, y = |A∗B| = |BC∗|

z = |B∗C| = |CC∗|, t = |C∗D| = |DD∗| (1.7)

0

r

B

D C

A

B∗D∗

C∗

A∗

|AD∗| = x y = |BB∗|

........................︸ ︷︷ ︸
x

........................︸ ︷︷ ︸
y

z = |B∗C|
z

t

t

Warunek konieczny i wystarczaja̧cy na to, żeby można by lo wpisać okra̧g w
danym czworoka̧t o wierzcho lkach A,B,C,D podamy w formie nastȩpuja̧cego
twierdzenia

Twierdzenie 1.5 W czworoka̧t ABCD o wierzcho lach A,B,C,D można wpisać
okra̧g wtedy i tylko wtedy, jeżeli suma d lugości sumy bokȯw naprzeciwleg lych
jest rȯwna

|AB| + |CD| = AD| + |BC| (1.8)
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Dowȯd. Dowȯd twierdzenia wynika z w lasności (a) i (b) stycznej do okrȩgu
i z rȯwności (1.7), parami rȯwnych bokȯw naprzeciwleg lych. Mianowicie,
sprawdzamy, że lewa strona rȯwności (1.8)

|AB| + |CD| = (x+ y)︸ ︷︷ ︸
bok |AB|

+ (z + t)︸ ︷︷ ︸
bok |CD|

= (x+ t)︸ ︷︷ ︸
bok |AD|

+ (y + z)︸ ︷︷ ︸
bok BC|

= |AD| + |BC|,

rȯwna jest prawej stronie rȯwności (1.8).14

Pole czworoka̧ta i promień okrȩgu wpisanego w czworoka̧t. Zauważmy,
że promień r okrȩgu wpisanego w czworoka̧t jest rȯwny z wysokościami trȯjka̧tȯw

∆AOB, ∆BCO, ∆DCO, ∆DAO

spuszconymi na boki

[A,B], [B,C ], [C,D], [D,A]

czworoka̧ta ABCD.
Zatem pola tych trȯjka̧tȯw sa̧ rȯwne odpowiednio

P∆ABO = 1
2
r ∗ |AB|

P∆BCO = 1
2
r ∗ |BC|

P∆CDO = 1
2
r ∗ |CD|

P∆DAO = 1
2
r ∗ |DA|

Pole czworoka̧ta ABCD rȯwne jest sumie pȯl czterech trȯjka̧tȯw, piszemy

PABCD = P∆ABO + P∆BCO + P∆CDO + P∆DAO

=
1

2
r ∗ |AB| +

1

2
r ∗ |BC| +

1

2
r ∗ |CD| +

1

2
r ∗ |DA|

=
1

2
r(|AB| + |BC| + |CD| + |DA|)

= r ∗ p

gdzie litera p oznacza po lowȩ obwodu czworoka̧ta ABCD.

p =
1

2
(|AB|+ |BC| + |CD| + |DA|).

14Tutaj korzystamy z lacznosci dodawania
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1.8.9 Zwia̧zki miarowe w trȯjka̧cie prostoka̧tnym

Rozpatrzmy trȯjka̧t prostoka̧tny oparty na średnicy AB okrȩgu
Z twiedzenia Pitagorasa wynika zwia̧zek pomiȩdzy bokami trȯjka̧tata pros-
toka̧tnego

|AC|2 + |BC|2 = |AB|2
Zwia̧zek ten implikuje inne miary w trȯjka̧tach prostoka̧tnych, rȯwnoramiennych
i rȯwnobocznych.
Zauważmy, że trȯjka̧ty

∆ ABC, ∆ ADC, ∆ DBC

sa̧ podobne. Zatem na przeciw rȯwnych ka̧tȯw maja̧ proporcjonalne boki.
Z proporcji

h

|AD| =
|DB|
h

lub h2 = |AD| ∗ |DB|

wynika, że wysokość h rȯwna jest średniej geometrycznej rzutȯw przypros-
toka̧tnych na przeciwprostka̧tna̧. To znaczy

h =
√
|AD| ∗ |DB|

1.9 Zastosowanienie iloczynu wektorowego

do obliczania pola czworoka̧ta dowolnego.

Pole dowolnego czworoka̧ta ABCD o danych wierzcho lkach A,B,C,D we
wspȯ lrzȩdnych kartezjańskich możemy obliczyć stosuja̧c iloczyn wektorowy w
przestrzeni kartezjańskiej R3 cf. (1.9)

1.9.1 Iloczyn wektorowy w przestrzen trȯjwymiarowej R3

Naturalnie iloczyn wektorowy wykonalny jest w przestrzeni kartezjańskiej trȯjwymiarowej
i opisany jest w rozdziale geometrii przestrzennej. W tym rozdziale, geometrii
p laskiej, stosujemy iloczyn wektorowy do obliczania pola czoroka̧ta dowolnego.
Rozpatrzmy dwa wektory

~v = (v1, v2, v3), i ~w = (w1, w2, w3)

w przestrzeni trȯjwymiarowej

R3 = {x = (x1, x2, x3) : −∞ < x1, x2, x3 <∞ }

-

�

6
-
�

~v

~w

~v × ~w
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Wynikiem mnożenia wektorowego wektora ~v przez wektor ~w jest trzeci wec-
tor ~v × ~w, ktȯrego wpȯ lrzȩdne obliczamy z rozwiniȩcia Laplace’a macierzy
utworzenej ze wspȯ lrzȩdnych wektorȯw





1 1 1

v1 v2 v3

w1 w2 w3





Mianowicie iloczyn

~v × ~w = [Det

{
v2 v3

w2 w3

}
,−Det(

{
v1 v3

w1 w3

}
), Det

{
v1 v2

w1 w2

}
]

gdzie wyznaczniki -determinants

Det

{
v2 v3

w2 w3

}
= v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2,

−Det
{
v1 v3

w1 w3

}
= −(v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1),

Det

{
v1 v2

w1 w2

}
= v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1

Ska̧d otzymamy wzȯr na wspȯ lrzȩdne iloczynu wektorowego

~v × ~w = [v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2,−(v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1), v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1]. (1.9)

Wektor ~v × ~w jest prostopad ly do wektorȯw ~v i ~w, piszemy

~v × ~v⊥~w, ~w × ~v⊥~w
Wiemy, że wektory sa̧ prostopad le wtedy i tylko wtedy, jeżeli ich iloczy skalarny

(~v, ~w) = 0

rȯwny jest zero.
Zatem, sprawdzamy iloczyn skalarny

(~v,~v × ~w) = ([v1, v2, v3], [v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2,−(v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1), v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1])

= v1(v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2) − v2(v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1) + v3(v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1)

= (v1v2w3 + v2v3w1 + v3v1w2) − (v1v3w2 + v2v1w3 + v3v2w1) = 0

D lugość wektora ~v × ~w rȯwna jest polu rȯwnoleg loboku o bokach ~v i ~w.
15 Zatem d lugość wektora

|~v×~w| =
√
|v2 ∗ w3 − v3 ∗ w2|2 + | − (v1 ∗ w3 − v3 ∗ w1)|2 + |v1 ∗ w2 − v2 ∗ w1|2

15D lugość iloczynu wektorowego |~v × ~w = |~v| ∗ |~w| ∗ cosα, gdzie α oznacza ka̧t pomiȩdzy wektorami ~v, ~w.

Pole czworoka̧ta PABCD = |~v × ~w = |~v| ∗ |~w| ∗ cosα rȯwne jest d lugości ioczynu wektorowego.
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1.9.2 Pole czworoka̧ta. Przyk lady

Rozpatrzymy czworoka̧t ABCD

z

�

	

i

A

B

D

C

~t

~w ~z

~v

o wierzcho lkach
A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3)

C = (c1, c2, c3), D = (d1, d2, d3)

rozpiȩty na wektorach

~v = [v1, v2, v3] = ~AB, ~w = [w1, w2, w3] = ~AD,

~z = [z1, z2, z3] = ~CB, ~t = [t1, t2, t3] = ~CD,

gdzie wspȯ lrzȩdne wektorȯw ~v, ~w, ~z, ~t określamy przez rȯżnice wspȯ lrzȩdnych
wierzcho lkȯw A,B,C,D czworoka̧ta ABCD

v1 = b1 − a1, v2 = b2 − a2, v3 = b3 − a3,

w1 = d1 − a1, w2 = d2 − a2, w3 = d3 − a3,

z1 = b1 − c1, z2 = b2 − c2, z3 = b3 − c3,

t1 = d1 − c1, t2 = d2 − c2, t3 = d3 − c3.

Stosuja̧c iloczyn wektorowy (cf. (1.9)) możemy obliczyć pole dowolnego cz-
woroka̧ta o danych wspȯ lrzȩdnych jego wierzcho lkȯw. Mianowicie, pole cz-
woroka̧ta wypuk lego ABCD rȯwne jest po lowie sumy iloczynu wektorowego
wektorȯw 16

PABCD =
1

2
~v × ~w +

1

2
~z × ~t (1.10)

Przyk lad 1.9 Oblicz pole czworoka̧ta ABCD rozpiȩtego na wektorach

~v = [3, 0, 0] = ~AB, ~w = [0, 3, 0] = ~AD,

~z = [0,−6, 0] = ~CB, ~t = [−3,−3, 0] = ~CD

16Pole czworoka̧ta wklȩs lego rȯwne jest rȯżnicy iloczynȯw wektorowych PABCD = 1

2
~v × ~w − 1

2
~z × ~t
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-

6

	

-

6
	

?

6

3

3

A = (0, 0, 0)

B = (3, 0, 0)

C = (3, 6, 0)

D = (0, 3, 0)

~v × ~w = [0, 0, 9]

~z × ~t = [0, 0,−18]

Iloczyn wektorowy

|~v × ~w| = 9

|~z × ~t| = 18

Dludosc iloczynu
wektorowego ~v = ~AB = [3, 0, 0]

~w = ~AD = [0, 3, 0)

~z = ~CB = [0,−6, 0]

~t = ~CD = [−3,−3, 0]

x1

x2

x3

A B

D

C

~t

~w ~z

~v

Obliczamy iloczyny wektorowe ~v × ~w i ~z × ~t stosuja̧c wzory (cf. (1.9))

~v × ~w = [0 ∗ 0 − 3 ∗ 0,−(3 ∗ 0 − 0 ∗ 0), 3 ∗ 3 − 0 ∗ 0]

= [0, 0, 9]

i iloczyn wektorȯw

~z × ~t = [−6 ∗ 0 − 3 ∗ 0,−(0 ∗ 0 − 3 ∗ 0), 0 ∗ 3 − 6 ∗ 3]

= [0, 0,−18]

Obliczamy pole czworoka̧ta ABCD jako sumȩ po lowy iloczynu wektorowego
wektorȯw ~v, ~w i ~z, ~t.
Mianowicie

PABCD =
1

2
|~v × ~w| +

1

2
|~z × ~t|

=
1

2

√
02 + 02 + 92 +

1

2
|
√

02 + 02 + (−18)2

=
1

2
∗ 9 +

1

2
∗ 18

= 4.5 + 9 = 13.5

17

Rozpatrzmy inny przyk lad obliczania pola czworoka̧ta stosuja̧c iloczyn wek-
torowy.

17D lugość wektora ~v = [v1, v2, v3] o wspȯ lrzȩdnych v1, v2, v3 w przestrzeni kartezjńskiej R3 obliczmy ze

wzoru |~v| =
√

v2

1
+ v2

2
+ v2

3
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Przyk lad 1.10 Oblicz pole czworoka̧ta ABCD rozpiȩtego na wektorach

~v = [4.0, 0, 0] = ~AB,

~w = [−0.5, 2.4, 0] = ~AD,

~z = [−1.0, 4.2, 0] = ~CB,

~t = [−3.5,−1.8, 0] = ~CD

~v

~w
~z

~t

-

O
�

W

-

6

	

A = (1.5, 0.8, 0)

B = (5.5, 0.8, 0)

C = (4.5, 5.0, 0)

D = (1.0, 3.1, 0)

~v = ~AB = [4.0, 0, 0]

~w = ~AD = [−0.5, 2.4, 0)

~z = ~CB = [−1.0, 4.2, 0]

~t = ~CD = [−3.5,−1.8, 0]

1.0 1.5 4.5 5.5

3.2

5.0

0.8

x3

0

C

B

D

x1

A

x2

Obliczamy iloczyny wektorowe ~v × ~w i ~z × ~t stosuja̧c wzory (cf. (1.9))

~v × ~w = [0 ∗ 0 − 0 ∗ 2.4,−(4 ∗ 0 + 0.5 ∗ 0), 4 ∗ 2.4 + 0.5 ∗ 0]

= [0, 0, 9.6]

i iloczyn wektorȯw

~z × ~t = [4.2 ∗ 0 + 1.8 ∗ 0,−((−1) ∗ 0 − (−3.5) ∗ 0), 1 ∗ 1.8 + 4.2 ∗ 3.5]

= [0, 0, 16.5]

Obliczamy pole czworoka̧ta ABCD jako sumȩ po lowy iloczynu wektorowego
wektorȯw ~v, ~w i ~z, ~t.
Mianowicie

PABCD =
1

2
|~v × ~w| +

1

2
|~z × ~t|

=
1

2

√
02 + 02 + 9.62 +

1

2

√
02 + 02 + 16.52

=
1

2
∗ 9.6 +

1

2
∗ 16.5

= 4.8 + 8.25 = 13.05
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18

Zadanie 1.21 Oblicz d lugości wektorẇ

(i) ~v = [3, 0, 4], ~w = [8,−6, 0]

(ii) Oblicz iloczyn wektorowy ~v × ~w wektorȯw

~v = [3, 0, 4], ~w = [8,−6, 0]

(iii) Sprawdź, że wektory

~v⊥~w × ~w

sa̧ prostopad le.

Zadanie 1.22 Sprawdź, że wektor

~w = [w1, w2, 0]

jest prostopad ly do wektora

~v × ~w,

gdzie wektor

~v = [v1, v2, 0]

1.10 Figury p laskie foremne

Figurami foremnymi na p laszczyźnie nazywamy figury p laskie, ktȯre maja̧
wszystkie boki i wszystkie ka̧ty rȯwne.

1.10.1 Trȯjka̧t foremnym

Trȯjka̧t rȯwnoboczny jest trȯjka̧tem foremnym
Trȯjka̧t rȯwnoboczny ma wszystkie boki rȯwne i wszystkie ka̧ty rȯwne α = 600,

w mierze  lukowej α =
π

3
jak na rysunku

h O

C

A D
α = 600 α = 600

α = 600

aa

a
2

B

18D lugość wektora ~v = [v1, v2, v3] o wspȯ lrzȩdnych v1, v2, v3 w przestrzeni kartezjńskiej R3 obliczmy ze

wzoru |~v| =
√

v2

1
+ v2

2
+ v2

3
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Trȯjka̧t rȯwnoboczny ∆ABC

Wysokość h trȯjka̧ta ∆ ABC jest dwusiecznna̧ ka̧ta α i dzieli podstawȩ a

na po lowȩ w punkcie D. Podobnie wysokości trȯjka̧ta rȯwnobocznego spusz-
cone na pozosta le boki dziela̧ podstawȩ na po lowy i przecinaja̧ siȩ w punkcie
O, to jest w środku okrȩgu wpisanego w trȯjka̧ rȯwnoboczny. Punkt przeciȩcia
wysokości O dzieli te wysokości w stosunku 1 : 3. To znaczy zachodzi nastȩpuja̧ca
proporcja

|DO|
|DC| =

1

3
, |DC| = h

Sta̧d mamy

|DO| =
1

3
h, i |OC| =

2

3
h

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysokość h trȯjka̧ts ∆ ABC

h2 = a2 − (
a

2
)2 =

3

4
a2,

Wysokość trȯjka̧ta rȯwnobocznego

h =
a
√

3

2

Obliczamy pole trȯjka̧ta rȯwnobocznego

P = h ∗ a
2

=
a
√

3

2
∗ a

2
=
a2
√

3

4

P =
a2
√

3

4

Pole trȯjka̧ta rȯwnobocznego o boku a

P =
a2
√

3

4
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1.10.2 Czworoka̧t foremny

Kwadrat ABCD jest figura̧ foremna̧ o czterych bokach rȯwnych a i o czterech

ka̧tach prostych rȯwnych 900 lub w mierze  lukowej
π

2
.

A B

D C

aa

a

a
α = 900 β = 900

δ = 900 γ = 900

Kwadrat ma dwie pzeka̧tne AC i BD, ktȯre przecinaja̧ siȩ pod ka̧tem prostym

rȯwnym 900 lub w mierze  lukowej
π

2
. Z twoerdzenia Pitagorasa obliczamy

d lugość przeka̧tnej

|AC|2 = |BC|2 = a2 + a2 = 2a2, |AC| = |BC| = a
√

2.

Promień okrȩgu wpisanego w kwadrat rȯwny jestpo lowie boku

r =
a

2

Promień okrȩgu opisanego na kwadracie rȯwny jest po lowie przeka̧tnej

R =
a
√

2

2

Pole kwadratu

S = a ∗ a2, obwod kwadratu Ob = 4 ∗ a.

Zadanie 1.23 Oblicz obwȯd, d lugość przeka̧tnych i pole kwadratu o boku a = 4

1.10.3 Piȩcioka̧t foremny

Piȩcioka̧t foremny o bokach rȯwnych a i ka̧tach rȯwnych

6 EAB = α = 1080
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lub w mierze  lukowej α =
3π

5
ma 5 rȯwnych przeka̧tnych.

︸ ︷︷ ︸
a=3cm

A B

D

CE

F
6 AOF = 360

360

720

540

540

540

540

6 EAB = 6 ABC = 6 BCD = 6 CDE = 6 DEA = α = 1080

h
O

Pole piecioka̧ta foremnego.Pole piȩcioka̧ta foremnego sk lada siȩ z 5 − ciu

pȯl trȯjka̧tȯw rȯwnoramiennych i przystaja̧cych o wysokości h i podstawie a.
Pola jednego z piȩciu trȯjka̧tȯw ∆AOE

P∆AOE =
1

2
a ∗ h

gdzie wysokość

h = 1
2
a ∗ ctg 360 =

a

2
∗ 1√

5 − 2
√

5

=
a

2
∗

√
5 + 2

√
5√

25 − 20

=
a

2
∗

√
5 + 2

√
5√

5

=
a

2
∗

√
25 + 10

√
5

5

Zatem pole piȩcioka̧ta foremnego o boku a obliczamy ze wzoru

P = 5 ∗ P∆AOE = 5 ∗ 1

2
∗ a ∗ h =

a2

4

√
25 + 10 ∗

√
5

︸ ︷︷ ︸
Pole pieciokata foremnego

Promień okrȩgu opisanego na piecioka̧cie foremnym. Promień R =
|AO| okrȩgu opisanego na piȩcioka̧cie foremnym, obliczymy z trȯjkcata pros-
toka̧tnego ∆AOF stosuja̧c twierdzenie Pitagoroasa.
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Mianowicie, kwadrat promienie R2 rȯwny jest sumie kwadratȯw przypros-
toka̧tnych |FO|2 + |FA|2|, pisamy

R2 = |FO|2︸ ︷︷ ︸
h2

+|FA|2|

= h2 + (
a

2
)2

= (
a

10
∗

√
25 + 10

√
5)2

︸ ︷︷ ︸
h2

+(
a

2
)2

=
a2

100
(25 + 10

√
5) +

25a2

100

=
a2

100
(50 + 10

√
5)

Ska̧d obliczmy promień okrȩgu opisanego na piecioka̧cie foremnym

R =

√
a2

100
(50 + 10

√
5)

=
a

10

√
50 + 10

√
5

︸ ︷︷ ︸
R

Promień okrȩgu wpisanego w piecioka̧t foremny. Promień r = |FO|
okrȩgu wpisanego w piȩcioka̧t foremny, obliczymy z trȯjkcata prostoka̧tnego
∆AOF stosuja̧c twierdzenie Pitagoroasa.
Mianowicie, kwadrat promienie R2 rȯwny jest sumie kwadratȯw przypros-
toka̧tnych |FO|2+|FA|2|, pisamy Zauważmy, że promień r = |FO| = h okrȩgu
wpisanego w piecioka̧t foremny rȯwny jest

r =
a

10
∗

√
25 + 10

√
5

Przeka̧tne piecioka̧ta foremnego. Piecioka̧t foremny ma 5 przeka̧tnych
rȯwnych o d lugości

d = |EC| = 2a ∗ cosπ
5

= 2a ∗ 1 +
√

5

4

=
a

2
(1 +

√
5)

1.10.4 Sześcioka̧t foremny

Sześcioka̧t foremny o sześciu bokach a rȯwnych

|AB| = |BC| = |CD| = |DE| = |EF | = |FE| = a = R
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promieniowi R okrȩgu opisanego na sześcioka̧cie i sześciu rȯwnych ka̧tach

6 ABC = 6 BCD = 6 CDE = 6 DEF = 6 EFC = 6 FAB = α = 1200.

w mierze  lukowej α =
2π

3
.

r

A B
G

D

C

E

F

R

O

Konstrukcja sześcioka̧ta formnego przy pomocy cyrkla i linijki. Kon-
strukcja sześcioka̧ta formnego przy pomocy cyrkla i linijki jest bardzo prosta,
najbardziej prosta ze wszystkich konstrukcji figur foremnych.
Mianowicie, niech bedzie dany bok szścioka̧ta jako odcinek [A,B]

A B

Stawiamy cyrkiel w dowolniie wybranym punkcieO, środku okrȩgu i rozwartościa̧
cyrkla rȯwna̧ odcinkowi [A,B] zakreślamy okra̧g o promieniu R = |AB| = a

rȯwnym bokowi sześcioka̧ta ABCDEF.
Nastȩpnie, stawiamy cyrkiel w dowolnym punkcie okrȩgu A i rozwartościa̧
cyrkla R = a zakreślamy  luk przecinaja̧cy okra̧g w punkcie B,dalej stawiamy
cyrkiel w punkcie B i zakreślamy  luk przecinaja̧cy okra̧g w punkcie C, dalej
stawiamy cyrkiel w punkcie C i zakreślamy  luk przecinaja̧cy okra̧g w punkcie
D, dalej stawiamy cyrkiel w punkcie D i zakreślamy  luk przecinaja̧cy okra̧g w
punkcie E, ,dalej stawiamy cyrkiel w punkcie E i zakreślamy  luk przecinaja̧cy
okra̧g w punkcie F.

 La̧czymy punkty A,B,C,D,E, F na okrȩgu przy pomocy linijki. W ten sposȯb
narysowalísmy sześcioka̧t foremny ABCDEF.
Zauważmy, że sześcioka̧t foremny sk lada siȩ z 6− ciu trȯjka̧tȯw przystaja̧cych

i rȯwnobocznych obokach rȯwnych R i o wszystkich ka̧tach rȯwnych 600 ∼ π

3
.
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Wszystkie z 6 − ciu trȯjka̧tȯw

∆ABO, ∆BCO, ∆CDO, ∆DEO, ∆EFO,

maja̧ wysokości rȯwne h = r = |OG| promieniowi okrȩgu wpisanego w sześcioka̧t.
Wysokość h obliczamy stosuja̧c twierdzenie Pitagorasa do trȯjka̧ta prostoka̧tnego
∆AGO. Mianowicie

h2 = R2 − (
R

2
)2 =

3R2

4
, h =

R
√

3

2
.

Pole sześcioka̧ta foremnego sk lada siȩ z 6-ciu pȯl trȯjka̧tȯw rȯwnobocznych o
bokach rȯwnych a = R = |AO|.
Pole jednego trȯjka̧ta rȯwnobocznego rȯwne jest

P∆ =
1

2
a ∗ h =

a2

4

√
3

Zatem, pole sześcioka̧ta rȯwne jest

P = 6 ∗ P∆ = 6 ∗ a
2

4

√
3 =

3a2

2

√
3

︸ ︷︷ ︸
pole P szesciokata

.

Obwȯd sześcioka̧ta foremnego rȯwny jest

Ob = 6 ∗ a lub Ob = 6 ∗R, bo a = R.

1.10.5 Ośmioka̧t foremny

Ośmioka̧t foremny o ośmiu bokach rȯwnych

|AB| = |BC| = |CD| = |DE| = |EF | = |FE| = |FG| = a

i o ośmiu rȯwnych ka̧tach rȯwmych

6 ABC = 6 BCD = 6 CDE = 6 DEF = 6 EFG = 6 FGH

= 6 GHA = 6 HAB = α = 1350

w mierze  lukowej α =
3π

4
.

1.10.6 Konstrukcja ośmioka̧ta foremnego.

Konstrukcja ośmioka̧ta formnego o danym boku wykonamy przy pomocy cyrkla
i linijki.
1. Konstruujemy kwadrat o danym boku a = |AB| przy pomocy cyrkla i
linijki. 19

19Konstukcje elementarne opisane w oprzednich paragrafach
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︸ ︷︷ ︸
a

A B

2. Rysujemy przeka̧tne i symetralne bokȯw kwadratu. Przeka̧tne i symetralne
bokȯw kwadratu przecinaja̧ siȩ w jednym punkcie O.

︸ ︷︷ ︸
a

A B

O

3. Na przd lużeniu symetralnej podstawy kwadratu odk ladamy rozwartościa̧
cyrkla rȯwna̧ po lowie przeka̧tnej, to jest odcinek |AO|, stawiaja̧c cyrkel w
punkcieO przeciȩcia przeka̧tnych. Litera̧ E oznaczamy wierzcho lek ośmioka̧ta.

︸ ︷︷ ︸
a

A B

O

S

P

E

4. Rozwartościa̧ cyrkla rȯwna̧ promieniowi R = |PE| rysujemy okra̧g staw-
iaja̧c cyrkiel w punkcieO. Nastȩpnie przed lużamy przeka̧tne kwadratu i środkowe
bokȯw do punktȯw przeciȩcia A∗, B∗, C,D,E, F,G,H z okrȩgiem, to jest do
wierzcho lkȯw ośmioka̧ta formnego A∗B∗CDEFH o danym boku a = |AB|.
 La̧czymy wierzho lki A∗, B∗, C,D,E, F,G,H ośmioka̧ta przy pomocy linijki.
W ten spoȯb skonstruowalísmy ośmioka̧t foremny

A∗B∗CDEFGH



57

o promeniu okrȩgu opisanego R = |PE|.

︸ ︷︷ ︸
a

A B

O

S

D

C

F

E

G

H

A∗

B∗

P

Q

rpromienr
=

a

2
(1 +

√
2)

︸ ︷︷ ︸
prom. okr.wpisan.

RpromienR
= a

√
2 +

√
2

2︸ ︷︷ ︸
prom.okr. opisan.

Ppole = 2a2(1 +
√

2)︸ ︷︷ ︸
pole osmiok.

R = |EO|
r = |OQ|

Z konstrukcji ośmioka̧ta foremnego wynika, że promień R = |EO| okrȩgu
opisanego na ośmioka̧cie rȯwny jest przeciwprostoka̧tnej R = |EO| trȯjka̧ta
prostoka̧tnego ∆QEO.

6 OEP = 22.50 ∼ π

8
, 6 EPO = 67.50 ∼ 3π

8
.

Pole ośmioka̧ta foremnego. Zauważmy, że øśmioka̧t foremny sk lada siȩ
z 8−miu trȯjka̧tȯw przystaja̧cych i rȯwnoramiennych o rȯwnych rammionach
promieniowi R okrȩgu opisanego na ośmioka̧cie i o wszystkich ka̧tach rȯwnych

1350 ∼ 3π

4
.

Wszystkie z 8 −miu trȯjka̧tȯw

∆A∗B∗O, ∆B∗CO, ∆CDO, ∆DEO,

∆EFO, ∆FGO, ∆GHO, ∆HA∗O

maja̧ wysokości rȯwne h = r = |OQ| promieniowi r = h okrȩgu wpisanego w
ośmioka̧t.
Stosuja̧c twierdzenia Pitagorasa do trȯjka̧ta prostoka̧tnego ∆OQE obliczamy
kwadrat wysokości

h2 = |OE|2 − |QE|2 = (
a

2
+
a

2

√
2)2 + (

a

2
)2

︸ ︷︷ ︸
R2

−(
a

2
)2

=
a2

4
(1 +

√
2)2.
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Ska̧d obliczamy wysokości i promień okrȩgo wpisanego w ósmioka̧t

h = r =
a

2
(1 +

√
2)

Promień R okrȩgu opisanego na ośmioka̧cie. Promień okrȩgu opisanego
na ośmioka̧cie wynika z konstrukcji ośmioka̧ta foremnego. Jego wartość obliczamy
stosuja̧c twierdzenie Pitagorasa do trȯjka̧t prostoka̧tnego ∆OQE. Mianowicie
kwadrat przeciwprostoka̧tnej R = |EO| rȯwmny jest

R2 = |EO|2 = |QO|2 + |ES|2 = h2 + (
a

2
)2

= (
a

2
(1 +

√
2))2 + (

a

2
)2

=
a2

4
(3 + 2

√
2) +

a2

4
= a2 +

a2

2

√
2

= a2(1 +
1

2

√
2)

Ska̧d obliczamy promień okrȩgu opisanego na ośmioka̧cie foremnym

R = a

√
2 +

√
2

2

Pole ośmioka̧ta foremnego. Pole ośmioka̧ta foremnego sk lada siȩ z 8−miu
pȯl trȯjka̧tȯw rȯwnoramiennych o podstawie d lugości a i bokach d lugości R.
Pole jednego trȯjka̧ta rȯwnoramiennego rȯwne jest

P∆ =
1

2
a ∗ h =

a2

4
(1 +

√
2)

Zatem, pole ośmioka̧ta rȯwne jest

P = 8 ∗ P∆ = 8 ∗ a
2

4
(1 +

√
2) = 2a2(1 +

√
2)︸ ︷︷ ︸

pole P osmiokata

.

Obwȯd ośmioka̧ta foremnego rȯwny jest Ob = 8 ∗ a.

Promień r okrȩgu wpisanego w ośmioka̧t i promień R okrȩgu opisanego na
śmioka̧cie foremnym o danym boku, obliczymy rȯwnież stosuja̧c zwia̧zki try-
gonometryczne w trȯjka̧cie prostoka̧tnym ∆OQE. Mianowicie, promień okrȩgu
wpisanego w ośmioka̧t

r =
1

2
a ∗ ctgπ

8
Wartość funkcji ctg π

8
obliczamy stosuja̧c tożsamość trygonometryczna̧

ctgα− 1

ctgα
= ctg2α
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dla α =
π

8

ctg π
8
− tg π

8
=

cosπ
8

sinπ
8

− sinπ
8

cosπ
8

=
cos2 π

8
− sinπ

8

sinπ
8
∗ cosπ

8

=
2 ∗ cosπ

4

sinπ
4

= 2ctg
π

4

Ska̧d mamy rȯwność

ctg
π

8
− 1

tg π
8

= ctg
π

8
lub ctg2π

8
− 2ctg

π

8
− 1 = 0

Dla z = ctg π
8

znajdujemy wartość z rozwia̧zuja̧c rȯwnanie kwadratowe

z2 − 2z − 1 = 0, wyroznik ∆ = 8, wartosc z =
2 +

√
8

2
= 1 +

√
2

Zatem ctg π
8

= 1 +
√

2 i promień okrȩgu wpisanego w ośmioka̧t foremny

r =
1

2
a ∗ ctgπ

8
=
a

2
(1 +

√
2)

︸ ︷︷ ︸
r

Zadanie 1.24 Maja̧c promień r = 8 ośmioka̧ta foremnego, oblicz promień R

okrȩgu opisanego na ośmioka̧cie foremnym.

Zadanie 1.25 Maja̧c dany bok a = 3cm oblicz promień r okrȩgu wpisanego i
promień R okrȩgu opisanego na ośmioka̧cie foremnym.

Zadanie 1.26 Skonstruuj ośmioka̧t fororemny o boku a = 3cm przy pomocy
cyrkla i linijki. Zmierz promień r okrȩgu wpisanego w ośmioka̧t i promień R

krȩgu opisanego na ośmioka̧cie foremnym.


