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Chapter 1

Geometria plaska. Planimetria

1.1 Wstep

Geometria Euklidesowa, ktora obejmje geometrie ptaska i geometrie przestrzenna wchodzi
do podstawy programu nauczania na poziomie podstawowym i $rednim. W szkole pod-
stawowej do programu rozszerzonnego matematyki wchodza tylko niektore tematy wsparte
¢éwiczeniami, ktore sa opisane w rozdziale 1.

Zakres geometrii plaskiej obejmuje konstrukcje z linijka i cyrklem figur plaskich oraz zwiazki
miarowe w trojkatach, prostokatach, rownolegtobokach, w okregach i w wielokatach forem-
nych.

1.2 Punkty, odcinki i wektory na plaszczyznie

Punkty, proste i plaszczyzny sa pojeciami pierwotnymi, nie wymagaja definicji. Punkt
rozumiany jest jako figura geoametryczna bezwymiarowa. Prosta to przestrzen euklidesowa
jednowymiarowa, ktora sktada sie z punktow wspol-liniowych. Podobnie plszczyzna tworzy
przestrzen euklidesowa zlozona z punktow wspol-plaszczyznianych. Punkty polozone na
prostej lub na plaszczyznie oznaczamy duzymy literami A, B, C, ...; Odcinek o poczatku
w punkcie A i koficu w punkcie B oznaczamy symbolem [A, B]. Dtugos$é odcinka [A, B] o
poczatku A i koricu B oznaczamy modulem |AB].

Wektorem o paczatku w punkcie A i koricu w punkcie B nazywamy odcinek skierowany AB
o zwrocie od A do B. Dhigos¢ wektora |AB| rowna jest dhugosci odcinka |AB.

prosta L
. punkt F D
. punkt E 4 wektor AB 5 odcinek [C, D]
. punkt H
C




1.3 Polozenie fiugur geometrycznych na plaszczyznie.

Polozenie figur geometrycznych na plaszczyznie okreslamy we wspolrzednych kartezjnskich.
W kartezjanskim ukladzie wspolrzednych wspotrzedne punktow punkty

A= (CLl, CLQ) ) B = (bl, bg)
piszemy w nawiasach zwyklych. Natomiast wektor
AE = [CLQ —ay, b2 — bl]

o wspolrzednych roznicy wspolrzednych piszemy w nawiasach kwadratowych.

Przyklad 1.1 Niech punkty A = (3,1.5) i B = (5,3.5) tworzg wektor AB o puczqtku A i
koricu B. Wtedy wektor

—

AB=1[5-3,3.5—15]=[2,2]
ma wspotrzedne r1 =2, xo = 2.

Kartetezjanski uklad wspoilrzednych
T2

by B = (b1,b2)
ag
O a1 bl Tl

1.3.1 Operacje arytmetyczne na punktach
Dodawanie punktow. Suma dwoch punktow
A = (CLl, CLQ) 7 B = (bl, bg)

rownajest punktowi
P = (p1,p2) = (a1 + b1, a2 + b2)

o wspohrzednych p1 = a1 +b1 @ p2 = as + bs.
Przyklad 1.2 Oblicz sume punktow
A=(1,2) ¢« B=(21)
Rozwigzanie. Suma
A+B=(1,2)+(2,1)=(142,241)=(3,3)

OpowiedZ: Suma danych punktow A = (1,2)1 B = (2, 1) jest punkt
P =(3,3).



€2

3 ,P=63)
A=(1,2)
A 7
2 .................. . B—(2,1)
0 1 2 3 1

Odejmowanie punktow. Roznica dwoch punktow

A= (ar,a2) i B=(b1,b2)
rownajest punktowi

P = (p1,p2) = (a1 — by, az — ba)
o wspohrzednych p;1 =a; — b1 @ p2 = as — bs.
Przyklad 1.3 Oblicz roznice punktow

A=(1,2) ¢« B=(21)
Rozwigzanie. Roznica
A-B=(3,3)—(2,1)=(3-2,3-1)=(1,2)

OpowiedZ: Roznica danych punktow A = (3,3) 1 B = (2,1) jest punkt
P=(12).

€2
A=(3,3)
3 . P = (1, 2)
P
ol B=(21)
1
. B
0 1 2 3 1

1.3.2 Wektory na plaszczyznie

Niech dane beda punkty A = (a1, a2) 1 B = (b1, be).
Wektor AB o paczatku w punkcie A = (a1, a2) 1 koricu w punkcie B = (b1, b2) okreslamy
jako réznica punktéw

A@:B—A:[bl—al,bg—ag].

2 3 Na przyklad wektor zwiazany o poczatku w punkcie A = (0,1) i koficu w punkcie
B = (2,0) ma wspéhrzedne

AB=b—a=(2,0)—(0,1) = [2,—1].

INie ma pojecia iloczynu lub ilorazu punktow

2Wspolrzedne vy, v2 wektora swobodnego @ = [v1, v2] piszemy w nawiasach kwadrawtowych.

3Wektor swobodny okreslony jest przez jego dlugo$é, kierunek i zwrot, nie zalezy od polozenia na
plaszczyznie.



1.3.3 Operacje arytmetyczne na wektoracha

Dodawanie wektorow
Suma dwoch wektorow
v=[v,va] @ W= [wy,wy)

rownajest wektorowi
7= 21, 22] = [v1 + w1, v2 + wo]

o wspolrzednych 21 = vy + w1 @ 29 = vy + wa.
Przyklad 1.4 Oblicz sume wektorow
v=[1,2] ¢ wW=]21]
Rozwigzanie. Suma
vT+w=[1,2]+(2,1)=[1+2,24+1] =[3,3]

Opowiedz: Suma danych punktow ¥ = [1,2] i & = [2, 1] jest wektor
Z=[3,3].

€2

1
Odejmowanie wektorow
Roznica dwoch wektorow
U= [’Ul, ’02] ) w = [wl, ’LUQ]
rownajest wektorowi
Z=[z,22] =T —wW=[v1 —wi,ve — ws]
o wspolrzednych z; = v —w; @ 29 = vy — wa.
Przyklad 1.5 Oblicz roznice wektorow
v=[1,2] ¢ wW=[21]
Rozwigzanie. Oblkiczamy roznice wektorow
Opowied?: Wynikiem odejmowania danych wektorow ¢ = [1,2] i @ = [2,1] jest wektor

7=[-1,1].



€2

1

1.3.4 Iloczyn skalarny wektorow

4 Tloczyn skalarny wektorow jest wazna operacja na wektorach stosowana w matematyce
stosowanej, w fizyce, chemii i w innych przedmiotach $cistych.
Definition 1.1 Iloczynem skalarnym wektorow U = [v1, v2] i W = [wy, wa] nazywamy liczbe
(U, W) = v * wy + vg * wa
Tloczyn skalarny wektorow nie jest wektorem, natomiast jest liczbg
Przyklad 1.6 Oblicz iloczyn skalarny wektorow
v=1[2,5] ¢ wW=][7,3]. (1.1)
Rozwigzanie. Stosujac wzor (1.1) obliczamy iloczyn skalarny danych wektorow, piszemy
(U,W) = ([2,5]x[7,3]) =27+ 5%x3 =14+ 15 = 29.
Odpowied?: Tloczyn skalarny danych wektorow ¢ = [2,5] i & = [7, 3] jest liczba 29, piszemy
(U, W) = 29.

Tloczyn skalarny wektorow zachowuje wszystkie wlasnosci operacji arytmetycznej mnozeni.
Rozpatrzmy dwa wektory

’U: [’Ul, ’UQ] 7 117 = [wl, ’LUQ]

e iloczn skalarny jest przemienny

Istotnie, sprawdzamy, ze
(U, W) = v1 % w1 + v2 * wy = wy * v1 + wa * vo = (W, V)
e mnozenie skalarne wektorow jest rozdzielne wzgledem dodawania
(U, (W + 2)) = (¢,%) + (U, 2)
Istotnie sprawdzamy, ze
(U, 4+ 2) = wv1*(wg+21)+ve* (wa+ 22)
= vy *kwy+vIx2zFvkw+ 24 vk 2o

= V1 * W1+ Vg *x Wo + V1 * 21 + V2 * 29

(0, (0,2)

4Wieloko$é skalarna to znaczy wielkoéé okreslona liczba
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e Jloczyn skalarny wektora ¥ przez siebie rowny jest kwadratowi jego dtugosci

(U,7) = vy * v + vo ¥ vg = v +v3 = |7)?

Teraz podamy wazne w zastosowniach nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1.1 Wektory ¥ i W sg prostopadte wtedy i tylko wtedy, jezeli ich iloczyn
skalarny rowny jest zero, piszmy

U1 = (v, W) = 0.

Dowod. Istnieje kilka dowodow tego twierdzenia. Tutaj podamy dowod oparty na twierdze-
niu Pitagorasa. Mianowicie, udowodnimy, ze trojkat o ramionach ¥/ i W jest prostokatny
wtedy i tylko wtedy, jezeli iloczyn skalarny

(U,wW) =0
Obliczamy kwadrat dlugosci roznicy wektorow o' i w
|T—w]? = (¥—w,0—w)
= (0,7) — 2(¥, W) + (I, W)
= |0 —2(5, @) + @]
Zauwazmy, ze jezeli iloczyn skalarny
(U,wW) =0

to boki trojkata AABC

|AB| = 1], |AC|=|w|, [BC|=|V—d
Z2
A
v — W
v B
x1
spelniaja rownosé
3% + [@]* = Jo = w]® (1.2)

wtedy i tylko wtedy, jezeli iloczyn skalarny

(@) = 0.
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7 drugiej strony z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze suma kwadratow dwoch bokow trojkata
jest rowna kwadratowi dlugosci boku trzeciego (cf. (1.2)) wtedy i tylko wtedy, jezeli ten
trojkat jest prostokatny.

Zatem kat LAC B pomiedzy wektorami U 1 w0 jest prosty wtedy i tylko wtedy, jezeli iloczyn
skalarny tych wektorow rowny jest zero.

Koniec dowodu.

Zauwazmy, ze iloczyn skalarny wektorow jest zwiazany z twierdzeniem Pitagorasa, Istotnie,
warunek prostopadlosci wektorow ° 6

(U,@) =0
jest rownowazny z teza twierdzenia Pitagorasa o trojkacie prostokatnym.
|81 + |@]* = |v = w|?.

Przyklad 1.7 Oblicz iloczyn skalarny i dtugosé wektorow

v=1[6,8], «w=19,12].
Rozwigzanie. Obliczamy iloczyn skalarny stosujac wzor (1.1) dla wektorow

v=[v1,v2] =1[6,8], @ W= [w,ws]=19,12]
Zatem iloczyn skalarny
(U, W) =6%x9+ 812 =54+ 96 = 150.

rowny jest 100.
Wiemy, ze kwadrat dtugosci wektora ¥ = [6, 8] jest rowny iloczynowi skalarnemu tego wek-
tora przez siebie.

9] = (U,7) = 6 %6+ 8 x 8 = 36 + 64 = 100

Skad dlugos¢ wektora
|7] = V100 = 10.

Podobnie obliczamy dtugos$é wektora w = [9, 12]

@] = /(@, @) = VO* 9+ 1212 = /81 + 144 = /225 = 15.
Przyklad 1.8 Dia jakiej wartosci parametru m wektory
v =[m,6], @=][3,2].
sq prostopadte?
Rozwigzanie. Obliczamy iloczyn skalarny stosujac wzor (1.1) dla wektorow
U= [v1,09] = [m,6], @ W= [w,ws]=]3,2]

Wektory sa prostopadle jezeli ich iloczyn skalarny rowny jest zero. Obliczamy iloczyn
skalarny
(U,0) =m=*34+6%x2=3m+12=0.

5Wartosé iloczynu skalarnego wektorow nie jest wektorem, natomiast jest liczba.
6Zauwazmy, ze znikanie iloczynu skalarnego (#,%) = 0 jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym
prostopadlosci wektorow v, @ , w symbolach piszemy ¥ 1w <= (¥, W) = 0.
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Skad iloczyn skalarny rowny jest zero

12

6m+12=0, dla m= 3 —4.
Istotnie sprawdzamy, ze dla m = —4 iloczyn skalarny wektora ¢ = [m, 6] przez wektor
w = [3,2] rowny jest zero
(U,0) = —4%3+6x2=0
Odpowiedz: Wektory
7= [’Ula’UQ] = [ma 6]5 { W= [wlan] = [352]

sa prostopadle dla parametru m = —4.
Zadanie 1.1 Oblicz iloczyn skalarny i dlugosé wektorow
v =[12,16], o = [15,20].
Zadanie 1.2 Dla jakiej wartosci parametru m wektory
v =[m,15], & =][5,3].

sq prostopadte?

1.4 Konstrukcje podstawowe z cyrklem i linijka

Do konstrukeji podstawowych przy pomocy cyrkla i linijki zaliczamy tutaj 7
e konstrukcja symetralnej danego odcinka,

e konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej, ktora przechodzi przez
dany punkt poza prosta,

e konstrukcja dwusiecznej danego kata,
e konstrukcja prostych rownoleglych,
e konstrukcja trojka o danch bokach,

e konstrukcja czworokata o danych bokach.

1.4.1 Konstrukcja symetralnej odcinka.

Niech dany bedzie odcinek [A, B] o dlugosci a = |AB|. Stawiamy cyrkiel w
punkcie A i rozwartoscia cyrkla wigksza od potowy odcinka [A, B] zakreslamy
dwa tuki nad odcinkiem i pod odcinkiem. Rysujemy prosta L przez punkty
przeci¢ tukow. Prosta L jest symetralna odcinka [A, B].

"Dlugo$é odcineka [A, B] o poczatku A i koficu B oznaczamy symbolem |AB|
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Zadanie 1.3 Narusuj odcinek o poczgtku w punkcie A dlugosci 6ecm i o koncu
w punkcie B. poprowadz symetralng odcinka [A, B] przy pomocy cyrkla i linijki.

1.4.2 Konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej

Niech dana bedzie prosta L i punkt P. Stawiamy cyrkiel w danym punkcie P
i zakreslamy tuk przeciajacy prosta L w punktach A i B. Stawiamy cyrkiel
w punkcie A i zakreslamy tuk. Nastepnie stawiamy cyrkiel w punkcie B i
zakreslamy tuk. Punkt przeciecia tukow oznaczamy litera P*. Przez punkty
P* i P rysujemy prosta L*, jak na rysunku nizej.

P
L*
A B L
P*
Zadanie 1.4 Narusuj prostg LI PoprowadZ prostq prostopadlq do prostej L

przez dowolnie wybrany punkt P lezgcy poza prostg L, przy pomocy cyrkla 1
linagks.

1.4.3 Konstrukcja dwusiecznej danego kata

Niech bedzie dany kat o o wierzchotku w punkcie O i ramionach Ly i Lo. 8

L,

0 A

Stawiamy cyrkiel w wierzchotku O kata « i zakreslamy tuk przecinajacy ramiona
Ly i Ly w punktach A i B. Punkty A i B sa rowno odlegte od punktu O,
piszemy |OA| = |OB)|. Nastepnie stawiamy cyrkiel w punkcie A i zakreslamy

8Kat a o wierzchotku O i ramionach Lj i Lo okre$lonych przez punkty A i B oznaczamy symbolem
LAOB
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luk. Podobnie stawiammy cyrkiel w punkcie B i zakreslamy tuk. Punkt przecie
cia tukow oznaczamy litera P. Przez punkty O i P prowadzimy dwusieczna kata

L
P
B

0 A\ I,

Zadanie 1.5 Poprowad? dwusieczng kgta o danego nizej na rysunku przy po-
mocy cyrkla i linigki.

1.4.4 Konstrukcja prostych rownoleglych

Konstrukcja prostej rownolegtej do danej prostej L i przechodzacej przez dany
punkt P oparta jest na rysowaniu rownolegloboku.

Opis konstrukcji. Stawiamy cyrkiel w danym punkcje P i zakreslamy tuk,
ktory przecina dana prosta L w dwoch punktach A i B. Laczymy punkt A
przeciecia z danym punktem P linijka. Nastepnie stawiamy cyrkiel w punkcie
B i rozwartoscia cyrkla rowna odleglosci |AP| punktu A od punktu B, za-
kreslamy tuk. Podobnie, stawiamy cyrkiel w punkcie P i ta sama rozwartoscia
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cyrkla zakreslamy drugi tuk. Punkt @) przecia tukow wyznacza wierzchotek
rownolegtoboku ABQP.

Laczymy punkty A, B, @, P. Widzimy, ze w ten sposob narysowalismy
rownolegtobok ABQ P, ktorego bok [PQ)] lezy na prostej rownoleglej do proste;
L przchodzacej przez dany punkt P.

A B

Zadanie 1.6 Narysuj prostqg L rownolegtq do prostej Lo danej nizej na ry-
sunku i przechodzqcej przez dany punkt P przy pomocy cyrkla @ linijki.

1.4.5 Dwie proste rownolegle przeciete trzecia prosta

Rozpatrzmy dwie proste rownoleglte Ly i Lo przeciete trzecia prosta L. Nizej
na rysunku mamy zaznaczone katy parami rowne

L

1% Ly
34

56 Ly

7,8

Duwie linie proste rownolegte Ly 1 Lo przeciete trzecig prostg L

e katy wierzchotkowe parami rowne
L1=1/4, [2=/3, [/b=/8, [6=/.T7
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e katy odpowiadajace parami rowne

[1=1/5, [3=1/17 [2=1/6, L4=1/.8

e katy naprzemianlegle wewnetrzne parami rowne

[3=16, L4=1/.5,

e katy naprzemianlegle zewnetrzne parami rowne

[1=1/8, [2=1/.T,

e katy przylegle rowne
L1022, L3024, L1i/3, L2i/l4

[5i/6, LTil8, L[5i/T, L6il8

Zadanie 1.7 Jeden z kqtow wierzchotkowych rowny jest 30°.

T L
1.9 2

34

5/6 Ly
7.8

Duwie linie proste rownolegle przeciete trzecig prostq

Oblicz wszystkie kqty

(a) wierchotkowe

(b) naprzemian legte

(c) odpowiadajgce

(d) przylegte wewnetrzne

(e) przylegle zewnetrzne

Zaznacz warto$cit wszystkich kgtow na rysunku

1.5 Okrag i koto

Obszar wewnatrz okregu nazywamy kotem.

Obwod okregu
Oobwod = 2% T * T,
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pole kota
9 314

Pokregu:ﬂ-*r> m

~ — = 3.14.
100

Obwod okregu = 2m xr

2

-
e Pole okregu = mxr

srednica okregu rowna jest 2 razy promien okregu.
Zadanie 1.8 Narysuj cyrklem okrgg o promieniu Scm. Zaznacz kredkg wnetrze

okregu jako kolo o promieniu Scm.
Oblicz $rednice okregu, obwod okregu, pole kota.

1.5.1 Miara tukowa kata

Rozpatrzmy okrag o promieniu R

C

|=AB
Miare tukowa kata a = /BCA opartym na tuku | = AB okreslamy jako

stosunek dhugosci tuku [ do promienia R

a=—=

R
Kat pelny, ktory w mierze katowej ma 360° oparty jest na hiku

[ =2r* R
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rownym obwodowi okregu.
Zatem miara tukowa kata pelmego rowna jest

27T>1<R_

I 2T

o =

Podobnie kat polpelny, ktory w mierze katowej ma 180° oparty jest na tuku
l=7mxR

rownym potowie obwodu okregu. To znaczy, ze miara tukowa kata potpelnego
rowna jest

T R
=5 =

Rowniez kat prosty, ktory w mierze katowej ma 90° oparty jest na tuku

« ™

_27T>1<R_7T>1<R

! 4 2

rownym czwartej czesci obwodu okregu. To znaczy, ze miara tukowa kata
prostego rowna jest

xR
a= =

2R 2

W istocie, miara tukowa kata nie zalezy od dlugowci promienia R. Dlatego
mozemy przyja¢ promien okregu R = 1.

Jednostka miary tukowej kata jest 1 radian. Kat pelny ma 2 x 7 radianow,
ktoremu w mierze katowej odpowiada kat 360°. Zatem, jeden stopnien

2 %
10 = W(;T = %mdz’anow
natomiast
, 180° )
1 radian = —— stopni
T

Przyklad 1.1 Oblicz miare tukowq kqta 30°.

Rozwiazanie. Korzytamy z proporcji, katowi 180° odpowiada miara tukowa
tego kgta 7 radianow. Zatema kgtowi 30° odpowiada miara tukowa x radianow.
Tq proporcje zapisujemy rownaniem

™ T

180 30
Skad obliczamy miare tukowg kgta 30°
30xm

xr = —_=

T
180 6
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Zadanie 1.9 Oblicz miare tukwg kqta o, jezeli jego miara kgtowa rowna jest
() o = 30
(i) o =60

(iii) o= 120°

Zadanie 1.10 Ile stopni ma kgt «, jezeli jego miara tukowa rowna jest

i) o= %”
(i) o= %T
4
(i) o= %
5
(v) a= 3
T
(i) o=

1.5.2 Kat wpisany w okrag i kat srodkowy

Kat wpisany. Katem wpisanym a nazywamy kat, ktorego wierzcholek C' lezy
na okregu a ramiona AC' i BC' przecinaja okrag w punktach A i B

C

7 okreslenia miary tukowej i miary katowej wiemy, ze warto$¢ kata wpisanego
/BC A = « nie zalezy od wielkosci promienia R. Zatem zakladamy, ze promien
R=1.

Lemma 1.1 Wartosc kqta /BC' A = a wpisanego w okrgg jest stata niezalezna
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od polozenia wierzcholtka C i promienia R okregu o $rodku w punkcie O.

Potozenie kata ABC A = a wpisanego w okrag w pozycji C* = /BC*A = q,
nie zmienia wartosci a kata wpiesanego w okrag.

Istotnie kat wpisany o o wierzchotku w punkcie C' i o ramionach AC' i BC
przecina okrag w punktach A i B. Kat « oparty jest na tuku l = AB radianow,
w mierze katowej rowny jest

B LT
¢ T 1800

Jezeli wierzchotek C' porusza sie po okregu w kierunku punktu A to kat wpisany

lxm _ ‘
o= 800 nie zmienia warotosci, poniewaz diugosé¢ tuku [ = AB pozostaje ta
sama.

Jednak, jezeli wierzchotek C' pokryje sie z punktem A to ramie AC' zredukuje
sie do punktu A. Wtedy kat wierzchotkowy « jest nieokreslony. Jezeli wierz-
cholek C' przekroczy punt A i dalej porusza si¢ w kierunku punktu B to wtedy
kat wpisany « bedzie oparty na tuku o dlugosci 27 — [, a jego miara katowa

(27 — 1) % 180°
- .

o =

Kat srodkowy. Katem srodkowym nazywamy kat pomiedzy promieniami
okregu R = |AO| i R = |BO| o wierzchotku w srodku okregu O.
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1.5.3 Zwiazek pomiedzy katem srodkowym i katem wpisanym

Twierdzenie 1.2 Kgt $rodkowy oparty na tym samym tuku co kgt wpisany w
okrgg jest dwa razy wiekszy od kgta wpisanego. Zatem mamy rownosc

(BCA=¥€«, L{BOA =2«

Podamy dwa dowody twierdzenia o kacie wpisanym i kacie srodkowym.

Dowod 1. 7 lematu 1 wiemy, ze wartos¢ kata wpisanego « nie zalezy od
polozenia jego wierzchotka C' na okregu.

Zatem mozemy przyjac¢ polozenie wierzchotka C' na srednicy okregu prze-
chodzacej przez wierzchotek C' i §rodek okregu O.

Promienie okregu AO, BO i C'O tworza trojkaty AAOC' i ABCO rownorammienne
i przystajace.

Zatem ich katy 3, v i kat srodkowy /BOA = X spelniaja rownania

a =243,
vy+28=m
2y + A = 2m.

Skad obliczamy kat srodkowy

A=21 —2y =21 —2(m —20) =48 = 2.
—_———
g
Dowod 2. Najpierw dowod podamy w przypadku, gdy srodek okregu O lezy
pomiedzy ramionami AC' i BC' kata wpisanego /BC'A = «, nastepnie w przy-
padku, gdy srodek okregu O lezy poza ramionami kata wpisanego.
W przypadku pierwszym zauwazamy, ze trojkaty rownoramienne AAOC, ABCO
o ramionach rownych promieniowi okregu R maja katy przy podstawach katy
rowne. Trojkat AAOC ma przy podstawie AC katy rowne 6 i trojkat ABCO
ma przy podstawie BC katy rowne 3. Kat wpisany /BCA = « oznaczamy
litera grecka a, a kat srodkowy ZAOB oznaczamy litera grecka A, jak na ry-
sunku.
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Nastepnie zauwazamy, ze katy «, 3,7, 9, €, A spelniaja uktad rownan liniowych

a=LF+9, LBC A wpisany «
26+~ =m, suma katow w trojkacie A BCO rowna 7
20+€e=m, suma katow w trokacie A AOC rowna w (1.3)

v+e+ A=2nm, kat pelny rowny 2w

Uktad rownan liniowych (1.3) rozwiazemy metoda podstawiania.
Mianowicie, z rownanania drugiego i trzeciego w uktadzie (1.3) obliczamy

7277‘_267
e=m—20

Skad suma katow
v+ e=21—2(6+9)

Z rownania czwartego w uktadzie rowna(1.3) obliczamy kat srodkowy

A=2r—(y+e)=2r—2r—=2(6+9))=2(8+9) =2«
Tte T

Zatem, obliczyliSmy, ze kat srodkowy A jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego
«, piszemy
A =2«

Koniec dowodu przypadku pierwszego.

Dowod. Dowod w przypadku drugim, gdy srodek okregu O lezy poza ramion-
ami AC' i BC kata wpisanego /BCA = a.

=|0A| =R
(OCA=a+p

C
(CAO=a+ [

LAOC =

Zauwazamy, ze trojkaty rownoramienne AAOC' i ABOC o ramionach rownych
promieniowi okregu R maja przy podstawach [AC] i [C B] katy rowne, odpowied-
nio

/OCA=/(CAO=a+B i (CBO=/.OCB=S§.
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Suma katow w trojkatach AAOC i BOC rowna jest 180° lub 7, piszemy

LOCA+ (CAO+/AOC =7 2a+8)+d=m

2(a+p) g (14)
/(OBC+ (OCB+/BOC=m 284+d+A=m
28 S+

Uktad rownan liniowych (1.4) rozwiazemy metoda podstawiania.
Mianowicie, z pierweszgo rownania obliczamy

d=m—2(a+p)
i podstawiamy do rownania drugiego
280+ (m=2(a+B)+A=m A—-2a=0.

Skad kat srodkowy /BOA = 2« jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego
LOCA = «, piszemy
A =2«

lub
/BOA =2/0CA.

Koniec dowodu przypadku 2.

Whiosek: Kat wpisany oparty na srednicy okregu jest prosty, ma 90°, w
mierze tukowej ma 5 radianow.

1.6 Trojkaty

1.6.1 Konstrukcja trojkata o danych bokach

Niech beda dane trzy odcinki [A, B], [B,C],i [A, C]

A B
B C
A C

Wybierzmy odcinek [AB] jako podstawe trojkata AABC. Rozwartoscia cyrkla
rowng dhu gosci odcinka [A, C| zakreslamy tuk stawiajac cyrkiel w punkcie A.
Nastegpnie rozwartoscia cyrkla rowna diugosdci odcinka [B, C] zakreslamy tuk
stawiajac cyrkiel w punkcie B. Punkt przeciecia tukow C* taczymy z punktami
A i B podstawy tojkata AABC*

90dcinek o poczatku w punkcie A i koficu w punkcie B oznaczamy symbolem [A, B]
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v
A B
B C

A C A B

Zauwazmy, ze trojkat mozna zbudowaé z odcinkow, ktore spelniaja nastepujaca
nierownos¢ trojkata

Suma dtugo$ci dwoch bokow trojkgta jest wieksza od dlugosci boku trzeciego,
piszemy

|AB| + |BC| > |AC),
|AB| + |AC| > |BC|,
[AC| +|BC| = |AB|

1.6.2 Suma katow trojkata

Suma katow kazdego trojkata rowna jest 180°, w mierze tukowej 7 radianow.
Nizej rozpatrzmy geometryczna interpretaje sumy katow trojkata.
D C
Q 5 15}

Al fl g

c
7 rysunku, zauwazamy, ze suma katow kazdego trojkata rowna jest 180°.
Rzeczywiscie, prosta DC' jest rownolegla do podstawy AB trojkata ABC .
Katy naprzemianlegle wewnetrzne a przy podstawie i o przy odcinku DC
sa rowne, podobnie [ przy podstawie AB i 3 przy odcinku DC' sa rowne.
Widzmy, ze

a+ [+ =180°

To znaczy, ze suma katow kazdego trojkata rowna jest 180°.
Rozrozniamy nastepujace trojkaty: trojkaty rownoboczne, trojkaty rownoramienne,
trojkaty prostokatne i trojkaty dowolne.

Konstrukcja trojkata o tych samych katach i o bokach proporcjon-
alnych. Na ptlaszczyznie wybieram trzy rozne punkty A, B i C' i laczymy te
punkty uzywajac linjki. W ten sposob narysowalismy trojkat. Boki AB i AC
przedtuzamy. Na przediuzonych bokach odkladamy odcinki rowne dlugosci
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bokow AB i AC, odpowiednio. Laczymy zaznaczone konce odcinkow. Widz-
imy, ze w ten sposob narysowalismy drugi trojka ktory ma katy te same co
wczesniej narysowny trojkat, natomiast boki ma dwa razy diuzsze. Rzeczywiscie,
oba trojkaty maja te same katy, poniewaz bok BC' jest rownolegly odpowied-
niego boku wiekszego trojkata, jako katy odpowiadajace.

Przyklad 1.2 Narysuj trojkgt o tych samych kgtach i o bokach dwa razy
dtuzszych uzywajgc linigki 1 cyrkla. Zmierz kqty tego trojkgta. Oblicz sume
kgtow tego trojkgta.

C
~
b a
h
e
A b B
c
Trojkata AABC
Pole trojkgta
ax*h
Py = 5

Obwod trojkgta

Obpr =a+b+c.

1.6.3 Trojkat rownoboczny.

Trojkat rownoboczny ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy rowne a = 60°,
b
w mierze tukowej o = 3 jak na rysunku

Konstrukcja trojkata rownobocznego. Rysujemy odcinek o ustalonej
dlugosci bokow trojkata. Stawiamy nozke cyrkla na poczatku odcinka i za-
kreslamy okrag o promieniu rownym dhlugosci odcinka. Nastepnie stawiamy
nozke cyrkla na drugim koncu odcinka i tym samym promieniem zakreslamy
okrag. Laczymy punkt przeciecia okregow z koncami odcinka. Widzimy, ze w
ten spoob powstatl trojkat o rownych bokach i rownych katach.
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2
Trojkat rownoboczny AABC

Wysokosé h trojkata A ABC' jest dwusiecznna kata « i dzieli podstawe a na
polowe w punkcie D. Podobnie wysokosci trojkata rownobocznego spuszczone
na pozostale boki dziela ich na polowy i przecinaja si¢ w jednym punkcie O.
Punkt przeciecia wysokosci O dzieli te wysokosci w stosunku 1 : 3. To znaczy
zachodzi nastepujaca proporcja

|DO| 1

|DC| 3 DG =h

Stad mamy

1 2
D = — i —
[DO| = 3h, i |0C| = Zh

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysokosé h trojkats A ABC

2 _ 2 Gy _ § 2
Wysokos¢ trojkata rownobocznego
, _ aV3
2
Obliczamy pole trojkata rownobocznego
2
popslo0Y3 0 _ V3
2 2 2 4
p V3
4

Pole trojkata rownobocznego o boku a

a*\V/3

P =
4
Zadanie 1.11 Zmierz boki i kqty trojketa AABC nizej na rysunku

C
q

a a
h

o o)
A B




27

(1) Oblicz pole i obwod trojkg rownoramiennego AABC, o boku a = 3cm.
(1i)  Narysuj trogkgt o tych samych kgtach i o bokach dwa razy dituzszych
uzywajge lingki i cyrkla.

(1i1) Zmierz kgty i oblicz sume kgtow tego trojkgta.

1.6.4 Trojkat rownoramienny
Trojkat rownoramienny o podstawie rownej odcinkowi [A, B] i rownych ramionach

[A, C| = [B,C] ma przy podstawie [A, B] katy rowne LCAB = /ABC = «.
Wysokos¢ h = |C' D] dzieli podstawe [A, B] na polowe.
C

b b
h=||CD| \

A ' : B
a=|AB|

Pole trojkata rownoramiennego AABC obliczamy stosujac wzor ogolny

1 1
PAABC = 5 |AB| * |CD| = §a*h

axh

Zadanie 1.12 Zmierz boki i kqty trojkgta rownoramiennego AABC. Oblicz
obwod, pole i sume kgtow trojkgta rimoramiennego, jezeli dtugosé jego pod-
stawy |AB| = 3cm, a réowne ramiona |AC| = |BC| = 4em.

1.6.5 Trojkat prostokatny
» axb e
Pole trojkata = —5 obwod trojkata =a + b+ ¢

W trojkacie prostokatnym wyrozniamy przyprostokatne AB i AC, o dlugosci
a i b, przeciwprostokatna BC, o dlugosci ¢, kat prosty a = 90° i dwa katy
przylegle 5, v

Zadanie 1.13 Zmierz boki i kqty tego trojkgta.
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=Q

A - B

Trojkat prostokgtny AABC
Narysug trogkgt o tych samych kgtach i o bokach dwa razy krotszych uzywajgc
linygki @ cyrkla. Oblicz sume kgtow tego trojkgta

1.7 Cechy przystawania i podobienstwo trojkatow

1.7.1 Trojkaty przystajace

Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli maja wszystkie boki rowne i wszystkie
katy rowne. Jasne, ze na to zeby dwa trojkaty byly przystajace wystarczy,
zeby mialy rowne boki, gdyz wtedy automatycznie wszystkie katy musza miec
rowne. O tym mowi pierwsza cecha przystawania trojkcatow.

Pierwsza checha przystawania trojkatow. Dwa trojkaty sa przystajace,
jezeli maja wszystkie boki rowne.

Narysuj trojkat o tych samych o bokach uzywajac linijki i cyrkla. Zmierz katy
tego trojkata. Oblicz sume katow tego trojkata

Druga cecha przystawania trojkatow. Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli
maja dwa boki rowne i katy przylegte do tych bokow rowne. Sprawdzamy, ze
wtedy pozostate boki musza by¢ rowne i katy tez rowne.

Trzecia cecha przystawania trojkatow. Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli
maja dwa boki rowne i kat pomiedzy tymi bokami rowny.

1.7.2 Trojkaty podobne
Dwa trojkaty AABC i A'B'C’ sa podobne, piszemy

AABC ~ AA'B'C’
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jezeli maja opowiednie boki proporcjonalne w skali proporcji k, to znaczy

[AB| _ |AC] _ |BCT _

= = =k
|A/B/| |Alcl| |Blcl| )
|AB| =k |A'B'|,
|AC| =k« |A'C'|,
|BC| =k« |B'C'|.

Zauwazmy, ze nizej na rysunku trojkatow AABC i AA'B'C’ skala proporcji
k=2

c=4cm

c=8cm
Nizej podamy trzy cechy podobienstwa trojkatow.
Pierwsza checha podobienistwa trojkatow. Dwa trojkaty AABCiAA B'C’

sa podobne, jezeli maja wszystkie boki proporcjonalne w skali proporcji k, to
ZNaczy

|AB| =k |A'B'|,
|AC| =k« |A'C'|,
|BC| =k« |B'C'|.

Zadanie 1.14 Narysuj trojkgt AABC o bokach
|AB| = ¢ = bem, |AC| = b = 4em, |BC| = a =3cm
uzywajge linygki i cyrkla.

Narysuj drugi trojkat AA'B'C" o0 bokach dwa razy wiekszych od bokow trojkata
AABC.

Druga cecha podobienstwa trojkatow. Dwa trojkaty AABC i AA'B'C’
sa podobne, jezeli maja dwa boki proporcjonalne w skali proporcji k i katy
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pomiedzy tymi bokami rown, to znaczy a = o

AB| _ JAC] _
|A/B/| - |A/C/| — "
|AB| =k |A'B|,
|AC| =k |A'C),

Zadanie 1.15 Narysuj trojkgt AABC o bokach
|AB| = ¢ = 3cm, |AC| = b = bem,

danym kgcie o = 45°

a = 45°

uzywajge lingki i cyrkla.

Narysuj drugi trojkat AA'B'C" o0 bokach dwa razy wiekszych od bokow trojkata
AABC.

Trzecia cecha przystawania trojkatow.

Dwa trojkaty AABC i AA'B'C’ sa podobne, jezeli maja boki AB i A'B’
proporcjonalne w skali & i katy do nich przylegle rowne, to znaczy o = o i
B =3 oraz boki ABi A'B" w skali k

[AB|
|A/B/| — kf,
AB| = k+|A'B],

Zadanie 1.16 Narysuj trojkgt AABC o boku
|AB| = ¢ = 6cm,
i danych kgtach prazyleglych Lo = 30°, L3 = 60° do boku AB.

Narysuj drugi trojkat AA'B'C" o0 bokach dwa razy wiekszych od bokow trojkata
AABC.
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1.7.3 Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata przetniemy dwiema prostymi rownolegltymi, to diugosci
odcinkow wyznaczonych przez te proste na jednym ramieniu kata sa propor-

cjonalne do dtugosci odcinkow wyznaczonych przez te proste na drugim ramie-
niu kata

Przyklad 1.3 Oblicz wysokosé drzewa z odlegtosci 50m. Stosujgc twierdzenie
Talesa obliczamy wysoko$é drzewa y z proporcyi

a x _(a+b)xx

a+b:y’ 4 a

Dane: a + b = 50m, Dokonujemy pomiarow a = 2m, x = 0.5m do proporcji,
zobacz na rysunku.

0 a + b =50

(a+b)xxz  50%0.5
a

Podstawiajge dane obliczamy wysokosé drzewa y = =12.5
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Twierdzenie Talesa stosujemy w zadaniach dzielenia odcinka w danej pro-
porcji.

Przyklad 1.4 Podzieli¢ odcinek AB w stosunku 2 : 3

Rozwiazanie. Na ramieniu AC zaznaczamy dowolng rozwartosciq cyrkla trzy
punkty D, E 1 punkt C'. Nastepnie, toczymy punkt C' z punktem B uzywajgc
linygki. Rysujemy rownolegte do odcinka BC' przechodzgce przez punkty D 1
E. W ten sposob dostajemy podzial odcinka AB punktem F w stsunku 2 : 3,
Zatem, z twierdzenia Talesa mamy proporcje

|AF| 2

|AB| 3

Zadanie 1.17 Oblicz wysokosé drzewa z odlegtosci 150m, wiedzge, ze wysokosc
listwy geodezyjnej rowna jest 2m i jej odlegtosé od punktu pomiaru 10m.

Zadanie 1.18 Podzieli¢ odcinek AB w stosunku 1 : 3

A B

1.7.4 Twierdzenie Pitagorasa

Figury ptaskie, twierdzenie Pitagorasa, wielokaty foremne, okrag: kat srodkowy
i kat wpisany w okrag, miara tukowa k atow, konsrukcje figur ptaskich, fig-
ury przestrzenne granastostupy proste, walce, stozki, ostrostupy, sfery i kule,
obliczanie objetosci i pola powierzchni.

Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym wynikaja ztwierdzenia Pitagorasa.
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A

a B

Trojkat prostokatny AABC

Twierdzenie 1.3 W trojkgcie prostokgtnym suma kwadratow przyprostokgtnych
rowna jest kwadratowi przeciwprostokgtnej

a4+ b =2

Tutaj przez a 1 b oznaczone sqg przyprostokgtne, literq ¢ oznaczona jest przeci-
wprostokgtna, (zobacz rysunek)

Przykilad 1.5 ObliC@bok x trojkgta prostokgtnego

A

3 B

Trojkat prostokgtny AABC

Przykilad 1.6 ObliC@bok y trojkgta prostokgtnego

10

A

” B

Trojkat prostokgtny AABC
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Przyklad 1.7 Oblicz przeciwprostokgtng trojkgta prostokgtnego, wiedzgc, Ze
przyprostokgtne a =9, b =12

A a B
Trojkat prostokgtny AABC

Przyklad 1.8 Oblicz wszystkie boki trojkqta prostokgtnego, wiedzge, zZe przypros-

tokgtna a = 12cm, przyprostokgtna b jest o 4dem diuzsza od przyprostokgtnej
a, natomiast przeciwprostokgtna c jest diuzesza o 8cm od przyprostokgtne;j a.

C

A a B
Trojkat prostokgtny AABC

1.8 Czworokaty

Rozpatrzmy czworokat ABC'D o wierzchotkach A, B, C, D o czterech bokach
dtugosci a, b, ¢, d, i o kacie ZABC' o wierzcholtku B, katcie ZBCD o wierz-
chotku C| katcie ZC'DA o wierzchotku D.

Suma dtugosci dowolnie wybranych trzech bokow czworokata jest nie mniejsza

od dlugosci boku czwartego, piszemy
|AB|+|BC|+ |CD| > |AD|.
Suma katow czworokata rowna jest 360°, w mierze lukowej 27, piszemy

/ABC + /BCD + (CDA + /DAB = 360"



35

Zadanie 1.19 Zmierz boki i kqty tego czworokgta. Oblicz obwod i sume kgtow
czworokgta czworokgt ABC'D.

Rozpatrzymy nastepujace czworokaty

e kwadrat

e prostokat

e trapez

e rownoleglobok

e romb

e deltoid

e czworokat dowolny

e okrag wpisany i okrag opisany na czworokacie

10

10Konstrukcja kwadratu przy pomocy cyrkla i linijki opisana jest w projekcie Figury podstawowe.
Konstrukcja.
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1.8.1 Czworokat foremny. Kwadrat.

Kwadrat ABC'D jest figura foremna o czterych bokach rownych a i o czterech
katach prostych rownych 90° lub w mierze tukowej 5

D ; a C
=90 v=9

a a
=90° B =9°

A a B

Kwadrat ma dwie pzekatne AC' i BD, ktore przecinaja sie pod katem prostym
rownym 90° lub w mierze tukowej g 7. twoerdzenia Pitagorasa obliczamy
dtugos¢ przekatnej

|AC|* = |BC* = a* + a* = 2d°, |AC| = |BC| = aV/2.

Promient okregu wpisanego w kwadrat rowny jestpolowie boku

r=—
2

Promien okregu opisanego na kwadracie rowny jest polowie przekatnej

Pole kwadratu
Pagecp = a * a2, obwod kwadratu Ob =4 x qa.

Zadanie 1.20 Oblicz obwod Ob i pole P kwadratu, dtugosc przekgtnych, promien
r okregu wpisanego w kwadrat i promienn R okregu opisanego na kwadracie,
jezeli bok kwadratu ma dlugosé a = 4..

1.8.2 Prostokat.
Prostokat ABC'D ma cztery boki parami rowne
a=c, b=d,

i cztery katy proste rowne 90°
Z twierdzenia Pitagorasa obliczmy przekatne prostokata

|AC| = |BD| = Va2 + 12
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Pole prostokata
PABCD =axb.

Obwod prostokata Ob =2%xa+ 2% b

D ; ¢ C
90 v =

d b
< 9g()° 3 =9(°

A a B

Okrag opisany na prostokacie ma promien R rowny polowie przekatnych
1 1 1
R = =|AC| == =|BC| = =(a® + b*
SJAC| == 5|BC| = 5(a® + )

Natomiast nie istnieje okrag wpisany w prostokat, z wyjatkiem kwadratu,
ktory jest szczegolnym prostokatem o bokach rownych.

1.8.3 Rownoleglobok.

Rownoleglobok ABC'D ma cztery boki parami rowne
a=c, b=d

i cztery katy parami rowne

a=/DAB = /BCD, 180° — o = LABC = /CDA.

cC=a C
180 a

Wysoksé rownolegtoboku oznavczamy litera h.
Pole rownolegtoboku
P ‘ABCD — Q * h
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Istotnie, zauwazmy, ze pole rownolegtoboku ABC'D rowne jest polu prostokata
EBCD. To znaczy, ze

PABCD = PABCD =axh.

i obwod rownolegtoboku

Ob=2xa+2x*b.

1.8.4 Romb.
Romb ABCD ma cztery boki rowne
a=|AB|= BC|=|CD|
i cztery katy parami rowne
a =", B =09.

Wysoksé rombu oznaczamy litera h.
Pole rombu

P=axh
obwod rombu Ob = 4 * a.
D
b = 180° — «v
a h
3 =180 -«
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1.8.5 Trapez
Trapez ABC'D

a= |AB|
«
A = B
A E

jest czworokatem o dtugosci podstawy dolnej a = |AB| rownoleglym do pod-
stawy gornej o dlugosci b = |CD|.
Pole trapezu

1
Papep = 5(@ +b) % h.

Istotnie, zauwazmy, ze pole trapezu P4gcp rowne jest sumie pola rownolegltoboku
pAECD = (b * h

i pola trojkata
1
PABC: §(a—b)*h

Zatem pole trapezu
Pagop = Papep + Pigc
1
= b*h+§(a—b)*h
1

Obwod trapezu
Ob=|AB|+ |BC|+ |CD|+ |AC|.

11

1.8.6 Deltoid.

Deltoid jest czworokatem o rownych bokach parami

|AB| = [AD], |CD| = |AD]

U Twierdzenie o okregu opisanym na czworokacie i wpisanym w czworokat jest opisane w paragrafie o
czworokatach Twierdzenie to dotyczy wszystkich czworokatow w tym trapezow
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i o katach ZADC = AABC

Deltoid ma dwie prostopadte przekatne L; i Lo, jedna z nich jest symetrala
drugiej, jak nizej na rysunku

C
Ly = |DB)| przekatna pozioma
D 0 B
L, = |AC| przekatna pionowa
A

Pole deltoidu rowne jest potowie iloczyny przekatnych

1
Ppeitoid = §L1 * Lo

Istotnie, zauwazamy, ze pole deltoidu Pipcp rowne jest sumie pol trojkatow
AABD i ABCD

Ppeitoia = Papp + Pppc = %Lz * [AO| + %L2 * |OC|
_ 1(40] + o)

Ly
= %*Ll*Lg.

12

1.8.7 Okrag opisany na czworokacie.

Nie na kadym czworokacie mozna opisaé¢ okrag i nie w kazdy czworokat mozna
wpisa¢ okrag. Warunki istnienia okregu opisanego na czworokacie i okregu
wpisanego w czworokat podamy nizej. Mianowicie rozpatrzmy czworokat

12Twierdzenie o okregu opisanym na czworokacie i wpisanym w czworokat jest opisane w paragrafie o
czworokatach Twierdzenie to dotyczy wszystkich czworokatow w tym deltoidu
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ABC'D wpisany okregu o promieniu R i srodku w punkcie O.

¢ =1 katy /BCA = /BDA opate na tuku AB
n =+~ katy ZBDA = LACD opate na tuku AD

0 =a katy ZABD = /ACD opate na tuku DC

06 =¢ katy /CAB = /C DB opate na tuku BC

Jak wiemy, katy srodkowe oparte na tym samym tuku sa rowne.
Zatem zauwazamy na rysunku, ze

(=1 oparte na luku AB

n=rvy oparte na luku AD
_ (1.5)
0=« oparte na luku DC

08 =¢ oparte na luku BC

Warunek konieczny i wystarczajacy na to, zeby mozna bylto opisa¢ okrag na
danym czworokacie o wierzchotkach A, B, C, D podamy w formie nastepujacego
twierdzenia

Twierdzenie 1.4 Na czworokgcie ABCD o wierzchotach A, B,C, D mozna
opisac okrgg wtedy i tylko wtedy, jezeli suma kgtow naprzeciwleglych jest rowna

/ABC + [CDA = (BCA+ (DAB (1.6)

13 Dowod. Dowod twierdzenia wytnika z rownosci (1.5) katow «, 3,7,4,7,C ,
ktore tworza przekatne z bokami czworokata. Mianowicie sprawdzamy rownosé
(1.6)

/ABC + /CDA = (0+7)+(d+)
—_—— N——
/ABC /CDA

= (a+n)+(B+C)

= (a+9)+1n+()

/DAC BCD
= (BCA+ /DAB

3 Tutaj LABC oznacza kat o wierzcholku B i ramionach [A, B] i [4, D).
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Wzor na pole czworokata opisanego na okregu

Papep = \/(p—a)(p—b)(p— ¢)(p — d)
gdzie dhugosci bokow
a=|AB|, b=|BC|, c¢=|CD|, d=|DA,

a litera p oznacza potowe obwodu czworokata

1 1
p=Fla+b+c+d) = 5(AB|+|BC| +|CD+ |AD]).

1.8.8 Okrag wpisany w czworokat

Opis okregu wpisanego w czworokat o wierzchotkach A, B, C, D zacznijmy od
nastepujacych obserwacji:

(a) Boki czworokata sa styczne do okregu wpisanego w punktach stycznosci
A*’ B*’ C*’ D*

(b) Styczne do okregu poprowadzone z wierzchotkow czworokata wyznaczaja
odcinki parami rownej dtugosci, piszemy

r=I|A A" =[AD*], y=I[A"B|=|BC"|

2= |B*C|=|CC*|,  t=|C"D|=|DD"| (1.7)

Warunek konieczny i wystarczajacy na to, zeby mozna bylo wpisaé¢ okrag w
danym czworokat o wierzchotkach A, B, C, D podamy w formie nastepujacego
twierdzenia

Twierdzenie 1.5 W czworoket ABC'D o wierzchotach A, B, C, D mozna wpisac
okrgg wtedy 1 tylko wtedy, jezeli suma dlugosci sumy bokow naprzeciwleglych
jest rowna

|AB| +|CD| = AD| + |BC| (1.8)
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Dowod. Dowod twierdzenia wynika z wlasnosci (a) i (b) stycznej do okregu
i z rownosci (1.7), parami rownych bokow naprzeciwlegtych. Mianowicie,
sprawdzamy, ze lewa strona rownosci (1.8)

|AB|+|CD| = (z+y)+(z+1)
—_— Y=
bok |[AB|  bok |CD|

= (z+t)+(y+2)
—_— =
bok |AD| bok BC|
= [AD[+|BC],

rowna jest prawej stronie rownosci (1.8).14
Pole czworokata i promien okregu wpisanego w czworokat. Zauwazmy,
ze promien r okregu wpisanego w czworokat jest rowny z wysokosciami trojkatow

AAOB, ABCO, ADCO, ADAO
spuszconymi na boki
[4,B], [B,C], (¢, D], [DA]

czworokata ABCD.
Zatem pola tych trojkatow sa rowne odpowiednio

Paapo = %r * |[AB|
Papco = 37 % |BC|
Pacpo = %7’ x |C'D|
Papao = %7’ x |[DA]

Pole czworokata ABC'D rowne jest sumie pol czterech trojkatow, piszemy

Papcp = Paapo + Pasco + Pacpo + Papao
= 17’>x<|AB|—|—17’>1<|BC’|—|—£7’>!<|C’D|—|—l7’>x<|DA|
2 2 2 2
= (4B +|BC| + CD| +]DA)
= T%p

gdzie litera p oznacza polowe obwodu czworokata ABCD.

1
p= 5(|AB| +|BC| + |CD| + |DA]).

4 Tytaj korzystamy z lacznosci dodawania
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1.8.9 Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym

Rozpatrzmy trojkat prostokatny oparty na srednicy AB okregu
Z twiedzenia Pitagorasa wynika zwiazek pomiedzy bokami trojkatata pros-
tokatnego

|AC|? + |BC|? = |AB|?
Zwiazek ten implikuje inne miary w trojkatach prostokatnych, rownoramiennych
i rownobocznych.
Zauwazmy, ze trojkaty

A ABC, A ADC, A DBC

sa podobne. Zatem na przeciw rownych katow maja proporcjonalne boki.
Z proporcji
h  |DB|
|AD| ~ h
wynika, ze wysokos¢ h rowna jest Sredniej geometrycznej rzutow przypros-
tokatnych na przeciwprostkatna. To znaczy

h = \/|AD| | DB

lub  h?=|AD|x|DB)|

1.9 Zastosowanienie iloczynu wektorowego
do obliczania pola czworokata dowolnego.

Pole dowolnego czworokata ABC'D o danych wierzchotkach A, B,C, D we
wspolrzednych kartezjanskich mozemy obliczy¢ stosujac iloczyn wektorowy w
przestrzeni kartezjariskiej R* cf. (1.9)

1.9.1 Iloczyn wektorowy w przestrzen trojwymiarowej R?

Naturalnie iloczyn wektorowy wykonalny jest w przestrzeni kartezjanskiej trojwymiarowej
i opisany jest w rozdziale geometrii przestrzennej. W tym rozdziale, geometrii

ptaskiej, stosujemy iloczyn wektorowy do obliczania pola czorokata dowolnego.
Rozpatrzmy dwa wektory

U= (v1,v2,v3), 1 W= (wy,ws, ws)
w przestrzeni trojwymiarowe;j

R} = {2z = (21,22,73) : —00 < X1, T, 73 < 00 }

U X W

g

<y
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Wynikiem mnozenia wektorowego wektora v przez wektor w jest trzeci wec-
tor v x w, ktorego wpolrzedne obliczamy z rozwiniecia Laplace’a macierzy
utworzenej ze wspolrzednych wektorow

1 1 1
V1 V2 Vs

w1 W2 ws

Mianowicie iloczyn

N - V2 U3 U1 U3 U1 V2
U x W = [Det , —Det( ), Det ]
Wz W3 wy ws wy W2
gdzie wyznaczniki -determinants
Vo Vs
Det = Vg * W3 — V3 * Wy,
Wz W3
U1 U
—Det 30 = — (v x w3 — vz kW),
w1 Ws
U1 V2
Det = U1 % Wy — Vg * Wy
wy W2
Skad otzymamy wzor na wspolrzedne iloczynu wektorowego
U X W = [vg * wg — v3 % Wy, —(v1 * Wy — V3 *wy),v1 ¥ we — vy kwsy]. (1.9)

Wektor ¢ x w jest prostopadly do wektorow o' i w, piszemy
U X UL, w X UL
Wiemy, ze wektory sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, jezeliich iloczy skalarny
(U,W) =0

rowny jest zero.
Zatem, sprawdzamy iloczyn skalarny

(U, 0 x W) = ([v1,v2,v3], [v2 % w3 — v3 % wa, —(V1 * W3 — V3 * W1 ), V1 * Wa — Vg * W1))
= vy (vg *x w3 — V3 * Wy) — va(vy * w3 — v3 * W) + v3(vy * Wy — Vg kW)

= (v1v2w3 + VaUzW + V3V1W2) — (V1VzWe + Vov W3 + Vzvow;) = 0

Dhugos¢ wektora ¥ x @ rowna jest polu rownolegtoboku o bokach ' i .
15 Zatem dlugoéé wektora

|17><u7|:\/|v2*w3—v3*w2|2—|—|—(vl*wg—vg*w1)|2—l—|v1*w2—vg*w12

15Dlugosé iloczynu wektorowego [T x @0 = |#] * || * cosa, gdzie a oznacza kat pomigdzy wektorami @, 1.
Pole czworokata Pagcp = |U X @ = |0] * |W] * cosa rowne jest dlugosci ioczynu wektorowego.
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1.9.2 Pole czworokata. Przyklady

Rozpatrzymy czworokat ABC' D
D

B

o wierzchotkach
A= (a1>a2>a3)> B = (bl>bz>bs)

C= (01,02,03), D= (dl,dg,dg)
rozpiety na wektorach

U= ['Ul,’Ug,’Ug] = A_B, w = [’LUl,’LUg,’wg] = A_D,

—

Z= [2’1,2’2,2’3] = CB, F: [tl,tg,tg] = C_D,

gdzie wspohrzedne wektorow ¥, @, Z, t okreslamy przez roznice wspolrzednych
wierzchotkow A, B, C, D czworokata ABCD

U1=b1—a1, Uzzbz—az, Uszbs—as,
w1=d1—a1, wzzdz—az, wszds—as,
21251—01, 2’2252—02, 2’3253—03,

ti=di—c, to=dy—cy, t3=d3—cs.

Stosujac iloczyn wektorowy (cf. (1.9)) mozemy obliczy¢ pole dowolnego cz-
worokata o danych wspolrzednych jego wierzchotkow. Mianowicie, pole cz-
worokata wypuklego ABC'D rowne jest polowie sumy iloczynu wektorowego
wektorow 16

1 1 -
PABCD:§_)><U_J)—|—§2Xt (110)

Przyklad 1.9 Oblicz pole czworokgta ABC D rozpietego na wektorach

— —

7=1[3,0,0] = AB, @ =10,3,0] = AD,

— —

7=100,-6,00=CB, t=[-3,-3,0=C

16Pole czworokata wkleslego rowne jest roznicy iloczynow wektorowych Pagop = %17 X W — %Z xt
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X2

A A = (0? 0? 0)

Lloczyn wektorowy ...y 6 B = (3, 0, 0)
7 x @ = [0,0,9] C = (3,6,0)
Zxt=1[0,0,—18] D =(0,3,0)
Dludosc iloczynu ~ 5
wektorowego DE g 3 v=AB =[3,0,0]
17 x @] =9 B B @ = AD = [0,3,0)

w Z S,
1Zx t] =18 Z7=CB=[0,-6,0]

t=CD=1[-3,-3,0]
A B
U 3 X1
T3

Obliczamy Aloczyny wektorowe @ x @ i Z x t stosujac wzory (cf. (1.9))
Uxw = [0x0—3%0,—(3%x0—0x%0),3%3—0x0]
= [0,0,9]
i iloczyn wektorow
Zxt = [-6%0—-3%0,—(0%0—3%0),0%3— 6% 3]
= [0,0,-18|

Obliczamy pole czworokata ABC'D jako sume potowy iloczynu wektorowego
wektorow v, w i 2, t.
Mianowicie

1., - 1.
Papcp = §|v><w|+§|z><ﬂ

1 1
— =02 2 2 1 21./02 402 4+ (—18)2
SV F P10 4 ] )/02 4 02 1 (-18)

= 1>x<9—|—1>1<18
2 2
= 454+9=135
17

Rozpatrzmy inny przyktad obliczania pola czworokata stosujac iloczyn wek-
torowy.

"Dlugosé¢ wektora 7 = [v1,v2,v3] 0 wspotrzednych v1,v2,v3 W przestrzeni kartezjiskiej R? obliczmy ze

wzoru 7] = y/v? + 03 + v2
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Przyktad 1.10 Oblicz pole czworokgta ABC D rozpietego na wektorach

—

¥ =1[4.0,0,0] = AB,

—

@ =[—0.5,2.4,0] = AD,

—

7=[-1.0,42,0] = CB,

t=[-35,-1.8,01=CD
A

— (1.5,0.8,0)
B = (5.5,0.8,0)
C = (4.5,5.0,0)
D = (1.0,3.1,0)

7= AB =[4.0,0,0]

W= AD = [-0.5,2.4,0)
7=CB=[-10,4.2,0]
0.8 . ~ ~
ol A B [=CD=[-35-180
1.0 15 45 55 T

Obliczamy iloczyny wektorowe @ x @ i Z x ¢ stosujac wzory (cf. (1.9))

Uxw = [0x0—0%24,—(4%x04+0.5%0),4%2440.5x%0]
— [0,0,9.6]

i iloczyn wektorow

Zxt = [42%0+1.8%0,—((—1)%0— (—3.5)%0),1 % 1.8 + 4.2 % 3.5]
= [0,0,16.5]

Obliczamy pole czworokata ABC'D jako sume potowy iloczynu wektorowego
wektorow U, Wi 2, t.
Mianowicie
1. 4 1.
Pigep = =|0x ]+ 2|2 x 1]
2 2
1

1
= 5\/02 +02+9.62+ 5\/02 + 02 + 16.52
1

= 5*9.64—%*16.5

= 4.848.25=13.05
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18

Zadanie 1.21 Oblicz dtugo$ci wektorw
(1) v=3,0,4], w = [8,—6,0]
(1)  Oblicz iloczyn wektorowy v x W wektorow
v =13,0,4], w = [8,—6,0]
(1i1) Sprawdz, ze wektory
vLw x
sq prostopadte.
Zadanie 1.22 Sprawdz, Ze wektor
W = [wy, ws, 0]

jest prostopadty do wektora
U X W,
gdzie wektor
U= [’Ul, Va2, 0]

1.10 Figury plaskie foremne

Figurami foremnymi na plaszczyznie nazywamy figury plaskie, ktore maja
wszystkie boki i wszystkie katy rowne.

1.10.1 Trojkat foremnym

Trojkat rownoboczny jest trojkatem foremnym
Trojkat rownoboczny ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy rowne a = 60°,

i
w mierze tukowej oo = 3 jak na rysunku

C

8Dlugosé wektora 7 = [v1,v2,v3] 0 wspotrzednych v1,v2,v3 W przestrzeni kartezjiskiej R? obliczmy ze

wzoru 7] = y/v? + 03 + v2
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Trojkat rownoboczny AABC

Wysokos¢ h trojkata A ABC jest dwusiecznna kata « i dzieli podstawe a
na potowe w punkcie D. Podobnie wysokosci trojkata rownobocznego spusz-
cone na pozostate boki dziela podstawe na polowy i przecinaja si¢ w punkcie
O, to jest w $rodku okregu wpisanego w trojka rownoboczny. Punkt przeciecia
wysokosci O dzieli te wysokosci w stosunku 1 : 3. To znaczy zachodzi nastepujaca
proporcja

Do| 1
ﬁ: 3 |DC| = h

Stad mamy

1 2
D = — 1 = —
[DO| = 3h, i |OC| = 3h

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysokosé h trojkats A ABC

Obliczamy pole trojkata rownobocznego

a a\/§

a
P=hxg=—=%5=—]
P:azi/g

Pole trojkata rownobocznego o boku a
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1.10.2 Czworokat foremny

Kwadrat ABC'D jest figura foremna o czterych bokach rownych a i o czterech
b
katach prostych rownych 90° lub w mierze tukowej 5

D ; a C
=90 v=9

a a
=90° B =9¢°

A a B

Kwadrat ma dwie pzekatne AC' i BD, ktore przecinaja sie pod katem prostym
™
rownym 90° lub w mierze tukowe; 3 Z twoerdzenia Pitagorasa obliczamy

dtugos¢ przekatnej
|AC|? = |BC|> = a® + a* = 2d>,  |AC|=|BC| = aV2.
Promient okregu wpisanego w kwadrat rowny jestpolowie boku

a
r=—
2

Promien okregu opisanego na kwadracie rowny jest polowie przekatnej

ay/3

==

Pole kwadratu
S =ax*a’ obwod kwadratu Ob =4 % a.

Zadanie 1.23 Oblicz obwod, dtugo$é przekgtnych i pole kwadratu o boku a = 4

1.10.3 Pieciokat foremny

Pieciokat foremny o bokach rownych a i katach rownych

/EAB = a = 108°
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™
lub w mierze tukowej o = = ma 5 rownych przekatnych.

E

LAOF = 36°

/EAB = /(ABC = /BCD = (CDE = (DEA =«a =108
Pole pieciokata foremnego.Pole pieciokata foremnego sktada sie z 5 — ciu
pol trojkatow rownoramiennych i przystajacych o wysokosci A i podstawie a.
Pola jednego z pieciu trojkatow AAOFE
Prsor = 50 * h

gdzie wysokosé

_ 1 0o _
h=3zaxctg36° = - x

Zatem pole pieciokata foremnego o boku a obliczamy ze wzoru

1 2
P:5*PAAOE:5*§*a*h: %\/25+10*\/§

Pole pieciokata foremnego

Promien okregu opisanego na pieciokacie foremnym. Promien R =
|AO| okregu opisanego na pieciokacie foremnym, obliczymy z trojkcata pros-
tokatnego AAOF stosujac twierdzenie Pitagoroasa.
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Mianowicie, kwadrat promienie R? rowny jest sumie kwadratow przypros-
tokatnych |FO|? + |F A|?|, pisamy

R* = |FOP+|FAP|
——
h2
a

= I+ (5)2

= (55 # V25 + 10V5) +(5)°

2

h2
a? 250
= —(254+10Vv5
100( + \/_) + 100
a? V5
= —(50+ 10v5
100( + )

Skad obliczmy promien okregu opisanego na pieciokacie foremnym

a2
— /= (50 +10v/5
R \/100( +10V/5)
a

= —/50 +10v/5

10

R

Promien okregu wpisanego w pieciokat foremny. Promien r = |FO|
okregu wpisanego w pieciokat foremny, obliczymy z trojkcata prostokatnego
AAOF stosujac twierdzenie Pitagoroasa.

Mianowicie, kwadrat promienie R? rowny jest sumie kwadratow przypros-
tokatnych | FO|*+|F A|?|, pisamy Zauwazmy, ze promieni 7 = |FO| = h okregu
wpisanego w pieciokat foremny rowny jest

7’2%*\/25%—10\/5

Przekatne pieciokata foremnego. Pieciokat foremny ma 5 przekatnych
rownych o dtugosci

d=|EC| = 2a>x<cosg

1++5
1

= g(1+\/5)

= 2a *

1.10.4 Szesciokat foremny
Szesciokat foremny o szesciu bokach a rownych

|AB| = |BC| = |CD| = |DE| = |EF| = |[FE|=a=R
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promieniowi R okregu opisanego na szesciokacie i szesciu rownych katach

/ABC = /BCD = /CDE = /DEF = /EFC = /FAB = o = 120°.

. . 2
w mierze tukowej o = 3

Konstrukcja szesciokata formnego przy pomocy cyrkla i linijki. Kon-
strukcja szesciokata formnego przy pomocy cyrkla i linijki jest bardzo prosta,
najbardziej prosta ze wszystkich konstrukeji figur foremnych.

Mianowicie, niech bedzie dany bok szsciokata jako odcinek [A, B|

A B

Stawiamy cyrkiel w dowolniie wybranym punkcie O, $rodku okregu i rozwartoscia
cyrkla rowna odcinkowi [A, B| zakreslamy okrag o promieniu R = |AB| = a
rownym bokowi szesciokata ABC' DEF.

Nastepnie, stawiamy cyrkiel w dowolnym punkcie okregu A i rozwartoscia
cyrkla R = a zakreslamy tuk przecinajacy okrag w punkcie B,dalej stawiamy
cyrkiel w punkcie B i zakreslamy tuk przecinajacy okrag w punkcie C, dalej
stawiamy cyrkiel w punkcie C' i zakreslamy tuk przecinajacy okrag w punkcie
D, dalej stawiamy cyrkiel w punkcie D i zakreslamy tuk przecinajacy okrag w
punkcie E, ,dalej stawiamy cyrkiel w punkcie F i zakreslamy tuk przecinajacy
okrag w punkcie F.

Laczymy punkty A, B, C, D, F/, F na okregu przy pomocy linijki. W ten sposob
narysowaliémy szesciokat foremny ABC' DEF.

Zauwazmy, ze szeSciokat foremny sklada sie z 6 — ciu trojkatow przystajacych
i rownobocznych obokach rownych R i o wszystkich katach rownych 60° ~ 3
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Wszystkie z 6 — ciu trojkatow
AABO, ABCO, ACDO, ADEO, AEFO,

maja wysokosci rowne h = r = |OG| promieniowi okregu wpisanego w szesciokat.
Wysokosé h obliczamy stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokatnego
AAGO. Mianowicie

R 3R? RV3
2 _ p2 2 _ —
h>=R (—2) - h 5y

Pole szedciokata foremnego sktada sie z 6-ciu pol trojkatow rownobocznych o
bokach rownych a = R = |AO|.
Pole jednego trojkata rownobocznego rowne jest

1 a’
PA = 5@ xh = Z\/g
Zatem, pole szedciokata rowne jest
3a?

2
——

pole P szesciokata

2
P=6*PA=6*“Z\/§: 3
Obwod szesciokata foremnego rowny jest

Ob=6x%a lub Ob=6%xR, bo a=R.

1.10.5 Os$miokat foremny
Osmiokat foremny o osmiu bokach rownych
|AB|=|BC|=|CD|=|DE|=|EF|=|FE|=|FG|=a
i 0 odmiu rownych katach rowmych
(ABC =/BCD = /CDE = (DEF=/EFG=/FGH
= (GHA=/HAB = o= 135"

. . 3T
w mierze tukowej a = —.

4

1.10.6 Konstrukcja osmiokata foremnego.

Konstrukcja oSmiokata formnego o danym boku wykonamy przy pomocy cyrkla
i linijki.

1. Konstruujemy kwadrat o danym boku a = |AB| przy pomocy cyrkla i
linijki. 19

9Konstukcje elementarne opisane w oprzednich paragrafach
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A B

a

2. Rysujemy przekatne i symetralne bokow kwadratu. Przekatne i symetralne
bokow kwadratu przecinaja sie¢ w jednym punkcie O.

A B

3. Na przdhluzeniu symetralnej podstawy kwadratu odkladamy rozwartoscia
cyrkla rowna potowie przekatnej, to jest odcinek |AQ|, stawiajac cyrkel w
punkcie O przeciecia przekatnych. Litera F oznaczamy wierzcholek oSmiokata.

E
P O
S
A B

a

4. Rozwartoscia cyrkla rowna promieniowi R = |PE| rysujemy okrag staw-
iajac cyrkiel w punkcie O. Nastepnie przedtuzamy przekatne kwadratu i srodkowe
bokow do punktow przeciecia A*, B*,C, D, E, F,G, H z okregiem, to jest do
wierzchotkow o$miokata formnego A*B*CDEF H o danym boku a = |AB].
Laczymy wierzhotki A*, B*,C, D, E, F, G, H osSmiokata przy pomocy linijki.
W ten spoob skonstruowalismy osmiokat foremny

A*B*CDEFGH
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o promeniu okregu opisanego R = |PE].
E

2+/2

R;m“omienR = a 9

R=|EO
r=0Q)

prom.okr. opisan.

a
T'promien, = 5(1 + \/5)

—_—
prom. okr.wpisan.

Pyote = 2a%(1 4+ /2)
N————

pole osmiok.

C

Z konstrukcji o$miokata foremI{elgo wynika, ze promiei R = |EO| okregu
opisanego na o$miokacie rowny jest przeciwprostokatnej R = |EO| trojkata
prostokatnego AQFO.

3
LOEP = 22.5° ~ g /EPO = 67.5° ~ @W

Pole o$miokata foremnego. Zauwazmy, ze gSmiokat foremny sklada sie
z 8 — miu trojkatow przystajacych i rownoramiennych o rownych rammionach
promieniowi R okregu opisanego na osmiokacie i o wszystkich katach rownych

3T
1359 ~ =,
4

Wszystkie z 8 — miu trojkatow
AA*B*O, AB*CO, ACDO, ADEO,

AEFO, AFGO, AGHO, AHA*O

maja wysokosci rowne h = r = |OQ)| promieniowi r = h okregu wpisanego w
osSmiokat.
Stosujac twierdzenia Pitagorasa do trojkata prostokatnego AOQFE obliczamy
kwadrat wysokosci
a a a a
h? =|0E” - |QE]> = (5 + 5\/5)2 + (5)2 —(5)2

RQ
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Skad obliczamy wysokosci i promien okrego wpisanego w osmiokat
a

Promien R okregu opisanego na o$miokacie. Promienn okregu opisanego
na osmiokacie wynika z konstrukcji oSmiokata foremnego. Jego wartos¢ obliczamy
stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkat prostokatnego AOQE. Mianowicie
kwadrat przeciwprostokatnej R = |EO| rowmny jest

a
R?=|EOP = |QOP+|ES|" =1+ (3)*
)2
2

2 2
= %(3+2\/§)+%=a2+%\/§

a

= GO+VDP+(

1
= d’(1+ 5\/5)
Skad obliczamy promien okregu opisanego na osmiokacie foremnym

2++2
2
Pole o$miokata foremnego. Pole osmiokata foremnego sktada sie z 8 —miu

pol trojkatow rownoramiennych o podstawie dlugosci a i bokach dhugosci R.
Pole jednego trojkata rownoramiennego rowne jest

1 a?
PA:ﬁa*h:Z(1+\/§)

R=a

Zatem, pole osmiokata rowne jest

2
P=8%Pxr=8%"(14+2)= 221 +2).
4 —
pole P osmiokata

Obwod osmiokata foremnego rowny jest Ob = 8 x a.

Promien r okregu wpisanego w osmiokat i promien R okregu opisanego na
smiokacie foremnym o danym boku, obliczymy rowniez stosujac zwiazki try-
gonometryczne w trojkacie prostokatnym AOQ E. Mianowicie, promieri okregu
wpisanego w osmiokat
1 ™
r = 2a * ctg 3
Wartos¢ funkcji ctgg obliczamy stosujac tozsamos¢ trygonometryczna

1
ctga — —— = ctg2a
ctga
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dla a = —
cosZT  sinZ
ctgs —195 = —x~
sng cqs§
_ cos"§ — sing
sing * cosg
2 % cos% T
sin7g 4
Skad mamy rownosé
T 1 T T T
ctg— — — = ctg— lub  ctg>= — 2ctg— — 1 =10
I8 "z ~ 7% 73 I3

Dla z = ctgg znajdujemy wartos¢ z rozwigzujac rownanie kwadratowe

. 2+ V8
22 —2:—1=0, wyroznik A =8, wartosc z= 2\/_ =142
Zatem ctgg =1+ V2 i promien okregu wpisanego w osmiokat foremny

1 T a
r=-axctg= = —(1+V?2)
2 8 2
|
Zadanie 1.24 Majgc promien r = 8 o$miokgta foremnego, oblicz promien R
okregu opisanego na osmiokgcie foremnym.

Zadanie 1.25 Majgc dany bok a = 3cm oblicz promien r okregu wpisanego i
promien R okregu opisanego na o$miokgcie foremnym.

Zadanie 1.26 Skonstruuj osmiokqt fororemny o boku a = 3cm przy pomocy
cyrkla i linigki. Zmierz promien r okregu wpisanego w osmiokgt © promien R
kregu opisanego na osmiokgcie foremnym.



