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Chapter 1

Funkcje wymierne

Asymptota pozioma: 0§ x, gdy y
symptota pionowa: 0s vy, gdy x

=0
=0

1
Hyperbola y = —
x

1.1 Okreslenie funkcji wymiernej

Naturalnym rozszrzeniem pojecia wielomianow sg funkcje wymierne. Mianowicie,
tloraz wielomianow

Pn(2) anT™ + ap_12" N+ -+ a1z + ag
v B ) m\T 0 1.1

stopni n © m jest jest funkcjg wymierng.

Zauwazmy, ze jezeli mianownik ¢,,(x) = constant # 0 jest liczba rozna od
zera, to funkcja wymierna jest wielomianem stopnia n.

Zatem dziedzing funkcji wymiernych w(x) jest zbidr tych liczb rzeczywistych
r € R=(—00,00),
dla ktérych mianownik g,,(z) # 0 jest rézny od zera, piszemy
Dziedzina w(x): D = {x € (—o00,00) : takich ze ¢y(z)# 0}
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1.2 Przyklady funkcji wymiernych

Nizej rozpatrzymy kilka przyktadow standardowych funkeji wymiernych.

1.2.1 Hyperbola

Najprostrza funkcja wymierna jest hyperbola w potozeniu kanonicznym na
plaszczyznie kartezjanskie w uktadzie wspotrzednych x, y

h(x):;, x#0

Podamy nastepujace wlasnosci hyperboli h(x) :
1. dziedzing,
2. zbidér wartosci,
3. asymptoty hyperboli y = h(z),
4. wykres hypeboli y = h(z).

Dziedzing funkcji wymiernej h(x) jest zbior liczb rzeczywistych réznych od
zera.
Drziedzina funkcji h(x): D ={x € (—o00,00): x #0.}

Zbiorem wartosci funkcji wymiernej h(x) jest rowniez zbidr liczb rzczywistych

1
roznych od zera bez punktu x = 0, gdyz — # 0 jest okreslona dla z # 0.
x

Zbior wartosci funkcjiy = h(x): {y € (—o0,0), takich ze x #0 i y#0.}

Zatem funkcja h(z) nie osiaga wrtosci zero, h(zx) # 0 dla wszystkich wartosci
argumentu = # 0 dla ktorych jest okreslona. Wykres Hyperboli w postaci
kanonicznej

Asymptota pozioma: os x, gdy y

0
Asymptota pionowa: oSy, gdy x =0

1
Hyperbola y = —
x

Zauwazmy, ze ta hyperbola ma dwie asymptoty pozioma o$ x i pionowa os .



Istotnie, gdy argument x dazy do dodatniej lub ujemnej nieskonczonosci,
piszemy
r — £00

to wartosci hyperboli daza do zera
h(z):%ﬁo, gdy x — Foo
Przykilad 1.1 Rozpatrzmy funkcje wymierng
w(x)

Dla funkcji wymiernej w(x) znajdziemy

_:E—l
o+ 1

x# —1.

1. dziedzine ,

2. zbior wartosci,

3. roztoz funkcje y = w(x) na utamki proste,
4. asymptoty asymptoty funkcji y = w(x),

5. wykres funkcji y = w(zx).

Dziedzina tej funkcji wymiernej jest zbior liczb rzeczywistych dla ktorych mi-
anownik
r+1#0

jest rozny od zera.
Jasne, ze mianownik jest rézny od zera dla x # —1. Zatem, ziorem okreslonosci
funkcji wymiernej w(x) jest zbior zwany dziedzina

Drziedzina w(x) : D = {x € (—o00,00) takich, ze x # —1.}

Funkcje wymierna w(z) latwo zapiszmy wpostaci utamkéw prostych. Mi-
anowicie, dodajac i oddemujac w liczniku liczbe 2, sprawdzamy, ze

r—1
w(r) = P
o or—=1+2-2
B z+1
o (r41) -2
B z+1
2
= 1- ~1.
o v
Zbiorem wartosci funkcji
2
w(r)=1- #1, x#-—1.




jest zbior liczb rzezywistych réznych od 1.
Zbior wartosci funkcji w(z) = {w € (—o0,00), takich,ze w # 1}

Ponadto funkcja wymierna w(z) osiaga wszystkie wartosci rzeczywiste rozne
od 1.

Asymptoty funkcji w(z):
Asymptotg poziomg jest prosta rownolegta do osi x

w(z) =1 dla wszystkich rzeczywistych x # —1.

Jezeli x dazy do nieskoniczosci dodatniej lub ujemmnej to wartosci funkeji w(x)
daza do 1.

Jezeli © — +oo, to w(z)=1 — 1.

Cr+1
Asymptotq pionowg jest prosta rownolegla do osi y przechdzaca przez punk
osobliwy z = —1.

Jezeli x dazy do —1 z lewej lub z prawej strony punktu z = —1, to wartosci
funkcji w(x) daza do plus nieskoniczonosci lub minus nieskoriczonosci.
2

— =+ 00.
rz+1

r——1, to wx)=wx)=1-

Wykresem tej funkcji wymiernej jest hyperbola
Y

Asymptota pionowa: rownolegta do osiy, gdy x = —1

[Asymptota pozioma: rownolegla do osi x, gdy y =1

Zauwazmy, ze ta hyperbola ma dwie asymptoty pozioma y = 1 dla kazdej
rzeczywistej wartosci zmiennej x € (—o0,00) i pionowa przechodzaca przez
punkt x = —1, to jest punkt w ktérym funkcja jest nieokreslona.

Przyklad 1.2 Rozpatrzmy funkcje wymierng

w(z) !

- —00 < x < 0.
1622 + 1



Dla funkcji wymiernej y = w(x) znajdziemy
1. dziedzine,
2. zbior wartosci |
3. asymptoty funkcji y = w(x),
4. wykres funkcji y = w(x).
Dziedzina tej funkcji wymiernej jest zbiér liczb rzeczywistych.
Drziedzina funkcji w(z): D= (—o0 <x <,00).

Zbiorem wartosci tej funkcji jest przedziat [1, 00) liczb rzeczywistych wigkszych
lub rownych od 1. Istotnie, zauwazamy, ze wartosci tej funkcji spelniajaa
nier6wnos¢é
L >1, d <z <

— a —oo<zx<o0.

1622 +1~ 7
Wykresem tej funkcji wymiernej jest krzywa
WY
1

Funkcja wymierna :

Funkcja wymierna
1

W) = e
ma jedna asymptote pozioma os z, gdy y = 0.

Przyklad 1.3 Rozpatrzmy funkcje wymierng

w(z) = , —o00 < x < 00.

Dla funkcji w(x) znajdziemy
1. dziedzine ,
2. zbior wartosci,
3. asymptoty funkci y = w(x),
4. wykres funkcji y = w(x).



Dziedzina tej funkcji wymiernej jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, gdyz
mianownik 22 + 1 > 1 jest dodatni dla kazdego rzeczywistego

x € (—00,00).

Zbiorem wartosci funkeji jest przedzial [—1, 1) liczb rzczywistych. Mianowicie,
latwo sprawdzamy nieréwnos¢:

2 —1
-1 <
a2+l

< 1. (1.2)

Istotnie, funkcje w(x) mozna napisa¢ w postaci roznicy

Dodatnia wartos¢ wyrazenia

jest mmiejsza od 2, rowna 2 dla z = 0.

Ponadto

0<

2+1—>0, gdy x — o0,
x

dazy do zera, jezeli x — +oo0.

Skad otrzymujemy nierownosé¢ (1.2) przez nastepujace oszacowanie

> -1 ) 2
2241 x? +1

< 1, gdy x — Foo,

oraz
2 —1 _ 2
2+ 1 2 +1’

Wykresem funkcji wymiernej




jest nastepujaca krzywa:
Yy

Asymptota poziomq: rownolegla do osi x, gdy y =1

® o €T
\»/ y =w(z)
x?—1 2
H bola: = =1-
yperbola: w(x) o ]

1.2.2 Rozklad funkcji wymiernych na ulamki proste

Utamkiem prostym nazywamy jedna z nastepujacych funkcji wymiernych:

A A Ax+ B Ax+ B
r—a (z—a)* 2?+pr+q (24 pr+q)¥

A=p*—4g<0.
dla danej liczby naturalnej k, wspotczynnikow A, B, p,q i o wyrdozniku A < 0
ujemnym.

Przyklad 1.4 Roztoz funkcje wymierng na utamki proste

_2&7—1
o2 —1

w(z)

Dla funkcji w(x) podaj
1. dziedzine,
2. zbior wartosci |
3. postaé utamka prostego funkcji y = w(x),
4. asymptoty funkcji y = w(x),
5. wykres funkcji y = w(zx).

Rozwiazanie. Dziedzina tej funkcji wymiernej jest zbidr liczb rzeczywistych
dla ktérych mianownik jest rézny od zera. To znaczy

D = {z€(—00,00): 22—1=(z—1)(x+1)#0}
= {re€(-00,00): (z#£1)N(x# -1}
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Rozkladu funkcji wymiernej na utamki proste szukamy metoda wspoétczynnikow
nieoznaczonych. Mianowicie, znajdziemy A i B takie, ze nastepujaca rownosé

zachodzi
(z) 2z — 1 2 — 1 A . B
wl\r) = — e
2-1 (z—1(x+1) =z—-1 =z+1
dla kazdego x € D z dziedziny funkcji w(z), to znaczy dla kazdego = # —1 i

x # 1.

Zatem, wspotczynniki A i B wyznaczamy z tozsamosci
2z — 1 A B

G—D@+1) 7-1 z+1

ktéra jest spelniona dla kazdego x # —11 x # 1.
Napiszemy ta tozsamos¢ o wspdlnym mianowniku

2z —1 A(z+1)+B(x—1) (A+B)x+(A—-B)

(x —1)(x + 1) (x—1D)(z+1) N (x—1)(x+1)

Poréwnujac wspotezynniki przy « i wyrazy wolne w liczniku, otrzymamy réwnania
na niewiadome A i B

A+B=2 A-B=-1.

Obliczamy
A=B-1, (B-1)+B=2 2B=3

Skad znajdujemy

B=3 A=p-1=5_1-1
2 2 2
Odpowiedz: Rozktad funkcji wymiernej w(z) na utamki proste
2z +1 3 1

w(z)

a¥—1_2@—1y+ﬂx+n.

1.3 Zadania

Zadanie 1.1 Dla danej funckcji wymiernej

podaj
1. dziedzine funkcji w(z),
2. zbior wartosci funkcji w(z),
3. postaé utamka prostego funkcji w(z),
4. asymptoty funkcji w(x),
5. Naszkicuj wykres funkcji y = w(x).
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Zadanie 1.2 Dla nastepujgocej funkcji wymierney:

() wie) =222,
(i) wlw) = 55—,

podaj
1. dziedzine dunkcji w(x),
2. zbior wartosci funkcji w(z),
3. asymptoty funkcji w(x),
4. Roztoz na utamki proste funkcje w(x),

5. Naszkicuj wykres funkcji y = w(z).
Zadanie 1.3 Roztoz funkcje wymierng na utamki proste

2 -9
(x —3)(x%2 4+ 4)

w(zr) =

podaj
1. dziedzine funkcji w(z),
2. zbior wartosci funkcji w(z),
3. asymptoty funkcji w(x),
4. Naszkicuj wykres funkcji y = w(x).



