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Chapter 1

Dzielenie z reszta. Cechy
podzielnosci. Kongruencja.

1.1 Wstep

Ten rozdial jest opracowany dla rozszerzonego programu matematyki i dotyczy
podzielnosci liczb naturalnych. Tres¢ rozdziatu, ¢wiczenia, przyktady i zadania
dostosowane sa do poziomu uczniow klas starszych szkoty podstawowej.

Operacje dzielenia z reszta i cechy podzielnosci liczb naturalnych opisane sa
w sytemie dziesietnym.

W sekeji & 6.5 wprowadzone jest pojecie liczb przystajacych i operacja dziele-
nia z reszta modulo n. Pojecie kongruencji czyli przystawania liczb catkowitych
a i b wzgledem liczby naturalnej n wykracza poza podstawe programowa, jed-
nak jest istotnym tematem w programie rozszerzonym. Podobnie rownanie
liniowe Diofantosa i roszerzony algorytm Euklidesa wykraczaja poza podstawe
programowa ale doskonale pasuja do programu rozszerzonego w ramach kotka
z matematyki dla klas starszych.

Cwiczenia z zadaniami dostosowanymi do programu podstawowego i do pro-
gramu rozszerzonego.

1.2 Cechy podzielnosci liczb naturalnych

Cechy podzielnosci liczb naturalnych wynikaja z ogolnego zapisu liczb w sys-
temie pozycyjnym. Przypominamy, ze w systemie dziesietnym, kazda liczbe
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n-cyfrowa piszemy w postaci
m = Qp-10p—2- Q10

= Qp—1 * 101 + Qo * 1072 + -4 aq * 10! + aq * 100

gdzie
Op—1,Qn—_2, ,Q1,0

sa cyframi liczby m o wartosciach 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9.
Teraz sformutujemy i podamy prosty dowod cechy podzielnosci liczby natural-
nej przez 3

1.2.1 Cecha podzielnosci liczby naturalnej przez 3 lub przez 9

Liczba naturalna
m = 0p_10p—2 """ Q10

jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, jezeli jej suma cyfr
Q-1 +0p2+ -+ a1+ qp

dzieli si¢ przez 3. Ponadto, jezeli suma cyfr liczby m dzieli si¢ przez 9 to liczba
m rowniez jest podzielna przez 9.
Zanim podamy dowod tej cechy, rozpatrzmy kilka przyktadow jej zastosowania.

Przyklad 1.1 Niech m = 24. Cyfry tej liczby dwucyfrowej, gdy n = 2, to
a1 = 21 Qp = 4
Suma cyfr

a1+ ag = 24+ 4=06

jest podzielna przez 3. Zatem liczba 24 jest podzielna przez 3. Rzeczywiscie
24:3=28

Przyklad 1.2 Niech m = 381. Cyfry tej liczby trzycyfrowej, gdy n = 3, to
ay=2=3, o =81a9=1
Suma cyfr

Oé2+0é1+0é0:3—|—8—|—1: 12

jest podzielna przez 3, bo 12 : 3 = 4. Zatem liczba 381 jest podzielna przez 3.
Rzeczywiscie
381 :3 =127

Przyklad 1.3 Niech m = 5673. Cyfry tej liczby czterocyfrowej n = 4, to
Oé3:5, Oé2:6, Oé1:7i0é0:3
Suma cyfr

a3+ ag + a1 + :5—|—6—|—7—|—3:21

jest podzielna przez 3. Zatem liczba 5673 jest podzielna przez 3. Rzeczywiscie

59673 : 3 = 1891



Przyklad 1.4 Niech m = 48537. Cuytry tej liczby pieciocyfrowej, gdy n = 5,
toas =4, a3 =8, apo =05, ag=T7T1a9=7
Suma cyfr

Oé3+0é2+0é1+0é0:4—|—8—|—5—|—3—|-7:27

jest podzielna przez 3 i przez 9. Zatem liczba 5673 jest podzielna przez 3 1 przez
9. RzeczywiScie

48537 1 3 = 16177, ¢ 48537 : 9 = 5393

Dowod w przypadku liczb dwucyfrowych. Liczby dwucyfrowe piszemy
w postaci
a1 = a1 % 10 + ap

Proste przeksztalcenie wyrazenia algebraicznego
apx104+ap = a3 *x10+ ap — (a1 + ap) + (1 + ap)
= (10 — 1) + (a1 + )
= 9x o+ (a1 + a)

zawiera sktadnik 9 % a7 z czynnikiem 9, zatem ten skiadnik jest podzielny
przez 3 i przez 9.

Skad wnioskujemy, ze:

Jezeli suma cyfr aq + aq jest podzielny przez 3 lub 9 to liczba m jest podzielna
przez 3 lub przez 9.

Prawda jest rowniez zdanie odwrotne:

Jezeli liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 to suma jej cyfr aq + o tez
jest podzielna przez 3 lub przez 9.

Te dwa zdania wyrazamy jednym zdaniem:

Liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 wtedy @ tylko wtedy, jezeli jej suma
cyfr ay + ay jest podzielna przez 3 lub przez 9.

Ta relacja w obie strony nazywa sie warunkiem koniecznym i dostatecznym.
W tym przyktadzie jest to warunek konieczny i dostateczny podzielnosci liczby
m przez 3 lub przez 9.

Powtorzmy dowod cechy podzielnosci liczby m przez 3 lub przez 9 dla liczb
trzycyfrowych.

Dowod w przypadku liczb trzycyfrowych. Liczby trzycfrowe piszemy w



postaci
Qoariag = g x 100 + g * 10 + g

Proste przeksztalcenie wyrazenia algebraicznego
ag % 100+ a1 10+ g = a9 *x 100 4+ aq * 10 +
—(ag + a1 + ag) + (2 + a1 + )
= % (100 — 1) + a1 (10 — 1) + (2 + a1 + )
= 99xas+9%ay + (g + a; + ap)

zawiera sktadnik 99 x ap + 9 % «y , ktory dzieli sie przez 3 i przez 9. Zatem,
jezeli suma cyfr as + ay + g jest podzielna przez 3 lub przez 9 to liczba m
jest rowniez podzielna przez 3 lub przez 9.

Skad wnioskujemy, ze:

Jezeli suma cyfr as + a1 + g jest podzielny przez 3 lub 9 to liczba m jest
podzielna przez 3 lub przez 9.

Prawda jest rowniez zdanie odwrotne:

Jezeli liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 to suma jej cyfr as + a1 + ap
tez jest podzielna przez 3 lub przez 9.

Te dwa zdania wyrazamy jednym zdaniem:

Liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 wtedy @ tylko wtedy, jezeli jej suma
cyfr ag + a1 + a jest podzielna przez 3 lub przez 9.

Ta relacja w obie strony nazywa sie warunkiem koniecznym i dostatecznym
podzielnosci liczby m przez 3 lub przez 9.

W przypadku ogolnym dla liczb n-cyfrowych, schemat dowodu cechy podzielnosci
liczby m przez 3 lub przez 9 jest taki sam jak dla liczb dwucyfrowych i trzy-
cyfrowych.

Zadanie 1.1 Wiadomo, ze liczba naturalna m jest podzielna przez 3 i ma
doktadnie 4 dzielniki, ktorych suma rowna jest 128. ZnajdZ tg liczbe.
1.2.2 Cecha podzielnosci liczby naturalnej przez 5

Bardzo tatwo rozpoznaé liczbe m, ktora jest podzielna przez 5. Mianowicie,
zachodzi nastepujace cecha podzielnosci:

Liczba naturalna m jest podzielna przez b wtedy i tylko wtedy, jezeli jej cyfry
jednosci sg 0 lub 5.



Przyklad 1.5 Eatwo sprawdzamy, ze liczby

30, 35,40, 45, 150, 155, 2360, 2365, 9800, 9855, 9890, 9995
sq podzielne przez b
Dowod cechy podzielnosci liczby m przez 5.

Dla uproszczenia , rozpatrzymy liczbe trzycyfrowa m, ktora ma cyfre jednosci
0 lub 5. Wtedy liczba m rozktada sie na iloczyn liczby 5 przez liczbe naturala.
Mianowicie, mamy

m = ag*x10%+ a7 %10
= 5% (2xay*x10+2%aq)

lub
m = as*x102+a;x10+5

= 5% (2%xay*x104+2%xa;+1)

W przypadku ogolnym liczb n-cyfrowych, ktore maja cyfre jednosci 0 lub 5
mamy rowniez rozklad liczby m na iloczyn liczby 5 przez liczbe naturalna.
Mianowicie

m = ap,_1%10" "+, %1072 + -+ + % 10
= 5k (2%, 1 x 10" 2 + 2%y o x 10"3 + -+ + 2% )
lub
m = 5% (2x a1 %1072+ 2%, 2% 10" 3 + - + 2% ay + ay)

Zatem w przypadku ogolnym liczba m, ktora ma cyfre jednosci 0 lub 5 jest
podzielna przez 5.

1.3 Dzielenie liczb przez 3 z reszta

Kazda liczba naturalna m dzieli sie przez 3 lub dzieli sie przez 3 z reszta 1 lub
z reszta 2.

Wtedy piszemy
m = 3k gdy liczba m jest podzielna przez 3
m=3k+1 gdy liczba m jest podzielna przez 3, reszta 1
m=3k+2 gdy liczcba m jest podzielna przez 3, reszta 2

Przyklad 1.6 Wykonaj dzielenie z resztg
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o 33:3=11 reszta 0
o 34:3=11 reszta 1
o 35:3=11 reszta 2

lub piszemy dzielenie w postaci utamkow

33
° ?le reszta 0

34 1

° 3211+§ reszta 1
35 2

° Ezll%—g reszta 2

Przyklad 1.7 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 rowna jest 36.
Jakie to liczby?

Rozwiazanie.

Napiszmy trzy kolejne liczby podzielne przez 3
3k —3, 3k, 3k+3

Suma tych liczb
(3k —3) + 3k + (3k +3) = 9k = 36

Skad obliczamy
9k =36, k=36:9 k=4

Odpowiedz:
3k—3=3%x4—-3=09,

3k =3%4 =12,
3k+3=3x4+1=15
Kolejnymi liczbami podzelnymi przez 3, ktorych suma rowna jest 36 sa liczby
9, 12 15

Sprawdzenie:
9+12+4+15 =36

Zadanie 1.2 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 rowna jest 72.
Jakie to liczby?

Zadanie 1.3 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 z resztq 1 jest
rowna 75. Jakie to liczby?

Zadanie 1.4 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 z resztq 2 jest
rowna 105. Jakie to liczby?
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1.4 Dzielenie liczb przez 5 z reszta

Kazda liczba naturalna m dzieli sie przez 5 lub dzieli sie przez 5 z reszta 1 lub
reszta 2 lub z reszta 3 lub z reszta 4.

Wtedy piszemy
m = 5k gdy liczba m jest podzielna przez 5
m=>bk+1 gdy liczba m jest podzielna przez 5, reszta 1
m=>bk+2 gdy liczba m jest podzielna przez 5, reszta 2
m=>bk+3 gdy liczba m jest podzielna przez 5, reszta 3

m=>bk+4 gdy liczba m jest podzielna przez 5, reszta 4

Przyklad 1.8 Wykonaj dzielenie przez 5 z resztg
e 35:5=7 reszta 0
o 36:5=7 reszta 1
o 37:5=7 reszta 2
o 38:5=7 reszta 3
o 39:5=7 reszta 4

lub piszemy dzielenie w postaci utamkow

35
° 327 reszta 0

36 1

° €:7+3 reszta 1
37 2

° €:7+5 reszta 2
38 2

° €:7+3 reszta 3
39 2

° €:7+5 reszta 4

Przyklad 1.9 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 5 rowna jest 45.
Jakie to liczby?
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Napiszmy trzy kolejne liczby podzielne przez 3
Rozwiazanie.

5k — 5, bk, bk+5
Suma tych liczb
(5k —5) + bk + (bk + 5) = 15k = 45
Skad obliczamy k
15k =45, k=45:15 k=3.
Skad obliczmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5, ktorych suma rowna jest
o 5k —5=5%3—5 =10,
5k = 5% 3 =15,

Sk +5=5%x3+5=20

Kolejnymi liczbami podzelnymi przez 5, ktorych suma rowna jest 45 sa liczby
10, 15 20

Sprawdzenie:
104+ 15420 =45

Zadanie 1.5 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 5 z resztq 1 rowna
jest 108. Jakie to liczby?

Rozwiazanie.
Napiszmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5 z reszta 1

5k +1, 5k +6, 5k + 11
Suma tych liczb
(5k + 1) + (5k + 6) + (bk + 11) = 15k + 18 = 108
Skad obliczamy k
15k=90, k=90:15 £k =06.
Skad obliczmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5, ktorych suma rowna jest
10 Sk+1=5=5%6+1+ 31,
5k4+6=5%6+6 = 30,

S5k+11=5%x64+11=41
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Kolejnymi liczbami podzelnymi przez 5, ktorych suma rowna jest 45 sa liczby

Sprawdzenie:

31, 36

31+ 36 +41 =108

Zadanie 1.6 Suma dwoch kolejnych liczb podzielnych przez 5 z resztqg 2 jest
rowna 79. Jakie to liczby?

Zadanie 1.7 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 5 z resztq 3 jest
rowna 129. Jakie to liczby?

1.4.1 Ogolna zasada podzielnosci liczb naturalnych z reszta

Kazda liczba naturalna m dzieli sie przez liczbe naturalna n z reszta r. W
wyniku dzielenia otrzymujemy catos¢ k i reszte r.
Wtedy piszemy

m:n=k+r:n lub

m
n

gdzie resztar =0,1,2,...,.n — 1.

Przyklad 1.10 Oblicz cato$c i reszte z dzielenia liczb m = 36, 37, 38, 39 40, 41

przezn = 6.

Podaj wzor ogolny dzielenia liczby m przez 6 z resztq r.

Rozwiazanie:
36 :6 =6, liczba 36 jest podzielna przez 6,
37:6 =06, liczba 37 dzieli sie przez 6,
38 :6 =06, liczba 38 dzieli sie przez 6,
39:6 =6, liczba 37 dzieli sie przez 6,
40 : 6 =6, liczba 40 dzieli sie przez 6,
41:6 =6, liczba 31 dzieli sie przez 6,

z reszta 0,
zreszta 1,
z reszta 2,
z reszta 3,
z reszta 4,

z reszta b,

Wzor ogolny dzielenia liczby naturalnej m przez 6

m =6k +r, z reszta r=20,1,2,3,4,5.

:k:—l—% lub m=kxn+r

calosc k = 6,
calosc k = 6,
calosc k = 6,
calosc k = 6,
calosc k = 6,

calosc k = 6,

r=0.
r=1,
r =2,
r =3,
r=4,
r =25,

Zadanie 1.8 Stosujgc wzor ogolny dzielenia liczby naturalnej m przez 6 wykaz,
ze kazda liczba pierwsza p > 3 dzieli sie przez 6 z resztq 1 lub z resztq 5 @ wtedy
mozna napisac liczbe p w postaci

p=6xk+1, lub p=06k—1 dla pewnej liczby naturalnej k

Napisz liczbe pierwszg p = 7901 w postaci p = 6k — 1
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1.5 Liczby przystajace. Kongruencja

Liczby catkowite a i b nazywamy przystajace wzgledem liczby naturalnej n,
jezeli ich roznica a — b jest podzielna przez n.
Na przyktad

13 przystaje do 3 wzgledem 2, bo (13 —3):2=5,gdy a=13, b=3, n=2.
47 przystaje do 35 wzgledem 6, bo (47 — 35) : 6 = 2,
gdy a =47, b =35 n=6.

Liczby przytajace sa rowniez nazywane liczbami kogruentnymi. Kongruencja
po polsku znaczy przystawanie.
Karol Gauss (1777-1835) wprowadzit oznaczenia operacji modulo.

a = b(mod n)
Powyzszy zapis rozumiemy, ze roznica a — b jest podzielna przez n. To znaczy
a—b=kxn

dla pewnej liczby catkowitej k.

Przykiad 1.11 Piszqc
27 = 13(mod 7)

rozumiemy, ze roznica 27 — 13 jest podzielna przez 7. W tym przyktadzie
(27—13): 7 =2.

To znaczy, ze 27 — 13 =27 dla k = 2.

Przyklad 1.12 Ktore kongruencje sq prawdziwe?
7=3(mod 2), prawdziwa bo (7—3):2=4:2=2

12 = 5(mod 4), nieprawdziwa bo (12 —5) =7, T niepodzielne przez 4

1.5.1 Dzielenie modulo

Wynik dzielenia modulo liczby catkowitej a przez liczbe naturala n rowny jest
reszcie z dzielenia liczby a przez liczbe n. Zatem, operacja modulo okreslona
jest na zbiorze liczb catkowitych.
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Na przyktad
r = 25(mod 15) =10 bo 25:15=1+reszta 10

r=37(mod 12) =1 bo 37:12=3+reszta 1

Doktadny wylnik

2 _ 10
15 15
37 1
o3 e

Wtedy piszemy
r =a(modn), 25(modl5) =10, gdy a=25, n=15 reszta r =10

r=a(modn), 37(modl2) =1, gdy a=37, n=12, reszta r=1

Przykiad 1.13 Oblicz 47(mod 5)

Obliczamy
A7 :5 =9+ reszta 2,
Odpowiedz:
47(mod 5) = 2
Przykiad 1.14 Oblicz 123(mod 7)
Obliczamy
123 : 7 =17+ reszta 4,
Odpowiedz:

123(mod 7) = 4

1.5.2 Wilasnosci operacji modulo

Relacja = kongruencji, to znaczy relacja przystawania liczb catkowitych ma
podobne wlasnosci jak zwykta relacja rownosci =.
Wrtasnosci kongruencji:

1. Wlasnos$¢ symetrii
a=blmodn) to b= a(modn)

Przyklad 1.15 Rozpatrzmy kongruencje
15 = 3(mod 4) i 3 =15(mod 4)
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Liczby a = 151 b = 3 sa przystajace wzgledem liczby naturalnej n = 4 w
obu przypadkach, gdyz

(15-3):4=3 i (3—15):4=-3

. Operacja przechodnia

Jezeli liczby a i b oraz liczby b i ¢ sa przystajace wzgledem liczby n, to
znaczy prawdziwe sa kongruencje

a=b((modn) i b=c(modn)
to liczby a i ¢ tez sa przystajace wzgledem liczby n, to znaczy
a = c¢(mod n)
Przyklad 1.16 Rozpatrzmy dwie kongruencje
20 = 12(mod 4) i 12 =8(mod 4),
a=20, b=12, c¢=3§, n = 4.
Liczby a = 20 i ¢ = 8 tez sa przystajace wzgledem liczby 4, gdyz
20 = 8(mod 4)

poniewaz roznica

(20—8):4=3

. Dodawanie i mnozenie kongruencji

Jezeli prawdziwe sa kongruencje
a=b(modn) i c=d(modn)
to suma stron tych kongruencji
a+ c¢= b+ d(mod n)
oraz iloczyn stron tych kongruencji
a-c=b-d(mod n)
Przyklad 1.17 Rozpatrzmy dwie kongruencje
15 = 3(mod 4) i 20 = 5(mod 4)
a=15, b=3 =20, d=4, n=4
Liczby 15 1 3 sa przystaja wzgledem liczby naturalnej n = 4, gdyz roznice
(15—-3):4=3 i (3—15):4=-3

sa podzielne przez 4.
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4. Mnozenie kongruencji przez siebie. Potega Kongruencji. Mnozac
stronami kongruencje

a = b(modn)}
przez siebie, otrzymamy
a’> =b*(mod n), a®=03(modn)}, ...,a" = b*(mod n)}
dla kazdego naturalnego k = 1,2, 3, ...;

Przyklad 1.18 Rozpatrzmy kongruencje
9 = 3(mod 2)

Mnozac ta kongruencje stronami, otrzymamy
92 = 3%(mod 2), 9° =3%(mod 2),...,9* = 3"(mod 2)

lub
81 = 9(mod 2), 729 = 27(mod 2), ... ,9* = 3*(mod 2)

Sprawdzamy:

(81-9):2=36, (729—-27):2="702:2=351,..,(9" —3"):2=):2

Roznica 9% — 3F jest rowniez podzielna przez 2. Poniewaz cyfry jednodci
liczb 9% i 3* sa nieparzyste. Mianowicie cyfry jednodci liczby 9%  to

1,9,1,9,1,9,....;
i cyfry jednosci liczby 3% to
9,7,1,9,7,1,....;

Roznica liczba nieparzystych jest liczba parzysta.

Zatem liczba 9% — 3* jest podzielna przez 2 dla kazdej liczby naturalnej
k=1,2,3,..;

Skad wynika, ze liczby 9% i 3¥ sa przystajace modulo 2.

Przyklad 1.19 Liczba
43125 _ 33125

jest podzielna przez 10.
Podnoszac stronami kongruencje
43 = 33(mod 10)
do potegi 125, otrzymamy kongruencje
43 = 33'% (mod 10)
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Liczba 43 przystaje do liczby 33 modulo 10, gdyz
(43—-33):10=1

3125

Dlatego liczba 43'%° przestaje do liczby 3325 modulo 10. Zatem roznica

43125 _ 33125

jest podzielna przez 10. Zastosowanie kongruencji do sprawdzania podzielnosci
liczb wskazemy w nastepujacym przykladzie

Przyklad 1.20 Stosujgc wtasno$é mnozenia stronami kongruencyi, potegowania
stronami kongruencji, udowodnij, ze liczba T** 4+ 1 jest podzielna przez 10.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze liczba 72 + 1 = 50 jest podzielna przez 10. To
znaczy, ze liczba 49 przystaje do liczby —1 modulo 10. Zatem mamy

49 = —1(mod 10)
Podnoszac stronami ta kongruencje do potegi 123, otrzymamy
49" = (=1)'*(mod 10), 7*0 = (—1)'*(mod 10)
Skad, wynika kongruencja
7% = —1(mod 10)

ktora oznacza, ze liczba 7246 4 1 jest podzielna przez 10.

1.5.3 Rozwiazywanie kongruencji liniowych
Ogolna posta¢ kongruencji liniowe;
a* x = b(mod n)

w ktorej w spotczynniki a, b sa liczbami catkowitymi, natomiast n jest liczba
naturalna.

Rozwiaza¢ kongruencje liniowa znaczy wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite,
ktore podstawione na x spelniaja kongruencje, to znaczy znales¢ wszystkie
wartosci catkowite x dla ktorych liczba a * x przystaje do liczby b modulo n.
W pierwszej kolejnosci powstaje pytanie, podobnie jak w przypadku innych
rownar, ile rozwigzan ma kongruencja liniowa? 7 gory mozna spodziewaé sig
ze kongruencja liniowa moze mieé

e jedno rozwiazanie, to znaczy istnieje tylko jedna liczba catkowita zg przys-
tajaca do liczby b modulo n taka, ze

a* xg = b(mod n)
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e wiccej niz jedno rozwiazanie, to znaczy istnieje skoniczona lub nawet
nieskonczona ilosé liczb caltkowitych x, xo, ..., xy, ...; ktore sa przystajace
do liczby b modulo n. To znaczy

a* xr = b(mod n), k=1,2,3,..;

e kongruencja nie ma rozwiazan.
Istnienie rozwiazania kongruencji liniowej wynika z nastepujacego warunku

koniecznego i wystarczajacego:

Warunek konieczny i wystarczajacy
Kongruencja liniowa
a* x = b(mod n)

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy najwickszy wspolny dzielnik NW D(a,n)
liczb a in jest dzielnikiem liczby b, to znaczy NW D(a,b)|n.

Po przeczytaniu powyzszego wstepu o kongruencjach liniowych nalezy rozwiawiazaé
kilka kongruencji, azeby poznaé¢ sposoby ich rozwiazywania.

Przyklad 1.21 Rozwigz kongruencje
2 x = 3(mod 2)

Sprawdzamy warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozwiazania tej kon-
gruencji.
Najwiekszy wspolny dzielnik

NWD(a,b) = NWD(2,2) =2

nie dzieli wspolczynnika
b=3, 27 3.

Zatem nie istnieje rozwiazanie tej kongruencji.

Przyklad 1.22 Rozwigz kongruencje
3*xx = 6(mod 9)

Sprawdzamy warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozwiazania tej kon-
gruencji.
Najwiekszy wspolny dzielnik
NWD(a,b) = NWD(3,9) =3
dzieli wspolczynnik
b=06, 36, 6:3=2.

Zatem istnieje rozwiazanie tej kongruencji.
Z definicji kongruencji mamy rownanie

3xx—6=9xk,
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dla wszystkich wartosci calkowitych k = 0,41, +2 £3,...;
Skad obliczamy rozwiazanie
3xrx=9%xk+6, z,=3xk+2, dla k=0,£1,+2 +£3, .. ;
Sprawdzenie:
Podstwiajac rozwiazanie
rr=3xk+2, dla k=0,%1,+2 43, ..;

do kongruencji
3% x = 6(mod 9)

otrzymamy
3% (3xk+2)=6(mod9),

Skad wynika tozsamosé¢
(9%xk+6—-6):9=9%k, 9xk=9xk
dla kazdej catkowitej wartosci k = 0, &1, 2, £3, ...;

1.6 Rozwiazanie rownania liniowego Diofantosa

Ogolna posta¢ rownan liniowych Diofantosa

axxr+bxy=c (1.1)
gdzie wspotezynniki a, b, ¢ sa danymi liczbami calkowitymi, niewiadomych x
i y rowniez szukamy w liczbach catkowitych.
1.6.1 Rozszerzony algorytm Euklidesa.

Rozszerzony algorytm Euklidesa wyznaczania najwickszego wspolnego dziel-
nika NW D(a, b) prowadzi rowniez do rozwiazania rownania liniowego Diofan-
tosa, jezeli rozwiazanie tego rownania istnieje.

Warunek istnienia rozwiazania rownania liniowego Diofantosa.
Rownanie liniowe Diofantosa o wspotczynnikach catkowitych a, b, c

axxr+bxy=c (1.2)
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy najwiekszy
wspolny dzielnik NW D(a,b) wspolczynnikow a i b jest rowniez dzielnikiem

wspotczynnika c.

Zauwazamy, ze jezeli liczba d jest dzielnikiem liczb 7o i r1 to rowniez jest
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dzielnikiem ich sumy r¢ + 7y i roznicy ro — 1.
Wykonujac dzielenie

T2
_:]{;0+_
™ ™

obliczamy reszte
T2 :7’0—]{50*7’1.
Tutaj ko jest catoscia z dzielenia liczby naturalnej liczb /7.
Teraz staje sie jasne, ze jezeli liczba d jest wspolnym dzielnikiem liczb 7o i 7
to jest rowniez dzielnikiem reszty 7.

Kolejne reszty z dzielenia obliczamy wedlug schematu tak dlugo az kolejna
obliczona reszta r,, = 0.

a=ry, b=r | reszta

To T2

— =ko+ — | ro =1 — ko * 11

™ ™

™ rs

— =k + = | re =11 — k1 * 79

D) D)

T2 T4

— =ko+ — | Ty =1y — kg * 13

rs rs
T'm—2 T'm

- km—2 + | "'m = Tm—2 — km—2 * -1

"'m-3 T'm—1

Tm—1

:k‘m 1 T =0
_ +1
Tm | mn

Ciag reszt rg > 11 > ro--+ > 11 > Ty jest malejacy i konczy sie na reszcie
rm 7 0, gdyz nastepne reszty 7,11 = 0, Tmao = 0, ...; sa rOwne zero.

Ostatnia reszta z dzielenia r,,, rozna od zera jest najwickszym wspolnym dziel-
nikiem liczb naturalnych a = r¢ i b = r1. Zauwazmy, ze najwiekszy wspolny
dzielnik r,, liczb rg i ry jest rowniez najwiekszym wspolnym dzielnikiem wszys-
tkich poprzednich reszt r,,—1, rm_2, -+, 72,71, 70

Rozszerzony algorytm Fuklidesa dotyczy rozwinietej formy reszt, ktora prowadzi
do rozwiazania rownania Diofantosa. Mianowicie, ostatnia reszta rozna od zera

rm = NWD(a,b)
jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b.
Zauwazmy, ze reszty okreslone sa wzorem rekurencyjnym z warunkami poczatkowymi
ro = a, r =2, warunki poczatkowe

T = Tm—2 — km_o*Tpm_1, m=2,3,4,..;
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Podstawiaja ro = a, r1 =10

do reszty
T2 :7’0—]{50*7’1

otrzymamy reszte
To = a — ]{50 % b.

Podobnie podstawiajac 1y =b, 179 =a — ky xb

do reszty
T3 :7’1—]{52*7’2

otrzymamy reszte
T4 = (1+k1*k52)a—(kf(]—l—kfg—l—k‘(]*k‘l*k‘g)b

w postaci lewej strony rownania Diofantosa o wspolczynnikach a i b.

Dalej podstawiajac na ro i 73 prawe strony powyzyszych rownosci, po uporzatkowaniu
wspolczynnikow przy a i b, otrzymamy reszte

7’5:—(k‘l+k‘3+k5*k52*k‘g)a—l-(1+k50*k51+k50*k53+k‘)*k‘1*k‘g*k‘g)b.

w postaci lewej strony rownania Diofantosa o wspolczynnikach a i b.

Obliczanie nastepnych reszt rg, 77, ...; 1y, przez podstawianie wezesdniej okreslonych
reszt przez wspotczynniki a i b prowadzi do wyrazenia reszty w postaci

’f’m:a*wl(k‘o,k‘l,...,k‘m)—l—b*wg(k‘o,/{?l,...,km)
gdzie wielkosci
wl(ko,kﬁl,kfg,...,k?m)) 7 wg(ko,kﬁl,...,/{?m)

okreslone sa przez dane wspolczynniki a i b rownania Diofantosa.

Poniewaz najwiekszy wspolny dzielnik NW D(a, b) = r,, to zachodzi rownos¢

a x ’wl(k‘o, k‘l, ceey k‘m) +bx ’LUQ(/{?(], k‘l, ceey k‘m) = NWD(a,b)

Mnozac obie strony powyzszej rownosci przez stala
c

K=— S
NW D(a,b)

otrzymamy rownos¢ Diofantosa
a* K xwi(ko, k1, ..., km) + b x K xwa(ko, k1, ..., km) = ¢
z ktorej wynika szczegolne rozwiazanie rownania Diofantosa
x =K xwy(ko, ki, ....km), y=Kxws(ko,ki,...,kn)

Nizej podajemy tablice wielkosci wy i we W przypadku m = 2,3,4,5
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H m H ’LUl(k‘(), ]{51, ]{52, ]{53) ‘ ’LUQ(]{?(], ]{51, ]{52, ]{53) H
2 1 iy,
3 —k1 1+k
4 1+ oy # ko (ko + K2+ k + 0% ky # ko)
50| —(k1 4+ ks + ky ko xks) | 14 ko x ky + ko % ks + ko * ks + ko * ky * ko * k3

Korzystaja z systemow obliczeniowych takich jak Mathematica !

najwiekszy wspolny dzielnik jedna instrukcja

obliczamy

GCD[a,b]

Na przyklad najwiekszy wspolny dzielnik liczb @ = 105 i b = 56 obliczamy
wykonujac instrukcje w systemie Mathematica

GCD[105,56]
out 7

Podobnie mozna rozwiaza¢ w systemie Mathematica jedna instukcja rownanie
liniowe Diofantosa
axx+bxy=c

o wspotczynnikach catkowitych a, b, c.

ExtendedGCD[a,b]

out { GCD[a,b]l,{x,y}}

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad:

Przyklad 1.23 Rozwigz rownanie Diofantosa
dxr+3xy=1

w systemie Mathematica

Rozwiazanie:

ExtendedGCD[5, 3]

out {1,{-1,2}}

Sprawdzenie rozwiazania x = —1, y = 2

bx(—1)+3%x2=1

I Mathematica for doing Mathematics, by Stephen Wolfram
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1.6.2 Przyklady

Stosowanie rozszerzonego algorytmu Euklidesa do rozwiazywania liniowych
rownan Diofantosa jest znacznie prostrze od jego ogolnego opisu. Nizej poda-
jemy kilka przykladow zastosowania rozszerzonego algorytmu Euklidesa.

Przyklad 1.24 Rozwigz rownanie Diofantosa
2%xx+3xy=4. (1.3)

Rozwiazanie:
W tym przykladzie tatwo okreslamy najwiekszy wspolny dzielnik wspolczynnikow
a =2, b=31c=4roéwnania liniowego Diofantosa. Mianowicie

NWD(2,3) =1

Rowniez tatwo sprawdzymy warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozwiazania
tego rownania, gdyz najwiekszy wspolny dzielnik NW D(2,3) = 1 dzieli wspolezynnik
¢ = 4. Zatem rozwigzanie rowniania (1.3) istnieje.

Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa zanajdziemy rozwiazanie rownania
liniowego (1.3).

Mianowicie, najpierw znajdz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 2 i 3 wedlug
schematu

a=190=2, b=r; =3 | reszta

0 1+1 | 3—1x2=1
—_ = — = — b3 =
2 D "2

2_9 | r =0

c_ . —

1 3

Skad piszemy najwiekszy wspolny dzielnik N(2,3) = ro = 1 w postaci rownosci
3-2x1=1 lub 2% (—1)+3+1=1

Zauwazamy, ze tutaj

ko =1, ki =0,
wy(ko, k1) = =1, wa(ko, k1) =1,
K=14

Mnozac powyzsza rownos¢ przez stala K = 4, otrzymamy wyrazenie Diofan-
tosa tego rownania
2%4x(—=1)+3x4x1=4
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skad wynika rozwiazanie szczegolne
r=4%x(-1)=—4 1 y=4*x1=41

Sprawdzenie:
2%x+3xy=2%x(—4)+3x4=14

Przyklad 1.25 Rozwigz rownanie Diofantosa
16z +T7xy=11. (1.4)

Rozwiazanie:
W tym przykladzie tatwo okreslamy najwiekszy wspolny dzielnik wspotczynnikow
a = 16, b = 7 rownania liniowego Diofantosa. Mianowicie

NWD(16,7) = 1

Rowniez tatwo sprawdzymy warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozwiazania
tego rownania, gdyz najwiekszy wspolny dzielnik NWD(16,7) = 1 dzieli
wspolezynnik ¢ = 11. Zatem rozwigzanie rowniania (1.4) istnieje.

Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa zanajdziemy rozwiazanie rownania
liniowego (1.4).

Mianowicie, najpierw znajdz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 16 i 7 wedlug
schematu

a=r9o=16, b=r =7 | reszta

16

7:2—|—— | 7’2:16—7*2:2
7

5:34—— | 13=7—-3%2=
2y =0

1— T4 = U.

Skad piszemy najwiekszy wspolny dzielnik N(16,7) = r3 = 1 w postaci
rownosci

rg=T—3%x2=1 lub r3=T+1-3%(16—7%2)=1, 16x(=3)+7*7x1=1
Zauwazamy, ze tutaj

m =3,

ko = 2, k1 =3, ko=2

wi(ko, k1, k2) = =3, walko, k1, ke) =7,

K=11
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Mnozac powyzsza rownosé¢ przez stala K = 11, otrzymamy wyrazenie Diofatosa

tego rownania
1611 % (=3)+7*11%x7=11

Skad wynika rozwiazanie szczegolne

r=11%(-3)=-33 i y=11%x7="1T.
Sprawdzenie:

16xx+Txy=16%(=33)+ 777 =11
Rozwiazmy nastepne rownanie z wigksza iloscia obliczanych reszt.
Przyklad 1.26 Rozwigz rownanie lintowe Diofantosa

975 x z + 690 * y = 360 (1.5)

Rozwiazanie:

Nizej znajdujemy najwiekszy wspolny dzielnik rownania (1.5) stosujac rozszer-
zony algorytm Euklidesa, zeby znalesé rozwiazania rownania (1.5). To rownanie
ma rozwiazanie, gdyz spelnia warunek konieczny i wystarczajacy. Mianowicie,
najwiekszy wspolny dzielnik NW D(975,690) = 15 dzieli wspotczynnik ¢ = 360

a=19=975, b=7r =690 | reszta
ante — — — —— — — — — —  — = — = — — — — —
2
%zl—kﬁ | 79 =975 —1%690 = 285
690 690
690 120
— =24+ — =690 — 2 %285 =120
285 285 |75 =690 =2
285 45
i - = —2%120=14
190 2+ 120 | 7y =285 * 120 5
120 30
= = —_ =120 — 2% 45 =
I 2+ T | 75 0 * 45 = 30
45 15
e —45-1%30=15
30 + 30 | 76 5 * 3
Ciag reszt

975 > 690 > 285 > 120 > 45 > 30 > 15

jest malejacy.

Ostatnia reszta z dzielenia r¢ = 15 rozna od zera jest najwiekszym wspolnym
dzielnikiem liczb naturalnych a = r¢ = 975 1 b = r; = 690. Zauwazmy,
ze najwiekszy wspolny dzielnik r = NW D(975,690) = 15 jest rowniez na-
jwiekszym wspolnym dzielnikiem wszystkich poprzednich reszt

7’2:285, 7’3:120, 7’4:45, 7’5:30, T6:15-
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Dalej stosujemy roszerzenie algorytmu Euklidesa, zeby znales¢ rozwiazanie
rownania (1.5). W tym celu zapiszemy reszte r¢ = NW D(975,690) = 15 w
postaci wyrazenia Diofantosa rownania (1.5).

r¢ = 45 —1%30
— 45 — (120 — 2% 45)

— 45— (120 — 2% (285 — 2 % 120))

— 45 — (120 — 2% (285 — 2 % (690 — 2 % 285)))

= 45— (120 — 2% (285 — 2 % (690 — 2 % (975 — 1 % 690))))

= 975 % (17 % 24) + 690 * (—24 * 24)

Wyrazenie Diofantosa rownania (1.5) otrzymamy zbierajac wspotczynnikow
przy wspolczynnikach rownania a = 975 i b = 690

975 % (408) + 690(—576) = 15
Mnozac obie strony powyzszej rownosci przez stala

c 360
K=— =22 _9
NWD[a,b] 15

otrzymamy rownos¢ Diofantosa dla rownania (1.5).
Skad rozwigzanie szczegolne rownania (1.5)

r=w; =408, y=wy= —576.

Sprawdzenie:

975 % 408 — 690 * 576 = 360.
Przyklad 1.27 Rozwigz rownanie Diofatosa
2%xx+36*%xy =178 (1.6)

Najwiekszy wspolny dzielnik NW D(42,78) = 6 wspolczynnikow a = 42 i
¢ = 78 dzieli wspotczynnik b = 36. Zatem rozwiazanie tego rownania istnieje.

Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa, obliczmy najwiekszy wspolny dziel-
nik liczb a = 78 1 b = 42 i jednoczesnie znajdziemy rozwiazanie rownania (1.6).
W liczbie a = 78 liczba b = 42 miejsci sie raz i zostaje reszta 36.
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Dalej wykonujemy dzielenia wedtug schematu

a="178 b=42 | reszta
78 36
D) + 3 | 36 =18
42 6
e I 6 = 42 — 36
36 * 36 |
36
=26 0
6 |

Rozwigzanie rownania (1.6) otrzymamy wyrazajac ostatnia reszte 6 przez
reszty poprzednie.

Mianowucie, piszemy
6 =42 — 36

Mnozac obie strony przez G- 13 otrzymamy wyrazenie Diofantosa
42%x 13 —36%13 =6%13 =78
Skad otrzymamy rozwiazanie szczegolne rownnia (1.6)
r=w; =13, |; y=ws = —13.
Sprawdzenie:
Podstawiajac do rownaia (1.6) z = 13, y = —13, otrzymamy rownos¢

42 %13 — 36 * 13 = 78

1.7 Zadania

Zadanie 1.9 Oblicz
(i) 8+ 10(mod 4) =
(i) 24 5(mod 7) =
(i1i)  12(mod 7) 4+ 13(mod 8) =

Zadanie 1.10 Dodaj, odejmij i pomnoz stronami kongruencje. SprawdZz wyniki
tych operacji.
18 = 10(mod 4)

oraz
25 = 17(mod 4)

Zadanie 1.11 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb a = 105 ¢ b = 91
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Zadanie 1.12 Znajdz najwickszy wspolny dzielnik liczb a = 1995 ¢ b = 1190

Zadanie 1.13 Rozwigz rownanie Diofantosa

2xx4+12xy =1

Zadanie 1.14 Rozwigz rownanie Diofantosa

Oxx —3*xy =29
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