Temat : Ulamki zwykle. Liczby wymierne.
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Of$ liczbowa. Liczby wymierne

To opracowanie pojecia utamka zwyklego jako ilorazu liczb catkowitych p i ¢ stanowi uzupelnienie
przyktadow i zadan podanych w rekomendownym podreczniku ”Matematka z plusem 4.
Przed sformutowaniem przykladow i zadan przypominamy pojecia podstawowe.

0.1 Utlamki zwykle

Utamek zwykly piszemy w ogolnej postaci

licznik
p
7’ q # O’
q

~—~—

mianownik
gdzie licznik p = 0, 1,+2, 43, ...; jest dowolna liczba catkowita,
a mianownik ¢ # 0, ¢ =+1, £2, 43, ...; jest rowniez liczba catkowita rozna od zera.

Przyklad 0.1 Utamek zwykty

licznik
=~
3
4
~—
mianownik

ma licznik p = 3 © mianownik q = 4.
Wirod utamkow zwyklych wyrdzniamy

1. utamki wtasciwe, B, p<gq, q#0,
q

2. ulamki niewlasciwe, B, p>q, q#0,
q

3. liczby mieszane to zsapis ulamkow niewlasciwych w ktorych wyrozniamy czesé catkowita
utamkow.

Ulamek wlasciwy piszemy w ogolnej postaci,

B, dla p<gq.

q
Utamek wlasciwy ma licznik p mniejszy od mianownika g.
Na przyklad, utamki
3 5 25 125
4

1
27 4 8 46 347



sa wlasciwe, gdyz ich liczniki sg mniejsze od mianownikow. Zauwazmy, ze wartos¢ kazdego

utamka wlasciwego

£<1, p<q
q

jest mniejsza od 1

Ulamek niewlasciwy piszemy w ogolnej postaci

B, dla  p>q.

q
Utamek niewlasciwyma licznik p wiekszy od mianownika q.

Na przyklad, utamki

55 15 25 1%
27 47 87 217 114
sa niewlasciwe, gdyz ich liczniki sa wieksze od mianownikow. Zatem, wartos¢ kazdego

utamka niewtasciwego
p

- >1, p>q
q
jest wigksza od 1.
Jezeli licznik ulamka rowny jest mianownikowi tego utamka, p = ¢, lub ¢ = 1 to ten ulmek
jest liczba catkowita.
Liczby mieszane. Ulamek niewlasciwy mozna napisa¢ wyrozniajac jego czesc calkowita i
reszte w postaci utamka wlasciwego. Ten zapis nazywamy liczbg mieszang.
Na przyklad, utamki

4 9 29
3’ 4’ 5
piszemy w postaci liczby mieszaneej
1 1
1=, 2—, 5é
3 4 5

Calos¢ z utamka zwyklego b oznaczamy symbolem [B].l
q q
Calosc z utamka

[glﬁg, q#0

jest najwieksza liczba calkowita nie wigksza od utlamka B.

q
Przyklad 0.2 Obliczamy catosci z danych utamkow
4 4
[g] =1 bo 1 jest najwieksza liczba calkowita taka, ze 1 < 3
9 . o . . 9
[Z] =2 bo 2 jest najwieksza liczba calkowita taka, ze 2 < 1
29 _ L . . 29
[g] =5 bo 5 jest najwieksza liczba calkowita taka, ze 5 < =
Przyklad 0.3 Napisz liczby
2
(7) 25, (44) 6%, (4i1) 21%

w popstaci utamka niewtasciwego

LCalos¢ z liczby = oznaczana jest rowniez symbolem E[xz]. Wtedy symbol E[z] oznacza najwigksza liczbe
catkowita E[z] < z, Litera E pochodzi od stowa angielskiego Entire - catkowiwity



Obliczamy (4)
Obliczamy (i7)

Obliczamy (ii7)
;3 _ 21443 87
4 4 4

Zadanie 0.1 Napisz utamki niewtasciwe

w postaci utamkow miesznych.

Zadanie 0.2 Napisz liczby mieszane

. 6 .. 3 131
(7) 75, (47) 15?, €0 ETR

w popstaci utamkow niewtasciwych

0.2 Operacje arytmetyczne na ulamkach

Umiejetnosc sprawnego wykonywania operacji dodawania, odejmowania, mnozenia i dziele-
nia ulamkow jest podstawowa na drugim etapie nauczania matematyki.

Nizej podajemy przyktady z zadaniami z zakresu operacji arytmetycznych na utamkach.
Dodawanie utamkow. Dodajac utamki w pierwszej kolejnosci nalezy znalez¢ wspolny mienownik.
Moze to by¢ najmniesza wspolna wielokrotna mianownikow

Przyklad 0.4 Dodaj utamki

6,9, 10
TR TR

Rozwiazanie (i). W tym przykladzie nie ma potrzeby szukania wspolnego mianownika bo
jest nim liczba 7. Zatem piszemy sume utamkow pod wspolnym mianownikiem

3 n 4 3+4 T 1

T T T
Rozwiazanie (ii). Podobnie w tym przyktadzie wspolnym mianownikiem jest liczba 11.
Zatem piszemy sume utamkow pod wspolnym mianownikiem

6,9 10_6+9+10 25 _,3
T VR VN VS VIS TR

Przyklad 0.5 Dodaj utamki
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Rozwiazanie (i). W tym przyktadzie wspolnym mianownikiem jest liczba 6 bo liczba
6=2x%3

jest podzielna przez 2 i 3. Zatem piszemy sume utamkow pod wspolnym mianownikiem 6

3 2 342 5

1
366 6 6

+

N~

Rozwiazanie (ii). Podobnie w tym przykladzie wspolnym mianownikiem jest liczba 20 bo
liczba
20=4%5
jest liczba 4 i liczba 5. Zatem piszemy sume utamkow pod wspolnym mianownikiem 20.
1+37 5 +1275+12717
45 20 20 20 20
Zadanie 0.3 Dodaj utamki

. 1 2
O 373

. 4 3
(Z'L) g + E
(iid) % + g

Odejmowanie utamkow. Odejmujac utamki w pierwszej kolejnosci nalezy znalez¢ wspolny
mianownik. Moze to by¢ najmniesza wspolna wielokrotna mianownikow.

Przyklad 0.6 Odejmij utamki

) 4 .
() Ty (i) 15

Nej

Rozwiazanie (i). W tym przykladzie nie ma potrzeby szukania wspolnego mianownika bo
jest nim liczba 9. Zatem piszemy roznice utamkow pod wspolnym mianownikiem

5 4 5-4 1
9 9 9 9

Rozwiazanie (ii). Podobnie w tym przyktadzie wspolnym mianownikiem jest liczba 15.
Zatem piszemy roznice utamkow pod wspolnym mianownikiem

Przyklad 0.7 Odejmij utamki

L5 1
© 573
.33 21
(’L’L) % — %
253 126

500 1 1000



Rozwiazanie (:). W tym przykladzie wspolnym mianownikiem jest liczba 9 = 3 * 3 bo
dzielnikiem liczby 9 jest liczba 3 i liczba 3. Zatem piszemy roznice utamkow pod wspolnym
mianownikiem 9

9 3 9 9 9 9

Rozwiazanie (i7). Podobnie w tym przyktadzie wspolnym mianownikiem jest liczba 50 =
2% 25 bo dzielnikiem liczby 50 jest liczba 2 i liczba 25. Zatem piszemy roznice utamkow pod
wspolnym mianownikiem 50.

5 1 5 3 5-3 2

33 21 66 21 66-—21 45 9

25 50 50 50 50 50 10

Rozwiazanie (ii7). Podobnie w tym przykltadzie wspolnym mianownikiem jest liczba 1000 =
2% 500 bo dzielnikiem liczby 1000 jest liczba 2 i liczba 500. Zatem piszemy rozni¢ utamkow
pod wspolnym mianownikiem 1000

253 126 506 126 506 —126 380 38 19

500 1000 1000 10000 1000 1000 100 50’
Zadanie 0.4 Odejmij utamki
W T
9 2
33 21
W T-%
14 2 5
L ogld 2 5
(W) 25 =57%

Mnozenie utamkow. Operacja mnozenia ulamkow jest bardzo prosta.

Utamek »
- q 3& 0
q

mnozymy przez utamek
s
- 5#0
L S F

wedlug wzoru:
licznik razy licznik, mianownik razy mianownik

p S pxs
1T e q#0, t#0

Przyklad 0.8 Pomnozymy utamki

2 4 2x4 8

(@ 3*5=3:5" 15

(b) Q*g:m*m:@:@
13 25 13 %25 273 91

Zadanie 0.5 Pomnoz utamki



Drzielenie utamkow. Operacja dzielenia utamkow jest rowniez bardzo prosta.

Utamek »
) q 3& 0
q

dzielimy przez utamek
?, s#0

wedlug wzoru:

s t
utamek £ to jest dzielng mnozymy przez odwrotnosé dzielnika n to jest przez — 2
S

t
PoS_PLt 0 20, s40.
qg t q s
Przyktad 0.9 Podzielmy utamki
2 4 2 5 25 10 6 1
(a) z:i-==-x-= =—=-=1-.
3 5 3 4 34 12 5 )

g 10,20 10 35 1035 30
13725 13 21  13%21 273

5 3
(a) 87

15 27
(b) R:%

0.3 Obliczanie ulamka z danej liczby

Latwo obliczamy utamek z danej liczby. Mianowicie, majgc dany utamek
p
) q 3& 0
q

i liczbe a mnozymy ten utamek przez liczbg a jak nizZej

*a
Pra="t q# 0.

3

q q

2
Przykltad 0.10 Oblicz 5 z liczby 35

Rozwiazanie. Tutaj mamy utamek

P_ 2 1 liczbe a = 35.
q b
) 2
Obliczmy utamek 5 7 liczby 35
2 2%x35  2x7
5*3%="5 1

2
Przyktad 0.11 Ksigika ma 120 stron. Ania przeczytala 3 stron ksigzki. Ile stron ksigzki

pozostato Ani do przeczytania?

2Qperacja dzielenia : jest operacja odwrotna do operacji mnozenia *



2
Rozwiazanie. Obliczamy ile stron ksigzki przeczytata Ania jako utamek 3 liczby 120

2 2120

5*12(): =2x40=280

Ania przeczytata 80 stron ksigzki, ktéra ma 120 stron. Zatem pozostato Ani do przecztania
120 — 80 = 40

Odpowiedz: Ani pozostato do przeczytania 40 stron.

0.4 Obliczanie liczby z danego jej ulamka

Rowniez tatwo obliczamy liczbe a, jezeli znamy jej utamek

p

Mianowicie, dzielimy liczbe b przez utamek B, jak nizej
q

a:b:gzb*g, p#0, q #0.
q p
Liczbe b dzielimy przez ulamek L mnozac liczbe b przez odwrotnosc tego utamka rowna g
q p

2
Przyktad 0.12 Oblicz liczbe a, ktorej 5 *x a jest rowny b= 14
Rozwiazanie. Tutaj mamy utamek

% i liczbe b= 14.

ISl k!

Obliczmy liczbe a ) 5
a:14:g:14*§:35

Liczbe b = 14 dzielimy przez ulamek g = % mnozac liczbe b = 14 przez odwrotnosé¢ tego

utamka rowna a_2

P 2

2
Przyktad 0.13 Ania przeczytata 80 stron ksigzki co stanowi 3 wszystkich stron ksigzki. Ile

stron ma ta ksigzka ?
2
Rozwiazanie. Tutaj utamek b_ 3 i liczba b = 80. Obliczamy ile stron ma ksigzka
q

80 2 80 5 120
= L= = X — =
¢ 3 2

Odpowiedz: Ksigzki ma 120 stron.



0.5 Cwiczenia

Cwiczenie 0.1 Zaznacz i uzasadnij ktory z utamkow

5
(a) 12
v =
() 3

jest utamkiem wtasciwym, niewtasciwym lub licczbg mieszang

Cwiczenie 0.2 Napisz utamki niewltasciwe

W T ) iy

w postaci liczb miesznych.

Cwiczenie 0.3 Napisz liczby mieszane
3
(1) 31, (i) 2-.
w popstaci utamkow niewtasciwych

Cwiczenie 0.4 Oblicz wartosé wyrazen arytmetycznych

2 1
(0) 42z
10 4
)
1 4
4 4
('L'U) g : %

Cwiczenie 0.5 Oblicz iloczyn utamkow
N » 12 15
(’L) g*ﬁ, (’L’L) 1—3*E
Cwiczenie 0.6 Podziel utamki
. 5 3 » 54 12
(’L) § . g, (’L’L) E . E

Cwiczenie 0.7 Oblicz wartosé wyrazen arytmetycznych

o 2,6,

Y35 T

. 7 4 4 18

(1) —x———x—.
6 21 9 5
2°4 54

. 4 4 8 27

() —:———=:—.
5 25 9 16



P 1

Cwiczenie 0.8 Oblicz 3% liczby 24.

4 . .3

Cwiczenie 0.9 Oblicz £ ? liczby 50.

4 . . S NP )
Cwiczenie 0.10 Oblicz liczbe a ktorej 3 rowna jest 15.

. 1
Cuwiczenie 0.11 lle kosztuje ksigzka, jezeli 1 jej wartosci rowna jest 25 zt.

Cwiczenie 0.12 Ksigika ma 150 stron. Marysia przeczytata 50 stron tej ksigzki. Jaka
czesé ksiqzki zostata Marysi do przeczytania?

Cwiczenie 0.13 Motocyklista przejechat 120 km. Pozostato motocykliscie do przejechania

1
5 trasy. W jak dlugg trase wyruszyt motocyklista ¢

Cwiczenie 0.14 .

Maly pastuszek zauwazyt lecgce bociany i radosnie krzykngt chyba ich leci 100.

Starszy pastuch odpowiedzial : leci ich duzo mniej, gdyby leciato ich drugie tyle © pot tyle i
cwierc tyle i jeszcze Zebys ty z nimi poleciat to wtedy bytoby ich razem 100.

Ile bocianow leciato po niebie ?

Obraz Bociany

Jozef Chelmonski (ur. 1849 zm. 1914)

Prof. dr Tadeusz ST vS Warszawa, marzec 24, 2019



