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Temat : U lamki zwyk le. Liczby wymierne.
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Oś liczbowa. Liczby wymierne

To opracowanie pojȩcia u lamka zwyk lego jako ilorazu liczb ca lkowitych p i q stanowi uzupe lnienie
przyk ladȯw i zadaṅ podanych w rekomendownym podrȩczniku ”Matematka z plusem 4”.
Przed sformu lowaniem przyk ladȯw i zadaṅ przypominamy pojȩcia podstawowe.

0.1 U lamki zwyk le

U lamek zwyk ly piszemy w ogȯlnej postaci

licznik
︷︸︸︷

p

q
︸︷︷︸

mianownik

, q 6= 0,

gdzie licznik p = 0, 1,±2, ±3, ...; jest dowolna̧ liczba̧ ca lkowita̧,

a mianownik q 6= 0, q = ±1, ±2, ±3, ...; jest rȯwnież liczba̧ ca lkowita̧ rȯżna̧ od zera.

Przyk lad 0.1 U lamek zwyk ly
licznik
︷︸︸︷

3

4
︸︷︷︸

mianownik

ma licznik p = 3 i mianownik q = 4.

Wṡrȯd u lamkȯw zwyk lych wyrȯżniamy

1. u lamki w laṡciwe,
p

q
, p < q, q 6= 0,

2. u lamki niew laṡciwe,
p

q
, p > q, q 6= 0,

3. liczby mieszane to zsapis u lamkȯw niew laṡciwych w ktȯrych wyrȯżniamy czȩṡċ ca lkowita̧
u lamkȯw.

U lamek w laṡciwy piszemy w ogȯlnej postaci,

p

q
, dla p < q.

U lamek w laṡciwy ma licznik p mniejszy od mianownika q.
Na przyk lad, u lamki

1

2
,

3

4
,

5

8
,

25

46
,

125

347
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sa̧ w laṡciwe, gdyż ich liczniki sa̧ mniejsze od mianownikȯw. Zauważmy, że wartoṡċ każdego
u lamka w laṡciwego

p

q
< 1, p < q

jest mniejsza od 1

U lamek niew laṡciwy piszemy w ogȯlnej postaci

p

q
, dla p > q.

U lamek niew laṡciwyma licznik p wiȩkszy od mianownika q.
Na przyk lad, u lamki

3

2
,

5

4
,

15

8
,

25

21
,

125

114

sa̧ niew laṡciwe, gdyż ich liczniki sa̧ wiȩksze od mianownikȯw. Zatem, wartoṡċ każdego
u lamka niew laṡciwego

p

q
> 1, p > q

jest wiȩksza od 1.

Jeżeli licznik u lamka rȯwny jest mianownikowi tego u lamka, p = q, lub q = 1 to ten u lmek
jest liczba̧ ca lkowita̧.
Liczby mieszane. U lamek niew laṡciwy można napisaċ wyrȯżniaja̧c jego czȩṡċ ca lkowita̧ i
resztȩ w postaci u lamka w laṡciwego. Ten zapis nazywamy liczba̧ mieszana̧.
Na przyk lad, u lamki

4

3
,

9

4
,

29

5
piszemy w postaci liczby mieszaneej

1
1

3
, 2

1

4
, 5

4

5

Ca loṡċ z u lamka zwyk lego
p

q
oznaczamy symbolem [

p

q
].1

Ca loṡċ z u lamka
[
p

q
] ≤

p

q
, q 6= 0

jest najwiȩksza̧ liczba̧ ca lkowita̧ nie wiȩksza̧ od u lamka
p

q
.

Przyk lad 0.2 Obliczamy ca loṡci z danych u lamkȯw

[
4

3
] = 1 bo 1 jest najwieksza liczba calkowita taka, ze 1 ≤

4

3

[
9

4
] = 2 bo 2 jest najwieksza liczba calkowita taka, ze 2 ≤

9

4

[
29

5
] = 5 bo 5 jest najwieksza liczba calkowita taka, ze 5 ≤

29

5

Przyk lad 0.3 Napisz liczby

(i) 2
2

3
, (ii) 6

3

5
, (iii) 21

3

4
.

w popstaci u lamka niew laṡciwego

1Ca loṡċ z liczby x oznaczana jest rȯwnież symbolem E[x]. Wtedy symbol E[x] oznacza najwiȩksza̧ liczbȩ
ca lkowita̧ E[x] ≤ x, Litera E pochodzi od s lowa angielskiego Entire - ca lkowiwity
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Obliczamy (i)

2
2

3
=

2 ∗ 3 + 2

3
=

8

3

Obliczamy (ii)

6
3

5
=

6 ∗ 5 + 3

5
=

33

5

Obliczamy (iii)

21
3

4
=

21 ∗ 4 + 3

4
=

87

4

Zadanie 0.1 Napisz u lamki niew laṡciwe

(i)
25

3
, (ii)

131

5
, (iii)

257

4
.

w postaci u lamkȯw miesznych.

Zadanie 0.2 Napisz liczby mieszane

(i) 7
6

5
, (ii) 15

3

7
, (iii)

131

24
.

w popstaci u lamkȯw niew laṡciwych

0.2 Operacje arytmetyczne na u lamkach

Umiejȩtnoṡċ sprawnego wykonywania operacji dodawania, odejmowania, mnożenia i dziele-
nia u lamkȯw jest podstawowa na drugim etapie nauczania matematyki.
Niżej podajemy przyk lady z zadaniami z zakresu operacji arytmetycznych na u lamkach.
Dodawanie u lamkȯw. Dodaja̧c u lamki w pierwszej kolejnoṡci należy znaleźċ wspȯlny mienownik.
Może to byċ najmniesza wspȯlna wielokrotna mianownikȯw

Przyk lad 0.4 Dodaj u lamki

(i)
3

7
+

4

7
, (ii)

6

11
+

9

11
+

10

11

Rozwia̧zanie (i). W tym przyk ladzie nie ma potrzeby szukania wspȯlnego mianownika bo
jest nim liczba 7. Zatem piszemy sumȩ u lamkȯw pod wspȯlnym mianownikiem

3

7
+

4

7
=

3 + 4

7
=

7

7
= 1.

Rozwia̧zanie (ii). Podobnie w tym przyk ladzie wspȯlnym mianownikiem jest liczba 11.

Zatem piszemy sumȩ u lamkȯw pod wspȯlnym mianownikiem

6

11
+

9

11
+

10

11
=

6 + 9 + 10

11
=

25

11
= 2

3

11
.

Przyk lad 0.5 Dodaj u lamki

(i)
1

2
+

1

3
, (ii)

1

4
+

3

5
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Rozwia̧zanie (i). W tym przyk ladzie wspȯlnym mianownikiem jest liczba 6 bo liczba

6 = 2 ∗ 3

jest podzielna przez 2 i 3. Zatem piszemy sumȩ u lamkȯw pod wspȯlnym mianownikiem 6

1

2
+

1

3
=

3

6
+

2

6
=

3 + 2

6
=

5

6

Rozwia̧zanie (ii). Podobnie w tym przyk ladzie wspȯlnym mianownikiem jest liczba 20 bo
liczba

20 = 4 ∗ 5

jest liczba 4 i liczba 5. Zatem piszemy sumȩ u lamkȯw pod wspȯlnym mianownikiem 20.

1

4
+

3

5
=

5

20
+

12

20
=

5 + 12

20
=

17

20

Zadanie 0.3 Dodaj u lamki

(i)
1

3
+

2

3

(ii)
4

5
+

3

10

(iii)
3

4
+

5

8

Odejmowanie u lamkȯw. Odejmuja̧c u lamki w pierwszej kolejnoṡci należy znaleźċ wspȯlny
mianownik. Może to byċ najmniesza wspȯlna wielokrotna mianownikȯw.

Przyk lad 0.6 Odejmij u lamki

(i)
5

9
−

4

9
, (ii)

9

15
−

3

15
.

Rozwia̧zanie (i). W tym przyk ladzie nie ma potrzeby szukania wspȯlnego mianownika bo
jest nim liczba 9. Zatem piszemy rȯżnicȩ u lamkȯw pod wspȯlnym mianownikiem

5

9
−

4

9
=

5 − 4

9
=

1

9
.

Rozwia̧zanie (ii). Podobnie w tym przyk ladzie wspȯlnym mianownikiem jest liczba 15.

Zatem piszemy rȯżnicȩ u lamkȯw pod wspȯlnym mianownikiem

9

15
−

3

15
=

9 − 3

15
=

6

15
=

2

5
.

Przyk lad 0.7 Odejmij u lamki

(i)
5

9
−

1

3

(ii)
33

25
−

21

50

(iii)
253

500
+

126

1000
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Rozwia̧zanie (i). W tym przyk ladzie wspȯlnym mianownikiem jest liczba 9 = 3 ∗ 3 bo
dzielnikiem liczby 9 jest liczba 3 i liczba 3. Zatem piszemy rȯżnicȩ u lamkȯw pod wspȯlnym
mianownikiem 9

5

9
−

1

3
=

5

9
−

3

9
=

5 − 3

9
=

2

9

Rozwia̧zanie (ii). Podobnie w tym przyk ladzie wspȯlnym mianownikiem jest liczba 50 =
2 ∗ 25 bo dzielnikiem liczby 50 jest liczba 2 i liczba 25. Zatem piszemy rȯżnicȩ u lamkȯw pod
wspȯlnym mianownikiem 50.

33

25
−

21

50
=

66

50
−

21

50
=

66 − 21

50
=

45

50
=

9

10
.

Rozwia̧zanie (iii). Podobnie w tym przyk ladzie wspȯlnym mianownikiem jest liczba 1000 =
2 ∗ 500 bo dzielnikiem liczby 1000 jest liczba 2 i liczba 500. Zatem piszemy rȯżniȩ u lamkȯw
pod wspȯlnym mianownikiem 1000

253

500
−

126

1000
=

506

1000
−

126

10000
=

506 − 126

1000
=

380

1000
=

38

100
=

19

50
.

Zadanie 0.4 Odejmij u lamki

(i)
38

9
−

1

2

(ii)
33

4
−

21

5

(iii) 2
14

15
−

2

5
−

5

6

Mnożenie u lamkȯw. Operacja mnożenia u lamkȯw jest bardzo prosta.
U lamek

p

q
, q 6= 0

mnożymy przez u lamek
s

t
, s 6= 0

wed lug wzoru:
licznik razy licznik, mianownik razy mianownik

p

q
∗

s

t
=

p ∗ s

q ∗ t
, q 6= 0, t 6= 0

Przyk lad 0.8 Pomnȯżymy u lamki

(a)
2

3
∗

4

5
=

2 ∗ 4

3 ∗ 5
=

8

15

(b)
10

13
∗

21

25
=

10 ∗ 21

13 ∗ 25
=

210

273
=

70

91

Zadanie 0.5 Pomnȯż u lamki

(a)
3

7
∗

13

15

(b)
25

33
∗

3

5



6

Dzielenie u lamkȯw. Operacja dzielenia u lamkȯw jest rȯwnież bardzo prosta.
U lamek

p

q
, q 6= 0

dzielimy przez u lamek
s

t
, s 6= 0

wed lug wzoru:

u lamek
p

q
to jest dzielna̧ mnożymy przez odwrotnoṡċ dzielnika

s

t
to jest przez

t

s
2

p

q
:

s

t
=

p

q
∗

t

s
, q 6= 0, t 6= 0, s 6= 0.

Przyk lad 0.9 Podzielmy u lamki

(a)
2

3
:

4

5
=

2

3
∗

5

4
=

2 ∗ 5

3 ∗ 4
=

10

12
=

6

5
= 1

1

5
.

(b)
10

13
:

21

25
=

10

13
∗

25

21
=

10 ∗ 25

13 ∗ 21
=

250

273
.

Zadanie 0.6 Podziel u lamki

(a)
5

8
:

3

7

(b)
15

45
:

27

25

0.3 Obliczanie u lamka z danej liczby

 Latwo obliczamy u lamek z danej liczby. Mianowicie, maja̧c dany u lamek

p

q
, q 6= 0

i liczbȩ a mnożymy ten u lamek przez liczba̧ a jak niżej

p

q
∗ a =

p ∗ a

q
, q 6= 0.

Przyk lad 0.10 Oblicz
2

5
z liczby 35

Rozwia̧zanie. Tutaj mamy u lamek

p

q
=

2

5
i liczbe a = 35.

Obliczmy u lamek
2

5
z liczby 35

2

5
∗ 35 =

2 ∗ 35

5
=

2 ∗ 7

1
= 14

Przyk lad 0.11 Ksia̧żka ma 120 stron. Ania przeczyta la
2

3
stron ksia̧żki. Ile stron ksia̧żki

pozosta lo Ani do przeczytania?

2Operacja dzielenia : jest operacja̧ odwrotna̧ do operacji mnożenia ∗



7

Rozwia̧zanie. Obliczamy ile stron ksia̧żki przeczyta la Ania jako u lamek
2

3
liczby 120

2

3
∗ 120 =

2 ∗ 120

3
= 2 ∗ 40 = 80

Ania przeczyta la 80 stron ksia̧żki, ktȯra ma 120 stron. Zatem pozosta lo Ani do przecztania

120 − 80 = 40

Odpowiedź: Ani pozosta lo do przeczytania 40 stron.

0.4 Obliczanie liczby z danego jej u lamka

Rȯwnież  latwo obliczamy liczbȩ a, jeżeli znamy jej u lamek

p

q
= b, p 6= 0, q 6= 0.

Mianowicie, dzielimy liczbȩ b przez u lamek
p

q
, jak niżej

a = b :
p

q
= b ∗

q

p
, p 6= 0, q 6= 0.

Liczbȩ b dzielimy przez u lamek
p

q
mnoża̧c liczbȩ b przez odwrotnoṡċ tego u lamka rȯwna̧

q

p
.

Przyk lad 0.12 Oblicz liczbȩ a, ktȯrej
2

5
∗ a jest rȯwny b = 14

Rozwia̧zanie. Tutaj mamy u lamek

p

q
=

2

5
i liczbe b = 14.

Obliczmy liczbȩ a

a = 14 :
2

5
= 14 ∗

5

2
= 35

Liczbȩ b = 14 dzielimy przez u lamek
p

q
=

2

5
mnoża̧c liczbȩ b = 14 przez odwrotnoṡċ tego

u lamka rȯwna̧
q

p
=

5

2
.

Przyk lad 0.13 Ania przeczyta la 80 stron ksia̧żki co stanowi
2

3
wszystkich stron ksia̧żki. Ile

stron ma ta ksia̧żka ?

Rozwia̧zanie. Tutaj u lamek
p

q
=

2

3
i liczba b = 80. Obliczamy ile stron ma ksia̧żka

a = 80 :
2

3
= 80 ∗

3

2
= 120

Odpowiedź: Ksia̧żki ma 120 stron.
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0.5 Ćwiczenia

Ćwiczenie 0.1 Zaznacz i uzasadnij ktȯry z u lamkȯw

(a)
5

12

(b)
21

4

(c) 3
3

4

jest u lamkiem w laṡciwym, niew laṡciwym lub licczba̧ mieszana̧

Ćwiczenie 0.2 Napisz u lamki niew laṡciwe

(i)
30

9
, (ii)

41

12
.

w postaci liczb miesznych.

Ćwiczenie 0.3 Napisz liczby mieszane

(i) 3
3

4
, (ii) 2

2

3
.

w popstaci u lamkȯw niew laṡciwych

Ćwiczenie 0.4 Oblicz wartoṡċ wyrażeṅ arytmetycznych

(i)
2

3
+ 2

1

6
.

(ii)
10

6
−

4

9
.

(iii)
13

2
∗

4

13
.

(iv)
4

5
:

4

25
.

Ćwiczenie 0.5 Oblicz iloczyn u lamkȯw

(i)
5

8
∗

7

10
, (ii)

12

13
∗

15

16
.

Ćwiczenie 0.6 Podziel u lamki

(i)
5

9
:

3

5
, (ii)

54

27
:

12

18
.

Ćwiczenie 0.7 Oblicz wartoṡċ wyrażeṅ arytmetycznych

(i)
2

3
∗

6

5
+

5

6
∗

3

4
.

(ii)
7

6
∗

4

21
−

4

9
∗

18

5
.

(iii)
3

2
:

5

4
+

4

5
:

5

4
.

(iv)
4

5
:

4

25
−

8

9
:

27

16
.
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Ćwiczenie 0.8 Oblicz
1

3
z liczby 24.

Ćwiczenie 0.9 Oblicz
3

5
z liczby 50.

Ćwiczenie 0.10 Oblicz liczbȩ a ktȯrej
1

3
rȯwna jest 15.

Ćwiczenie 0.11 Ile kosztuje ksia̧żka, jeżeli
1

4
jej wartoṡci rȯwna jest 25 z l.

Ćwiczenie 0.12 Ksia̧żka ma 150 stron. Marysia przeczyta la 50 stron tej ksia̧żki. Jaka
czȩṡċ ksia̧żki zosta la Marysi do przeczytania?

Ćwiczenie 0.13 Motocyklista przejecha l 120 km. Pozosta lo motocykliṡcie do przejechania
1

5
trasy. W jak d luga̧ trasȩ wyruszy l motocyklista ?

Ćwiczenie 0.14 .
Ma ly pastuszek zauważy l leca̧ce bociany i radoṡnie krzykna̧ l chyba ich leci 100.

Starszy pastuch odpowiedzia l : leci ich dużo mniej, gdyby lecia lo ich drugie tyle i pȯ l tyle i
ċwierċ tyle i jeszcze żebyṡ ty z nimi polecia l to wtedy by loby ich razem 100.
Ile bocianȯw lecia lo po niebie ?

Obraz Bociany

Jȯzef Che lmoṅski (ur. 1849 zm. 1914)

Prof. dr Tadeusz STYŚ Warszawa, marzec 24, 2019


