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Twierdzenie Talesa. Proporcje.

Tales z Miletu (625-545 B.C) stworzy l Szko lȩ Joṅska̧ Astronomii, Matematyki
i Filozofii, ktȯra wywar la wielki wp lyw na ca la̧ cywilizacjȩ ṡwiata. Przez d lugi
okres Tales przebywa l w Egipcie, gdzie pozna l egipska̧ wiedzȩ z Astronomii,
Geometrii i Arytmetyki.

W Szkole Joṅskiej znany by l kalendarz, 365 dni w roku, okresy zaciemnienia
s loṅca i proporcje odcinkȯw wyznaczonych przez przciȩcie ramion danego ka̧ta
prosta̧. Proporcje odcinkȯw sformu lowne w Twierdzeniu Talesa, uczone sa̧ w
szko lach do wspȯ lczesnych czasȯw.

W filozofii, Tales odwo lywa l siȩ do racjonalnego poznawania przyrody i wyznawa l
istnienie dusz nieṡmiertelnych.

Tales z Miletu (625-545 B.C.)

0.0.1 Proporcje

Proporcja prosta. Wartoṡci zmiennej y sa̧ proporcjonalne do wartoṡci zmien-
nej x, jeżeli dla ustalonej wartoṡci wspȯ lczynnika proporcji k zachodzi rȯwnoṡċ

y = k ∗ x

dla wszystkich rzeczywistych wartoṡci zmiennej x.
Wtedy mȯwimy, że wartoṡci zmiennej y sa̧ wprost proporcjonalne do wartoṡci
zmiennej x.

Przyk lad 0.1 Wartoṡci zmiennej

y = 2, 4, 6, 8, 10

sa̧ wprost proporcjonalne do wartoṡci zmiennej

x = 1, 2, 3, 4, 5
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dla wspȯ lczynnika proporcji k = 2, ponieważ

y = 2x, dla x = 1, 2, 3, 4, 5

Zauważmy, że jeżeli zmienna y jest wprost proporcjonalna do zmiennej x ze
wspȯ lczynnikiem proporcji k, to zmienna x jest wprost proporcjonalna do zmi-

ennej y ze wspȯ lczynnikiem proporcji
1

k
.

Zatem, zmienna
x = 1, 2, 3, 4, 5

jest wprost proporcjonalna do zmiennej

y = 2, 4, 6, 8, 10

ze wspȯ lczynnikiem proporcji
1

2
, ponieważ

x =
1

2
y dla y = 2, 4, 6, 8, 10.

Podobnie wartoṡci zmiennej

y = 10, 20, 30, 40, 50

sa̧ wprost proporcjonalne do wartoṡci zmiennej

x = 1, 2, 3, 4, 5

dla wspolczynnika k = 10 ponieważ

y = 10 ∗ x dla x = 1, 2, 3, 4, 5.

Natoniast zmienna x jest wprost proporcjonalna do zmiennej y ze wspȯ lczynnikiem

proporcji
1

10
.

Istotnie, zmienna
x = 1, 2, 3, 4, 5

jest wprost proporcjonalna do zmiennej

y = 10, 20, 30, 40, 50

ze wspȯ lczynnikiem proporcji
1

10
, ponieważ

x =
1

2
y dla y = 20, 40, 60, 80, 100.

Proporcja odwrotna. Wartoṡci zmiennej y sa̧ odwrotnie proporcjonalne do
wartoṡci zmiennej x 6= 0, jeżeli dla ustalonej wartoṡci wspȯ lczynnika proporcji
k zachodzi rȯwnoṡċ

y =
k

x
, x 6= 0

dla wszystkich rzeczywistych wartoṡci y, jeżeli x 6= 0.
Wtedy mȯwimy, że wartoṡci y sa̧ odwrotnie proporcjonalne do wartoṡci zmi-
ennej x.
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Przyk lad 0.1 Wartoṡci zmiennej

y = 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5

sa̧ odwrotnie proporcjonalne do wartoṡci zmiennej

x = 1, 2, 3, 4, 5

dla wspȯ lczynnika proporcji k = 1, ponieważ

y =
1

x
, dla x = 1, 2, 3, 4, 5

Podobnie wartoṡci zmiennej

y = 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5

sa̧ odwrotnie proporcjonalne do wartoṡci zmiennej

x = 10, 20, 30, 40, 50

dla wspolczynnika k = 10, ponieważ

y =
10

x
dla x = 10, 20, 30, 40, 50.

W fizyce doṡwiadczalnej przewodnictwa elektrycznego pra̧du sta lego znane jest
prawo Ohma.
Prawo Ohma. Dla pra̧du sta lego natȩżenie I jest wprost proporcjonalne do
napiȩcia U i odwrotnie proporcjonalne do oporu przewodnika R.

Zatem zależnoṡċ pomiȩdzy natȩżeniem, napiȩciem i oporem prawodnika wyraża
siȩ wzorem:

I =
U

R

lub
U = R ∗ I.

Opȯr przewodnika k = R jest sta ly dla przewowdnika o ustalonej d lugoṡci i
przekroju w sta lej temperaturze.
Wtedy napıȩcie jest wprost proporcjonalne do natȩżenia

U = k ∗ I

ze wspȯ lczynnikiem proporcjonalnoṡci k = R.
Natȩżenie pra̧du mierzymy w jednostkach (A) amperach, napiȩcie (V ) w Voltach,
natomiast opȯr przewodnika mierzymy (Ω) w omach . 1

1Wszystkie jednostki pomiaru pra̧du w obwodzie elektrycznym pochodza̧ od nazwisk uczynych fizykȯw.
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Przyk lad 0.2 Opȯr żarȯwki R = 460 Ω.2 Jakie jest natȩżenie pra̧du przep lywaja̧ce
przez żarȯwkȩ, jeżeli żarȯka ta pod la̧czona zota la do napiȩcia U = 230 V ?
Zatem mamy dane:

opor : R = 460 Ω,

napiecie : U = 230 V.

Podstawiaja̧c powyższe dane obliczamy natȩżenie pra̧du z prawa Ohma

I =
U

R
,

I =
230

460
,

I = 0.5 A.

Odpowiedź: Przez żarȯwkȩ p lynie pra̧d o natȩżeniu 0.5 A ampera

Przyk lad 0.3 Oblicz opȯr przewodnika przez ktȯry p lynie pra̧d o natȩżeniu
0.2 A ampera pod napiȩciem 20 V volt.

Rozwia̧zanie.

Podstawiaja̧c dane

I = 0.2 A,

U = 20 V,

do wzoru

R =
U

I
,

obliczamy opȯr R

R =
20 V

0.2 A
,

R = 100 Ω.

Odpowiedź: Opȯr przewodnika rȯwny jest 100 Ω omȯw.
Proporcja ilorazȯw liczb. Liczby rzeczywiste a, b sa̧ proporcjonalne do liczb
rzeczywistych c, d, jeżeli ich ilorazy sa̧ rȯwne

a

b
=

c

d
, dla b 6= 0, d 6= 0.

Mnoża̧c na krzyż otrzymamy rȯwnoṡċ

a ∗ d = c ∗ b,

21 Ω =
1 V

1 A
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Przyk lad 0.4 Liczby a = 2, b = 3 sa̧ proporcjonalne do liczb c = 20, d = 30,
ponieważ ich ilorazy sa̧ rȯwne

a

b
=

c

d
,

2

3
=

20

30
.

Mamy rȯwnież
2 ∗ 30 = 3 ∗ 20 = 60.

Przyk lad 0.5 Odleg loṡċ z Warszawy do Krakowa rȯwna jest 300km. Po 2
godzinach jazdy samochȯd przejecha l 150km. U lȯż proporcjȩ i oblicz w ile
godzin samochȯd przejedzie trasȩ z Warszawy do Krakowa.

Rozwia̧zanie.

Po 2 godzinach jazdy samochȯd przejecha l 150km. W x godzin samochȯd
przejedzie ca la̧ trasȩ 300km.
Zatem mamy proporcjȩ

2

150
=

x

300
.

Ska̧d obliczamy

x =
2 ∗ 300

150
= 4.

Odpowiedź: Samochȯd przejedzie trasȩ 300 km z Warszawy do Krakowa w 4
godziny.

Przyk lad 0.6 Oblicz wartoṡċ x, jeżeli

x − 1

x + 1
=

x + 1

x + 2
, x 6= −1, x 6= −2

Rozwia̧zanie.

Mnożcac proporcjȩ na krzyż otrzymamy rȯwnanie

(x− 1)(x + 2) = (x + 1)(x + 1)

Wykonuja̧c mnożenie i upraszczaja̧c wyrazy podobne obliczamy

x2 + 2x − x − 2 = x2 + x + x + 1

x = −3

Podstawiaja̧c do proporcji x = −3 sprawdzamy, że ilorazy

−3 − 1

−3 + 1
=

−3 + 1

−3 + 2
,

−4

−2
=

−2

−1
= 2.

sa̧ rȯwne.
Zatem rozwia̧zanie x = −3 zachowuje proporcje ilorazȯw liczb −4, −2 do liczb
−2, −1.

Proporcje odcinkȯw. Proporcjȩ odcinkȯw znana̧ od ponad 2.5 tysia̧ca lat
poznajemy w formie twierdzenia Talesa
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Twierdzenie Talesa 0.1 Jeżeli ramiona ka̧ta przetniemy dwiema prostymi
rȯwnoleg lymi, to d lugoṡci odcinkȯw wyznaczonych przez te proste na jednym
ramieniu ka̧ta sa̧ proporcjonalne do d lugoṡci odcinkȯw wyznaczonych przez te
proste na drugim ramieniu ka̧ta.
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x y

prosta1

prosta2

Jeżeli prosta1 || prosta2 to :

a

b
=

c

d
, i

a

c
=

b

d
,

oraz

a

a + b
=

c

c + d
=

x

y
.

Przyk lad 0.7 Oblicz wysokoṡċ h drzewa odleg lego o 50m od punktu obserwacji
0, zaznaczonego niżej na rysunku, stosuja̧c twierdzenie Talesa, wiedza̧e, że
listwa geodezyjna l o wysokoṡci l = 1.5m jest odleg la od punktu obserwacji o
a = 2.5m
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a + b = 50

c

ba

d

l.5

h

Podstawiaja̧c dane
a = 2.5m, a + b = 50m

i wysokoṡċ listwy geodezyjnej l = 1.5m, obliczamy wysokoṡċ drzewa z proporcji

a

a + b
=

l

h
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Ska̧d obliczamy wysokoṡċ drzewa

h =
(a + b) ∗ l

a
=

50 ∗ 1.5

2.5
= 30.

Odpowiedź: wysokṡċ drzewa h = 30m.

Twierdzenie Talesa stosujemy rȯwnież w zadaniach o dzieleniu odcinka w danej
proporcji.

Przyk lad 0.8 Wykonaj konstrukcje przy pomocy cyrkla i linijki podzia lu danego
odcinka AB w stosunku 2 : 3

Rozwia̧zanie. Na ramieniu AC zaznaczamy dowolna̧ rozwartoṡcia̧ cyrkla trzy
punkty D, E i punkt C. Nastȩpnie,  la̧czymy punkt C z punktem B używaja̧c
linijki. Rysujemy rȯwnoleg le do odcinka BC przechodza̧ce przez punkty D i
E. W ten sposȯb dostajemy podzia l odcinka AB punktem F w stosunku 2 : 3,
Zatem, z twierdzenia Talesa mamy proporcje

|AF |

|AB|
=

2

3

���������������

r

r

r

b

A BF B

C

D

E

0.1 Zadania

Zadanie 0.1 Ktȯre pary wartȯṡci zmiennych x, y sa̧ wprost proporcjonalne?
jeżeli sa̧ wprost proporcjonalne podaj wspȯ lczynnik proporcjonalnoṡci.

(i) x = 1, 3, 5, 7, 9, y = 3, 9, 15, 21, 27

(ii) x = 4, 12, 20, 28, 36, y = 1, 3, 5, 7, 9

(iii) x = 10, 30, 50, 70, 90, y = 1, 3, 4, 7, 9

Zadanie 0.2 Odleg loṡċ z Warszawy do Rzymu rȯwna jest 1800km. Po 12
godzinach jazdy samochȯd przejecha l 900km. U lȯż proporcjȩ i oblicz w ile
godzin samochȯd przejedzie trasȩ z Warszawy do Rzymu.
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Zadanie 0.3 Oblicz wysokoṡċ drzewa z odleg loṡci 150m, wiedza̧c, że wysokoṡċ
listwy geodezyjnej rȯwna jest 2m i jej odleg loṡċ od punktu pomiaru 10m.

Zadanie 0.4 Wykonaj konstrukcje przy pomocy cyrkla i linijki podzia lu danego
odcinka AB w stosunku 1 : 3

A B

Zadanie 0.5 Natȩżenie w obwodzie elektrycznym rȯwne jest 5A , natomi-
ast napiȩciecie rȯwne jest 80V. Napiȩcie przy lożone do obwodu zwiȩkszono do
70V. Oblicz napiȩcie pra̧du w obwodzie i podaj ile razy zmieni lo siȩ natȩżenie
pra̧du w stosunku do wartoṡci pocza̧tkowej (zak ladamy, że obwȯd spe lnia prawo
Ohma).

Prof. dr Tadeusz STYŠ Warszawa, grudzieṅ 2018


