Twierdzenie Talesa. Proporcje.

Tales z Miletu (625-545 B.C) stworzyl Szkole Jonska Astronomii, Matematyki
i Filozofii, ktora wywarta wielki wplyw na cala cywilizacje swiata. Przez dlugi
okres Tales przebywal w Egipcie, gdzie poznal egipska wiedze z Astronomii,
Geometrii i Arytmetyki.

W Szkole Jonskiej znany byt kalendarz, 365 dni w roku, okresy zaciemnienia
stonca i proporcje odcinkow wyznaczonych przez przcigcie ramion danego kata
prosta. Proporcje odcinkow sformutowne w Twierdzeniu Talesa, uczone sa w
szkotach do wspotczesnych czasow.

W filozofii, Tales odwotywal sie do racjonalnego poznawania przyrody i wyznawat
istnienie dusz niesmiertelnych.

0.0.1 Proporcje

Proporcja prosta. Wartosci zmiennej y sa proporcjonalne do wartosci zmien-
nej z, jezeli dla ustalonej wartosci wspotczynnika proporcji k zachodzi rownosc

y=kx*xx

dla wszystkich rzeczywistych wartosci zmiennej x.
Wtedy mowimy, ze wartosci zmiennej y sa wprost proporcjonalne do wartosci
zmiennej .

Przyklad 0.1 Wartosci zmiennej
y=2,4,6,8,10
sq wprost proporcjonalne do wartosci zmiennej

r=1,2,3,4,5



dla wspotczynnika proporcji k = 2, poniewaz
y=2x, dla x=1,2,3,4,5

Zauwazmy, ze jezeli zmienna y jest wprost proporcjonalna do zmiennej x ze
wspotczynnikiem proporeyi k, to zmienna x jest wprost proporcjonalna do zmi-

ennej y ze wspotczynnikiem proporcyi

E.
Zatem, zmienna
r=1,2345
jest wprost proporcjonalna do zmiennej
y=2,4,6,8,10

1
ze wspotczynnikiem proporcyi 3 poniewaz

1
T =3y dla y=2,4,6,8,10.

Podobnie wartosci zmiennej
y = 10, 20, 30, 40, 50
sq wprost proporcjonalne do wartosci zmiennej
r=1,2,3,4,5
dla wspolczynnika k = 10 poniewaz
y=10xz dla x=1,2,3,4,5.
Natoniast zmienna x jest wprost proporcjonalna do zmiennej y ze wspotczynnikiem
proporcji 10

Istotnie, zmienna
r=1,2,3,4,5

jest wprost proporcjonalna do zmiennej
y = 10, 20, 30, 40, 50

1
ze wspolczynnikiem proporcji 0’ poniewaz

1
T = iy dla 1y = 20,40, 60, 80, 100.

Proporcja odwrotna. Wartosci zmiennej y sa odwrotnie proporcjonalne do
wartosci zmiennej x # 0, jezeli dla ustalonej wartosci wspolczynnika proporcji
k zachodzi rownose .

y=- l’?éo
T

dla wszystkich rzeczywistych wartosci y, jezeli x # 0.
Wtedy mowimy, ze wartosci y sa odwrotnie proporcjonalne do wartosci zmi-
ennej x.



Przyklad 0.1 Wartosci zmiennej

y=1,
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sq odwrotnie proporcjonalne do wartosci zmiennej
r=1,2,3,4,5

dla wspotczynnika proporcji k = 1, poniewaZz
y=—, dla x=1,2,3,4,5
x

Podobnie wartosci zmiennej

y=1,
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sq odwrotnie proporcjonalne do wartosci zmiennej
x =10, 20, 30, 40, 50

dla wspolczynnika k = 10, poniewaz

Y= 133—0 dla x = 10,20, 30, 40, 50.
W fizyce doswiadczalnej przewodnictwa elektrycznego pradu stalego znane jest
prawo Ohma.
Prawo Ohma. Dla predu statego natezenie I jest wprost proporcjonalne do
napiecia U i odwrotnie proporcjonalne do oporu przewodnika R.
Zatem zaleznos¢ pomiedzy natezeniem, napieciem i oporem prawodnika wyraza
sie wzorem:

[=—=
R

lub
U=R=x]I.

Opor przewodnika k = R jest staly dla przewowdnika o ustalonej dtugosci i
przekroju w stalej temperaturze.
Wtedy napiecie jest wprost proporcjonalne do natezenia

U=FkxlI

ze wspolczynnikiem proporcjonalnosci k = R.
Natezenie pradu mierzymy w jednostkach (A) amperach, napiecie (V') w Voltach,
natomiast opor przewodnika mierzymy () w omach . !

IWszystkie jednostki pomiaru pradu w obwodzie elektrycznym pochodza od nazwisk uczynych fizykow.



Przyklad 0.2 Opor zarowki R = 460 Q.2 Jakie jest natezenie produ przeplywajgce
przez zarowke, jezeli zaroka ta podtgczona zotala do napiecia U =230V ¢
Zatem mamy dane:

opor : R =460 €,

napiecie : U=230V.

Podstawiajge powyzsze dane obliczamy natezenie pradu z prawa Ohma

U
1=
230
=
[1=05 A

Odpowiedz: Przez zarowke plynie prad o natezeniu 0.5 A ampera

Przyklad 0.3 Oblicz opor przewodnika przez ktory plynie prod o natezeniu
0.2 A ampera pod napieciem 20 V' wvolt.

Rozwiazanie.
Podstawiajac dane
I=02A,
U=20V,
do wzoru
U
R=—
I )
obliczamy opor R
20V
024
R =100 .

Odpowiedz: Opor przewodnika rowny jest 100 €2 omow.
Proporcja ilorazow liczb. Liczby rzeczywiste a, b sa proporcjonalne do liczb
rzeczywistych c, d, jezeli ich ilorazy sa rowne

a c
- = — l .
2 , dla b#£0, d#0

Mnozac na krzyz otrzymamy rownosc

axd=cxb,
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Przyklad 0.4 Liczby a = 2, b = 3 sq proporcjonalne do liczb ¢ = 20, d = 30,
poniewaz ich ilorazy sq rowne

c 2 20
b d 3 30
Mamy rowniez
2% 30 = 3 %20 = 60.

Przyklad 0.5 Odlegtos¢ z Warszawy do Krakowa rowna jest 300km. Po 2
godzinach jazdy samochod przejechat 150km. Uloz proporcje i oblicz w ile
godzin samochod przejedzie trase z Warszawy do Krakowa.

Rozwiazanie.
Po 2 godzinach jazdy samochod przejechal 150km. W z godzin samochod
przejedzie cata trase 300km.

Zatem mamy proporcje
2 T

150 300
Skad obliczamy
2 % 300
Tr = =
150
Odpowiedz: Samochod przejedzie trase 300 km z Warszawy do Krakowa w 4

godziny.

Przyklad 0.6 Oblicz wartosé x, jezel
r—1 x+1
r+1  x42

x# =1, x# -2

Rozwiazanie.

Mnozcac proporcje na krzyz otrzymamy rownanie
(x—1)(x4+2)=(z+1)(z+1)

Wykonujac mnozenie i upraszczajac wyrazy podobne obliczamy

P4+ —rx—-2=2>4r4+2+1

rT=-3
Podstawiajac do proporcji x = —3 sprawdzamy, ze ilorazy
-3-1_ -3+1 —_4_—_2_2
-3+1 -=-3+2’ -2 -1 '
sa rowne.
Zatem rozwiazanie x = —3 zachowuje proporcje ilorazow liczb —4, —2 do liczb
2, —1.

Proporcje odcinkow. Proporcje odcinkéw znana od ponad 2.5 tysiaca lat
poznajemy w formie twierdzenia Talesa



Twierdzenie Talesa 0.1 Jezeli ramiona kgta przetniemy dwiema prostymi
rownolegtymi, to dlugosci odcinkow wyznaczonych przez te proste na jednym
ramieniu kgta sq proporcjonalne do dtugosci odcinkow wyznaczonych przez te
proste na drugim ramieniu kgta.

Jezeli prosta || prostas to :

a+b:c+d:y'

Przyklad 0.7 Oblicz wysokosé h drzewa odlegtego o 50m od punktu obserwacji
0, zaznaczonego nizej na rysunku, stosujgc twierdzenie Talesa, wiedzge, Ze
listwa geodezyjna | o wysokosci | = 1.5m jest odlegla od punktu obserwacji o
a=2.5m

Podstawiajac dane
a=25m, a+b=>50m
i wysokos¢ listwy geodezyjnej [ = 1.5m, obliczamy wysokos¢ drzewa z proporcji

a l

a+b h



Skad obliczamy wysokos¢ drzewa

(a+b)x1 50%1.5
a 25
Odpowiedz: wysoksc¢ drzewa h = 30m.

Twierdzenie Talesa stosujemy rowniez w zadaniach o dzieleniu odcinka w danej
proporcji.

h = 30.

Przyklad 0.8 Wykonaj konstrukcje przy pomocy cyrkla @ linigki podziatu danego
odcinka AB w stosunku 2 : 3

Rozwiazanie. Na ramieniu AC zaznaczamy dowolng rozwartoscig cyrkla trzy
punkty D, E 1 punkt C'. Nastepnie, tgczymy punkt C' z punktem B uzywajgc
linygki. Rysujemy rownolegte do odcinka BC' przechodzgce przez punkty D 1
E. W ten sposob dostajemy podziat odcinka AB punktem F w stosunku 2 : 3,
Zatem, z twierdzenia Talesa mamy proporcje

|AF| 2

|AB| 3

0.1 Zadania

Zadanie 0.1 Ktore pary wartésci zmiennych x,y sg wprost proporcjonalne?
jezeli sq wprost proporcjonalne podaj wspotczynnik proporcjonalnosci.

(1) +=1,3,57,9, y=3,9,15,21,27
(1i) ©=4,12,20,28,36, y=1,3,5,7,9
(1i1) x =10,30,50,70,90, y=1,3,4,7,9
Zadanie 0.2 Odlegtos¢ z Warszawy do Rzymu rowna jest 1800km. Po 12

godzinach jazdy samochod przejechat 900km. Uloz proporcje i oblicz w ile
godzin samochod przejedzie trase z Warszawy do Rzymu.



Zadanie 0.3 Oblicz wysokosé drzewa z odleglosci 150m, wiedzqgc, Ze wysokosé
listwy geodezyjnej rowna jest 2m i jej odleglosc od punktu pomiaru 10m.

Zadanie 0.4 Wykonaj konstrukcje przy pomocy cyrkla i linijki podziatu danego
odcinka AB w stosunku 1 :3

A B

Zadanie 0.5 Natezenie w obwodzie elektrycznym rowne jest bA , natomi-
ast napieciecie rowne jest 80V. Napiecie przyloZone do obwodu zwiekszono do
70V. Oblicz napiecie predu w obwodzie i podaj ile razy zmienito sie natezenie
pradu w stosunku do wartosci poczgtkowej (zakladamy, ze obwod spetnia prawo
Ohma).

Prof. dr Tadeusz STYS Warszawa, grudzien 2018



