Geometria przestrzenna.
Stereometria

0.1 Graniastostupy

Graniastostup to wieloscian, ktorego dwie Sciany, zwane podstawami, sa przystajcymi
wielokatami lezacymi w plaszczyznach réwnoleglych, a pozostate Sciany sa
rownoleglobokami. Wsréd graniastostupéw, wyrdzniami graniastostupy proste,

w tym prostopadtosciany i graniastostupy pochyte.

Nizej na rysunku mamy graniastostup prosty o podstawie trojkata oraz grani-
astostup prosty - prostopadloscian o podstawie prostokata

Granistostup o podsawie trojkgta Granistostup o podsawie prostokqta

Pole powierzchni calkowitej granistoslupa o podstawie wielokata sklada sie
pola podstawy dolnej i podstawy gornej, to znaczy z wielokatow przystajacych
o rownych odpowiednich bokach.

Na przyktad, obliczmy pole powierzchni catkowitej graniastostupa o podstawie
trojkata rownobocznego

a*v/3 B a*\/3

Ppole podstawy dolnej i gornej trojkata rownobocznego — 2 % 4 9

pole powierzchni bocznej o wysokosci h graniastostupa

Ppole powierzchni bocznej — 3xaxh

Skad obliczamy pole caltkowitej powierzchni graniastostupa o podstawie trojkata



rownobocznego

2
3
PC:¥—I—3*h*a.

Objetosé graniastostupa o podstawie trojkata rownobocznego o boku a rowne
jest pole podstawy razy wysokosc h
a?v/3
4

Natomiast objetos¢ graniastostupa o podstawie trojkata o bokach a,b,c, ze
wzoru Herona, rowne jest pole podstawy razy wysokosc h

VeVl ap-hp-ah  p= T

pole podstawy

V. = x h

polowa obwodu podstawy

Graniastostup pochyty o podstawie trojkgta i prostokgta

Pole powierzchni catkowitej graniastostupow pochytychiich objetosc obliczamy
podobnie jak graniastostupow prostych.

0.2 Bryly platonskie

Wsrod wieloscianow wyrozniamy bryly platonskie, ktorych wszystkie sciany sa
figurami foremnymi, to znaczy maja wszystkie boki i wszystkie katy rowne. Od
czasow Euklidesa wiadomo, ze figur platonskich w przestrzeni jest doktadnie

piec.

e czworoscian foremny, ktorego cztery Scieny sa trojkatami rownobocznymi



e szescian foremny, ktorego wszystkie szesc¢ scian sa kwadratami
e oSmioscian foremny, ktorego wszystkie osiem scian sa trojkatami rownobocznymi

e dwunastscian foremny, ktorego wszystkie dwanascie scian sa pieciokatami
foremnymi

e dwudziestoscian foremny, ktorego wszystkie dwadziescia scian sa trojkatami
rownobocznymi

0.2.1 Czworoscian foremny

Powierzchnia czworoscianu foremnego sktada sie z czterech Scian, ktore sa
trojkatami rownobocznymi o boku a.

C

0
A a B

Czworoscian foremny o krawedzi a

Pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego o krawedzi a sktada sie z
pola czeterech trojkatow rownobocznych o bokach a.

2
3
“f:a%.

Ppole powierzchni calkowitej —— 4 *
Objetos¢ czworoscianu foremnego, jak kazdego ostrostupa, rowna jest iloczynowi

3 wysokosci H czworoscianu razy pole podatstawy. Pole podstawy to jest pole
trojkata rownobocznego

a*\/3

Ppole podstawy — 4

Zatem objetosc¢ czworoscianu foremnego

1 23 2V3
V=-Hx a’v3 _ 2 V3
3 4 12
Teraz zajmiejmy sie obliczeniem wysokosci H. Otoz, wysokos¢c H obliczymy z
trojkata prostokatnego A OBC'. Mianowicie, z twierdzenia Pitagorasa mamy

|OC|* = [BCP? — |OBJ?,

* H

0C| = H, |BC|=a,

203 _ av3

OB| =
||32 3



Skad obliczamy

2
H=ay\=
\/;
Zatem, objetos:c czworoscianu foremnego

1 /2 a2V3 &
Y _ Y
Vi=39/3* 12‘[

0.2.2 Szescian foremny

Szescian foremny jest prostopadioscianem, ktéry ma wszystkie szesé $cian
kwadratami o boku a.

Szescian foremny o krawedzi a

Latwo obliczamy

Pole powierzchni calkowitej szescianu P, = 6a>.

Objetosc szescianu V =a’.
Przekatna podstawy d, = av/2.
Przekatna szescianu d=aV3.

Przykiad 0.1 Dla szescianu o boku a = 4, oblicz
(i) pole catkowitej powierzchni szeScianu,

(ii) objetosé szescianu.



(iii) przekgtng podstawy szescianu.
(iv) przekgtna sze$cianu.
Rozwiazanie. Podstawiajac do wzoréw, obliczamy
(i) pole calkowitej powierzchni szescianu P, = 6a? = 6 * 42 = 96,
(ii) objetos¢ szescianu V, = a® = 43 = 64.
(iii) przekatna podstawy szescianu d, = av/2 = 4v/2.
(iv) przekatna szescianu d = a3 = 44/3.
Zadanie 0.1 Dla szescianu o boku a =5, oblicz
(i) pole calkowitej powierzchni szescianu,
(ii) objetosé szeScianu.
(iii) przekgtng podstawy szescianu.

(iv) przekgtna sze$cianu.

0.2.3 Osmioscian foremny

Trzecia bryta platonska jest osSmioscian foremny, ktorego osiem Scian sa trojkatami

rownobocznymi o boku a.

Pole powierzchni catkowitej osmioscianu foremnego o krawedzi a rowne jest 8

razy pole trojkata rownobocznego o boku a

2
a \/§ 9
Ppole powierzchni calkowitej — 8 * = 2a \/g
4 S——
P



Objetos¢ osmioscianu foremnego o krawedzi a rowne jest 2 razy objetoSc os-
trostupa o podstawie kwadratu o boku a i wysokosci h =

1
‘/Objetosc =2x _a2h =2% —qg°— =

0.2.4 Dwunastoscian foremny

Czwarta bryta platonska jest dwunastoscian foremny, ktorego dwanascie scian
to sa pieciokaty rownoboczne o boku a.

Powierrzchnia catkowita dwunastoscianu foremnego rowna jest dwanascie razy
pole pieciokata foremnego

2
N
Ppole powierzchni calkowitej — 12 % 4 = 3a \/g
P

Objetos¢ dwunastoscianu foremnego

3
V= %(15 +7V/5)

0.2.5 Dwudziestoscian foremny

Piata bryta platonska jest dwundziestoscian foremny, ktorego dwadziescia Scian
to sa trojkaty rownoboczne o boku a.




Powierrzchnia catkowita dwunastoscianu foremnego rowna jest dwanascie razy
pole pieciokata foremnego

2
3
a4 \/_ :5a2\/§
4 P

Ppowierzchm’a calkowita =— 20 *

Objetos¢ dwundziestoscianu foremnego o krawedzi a

b}
‘/;bjetosc dwudziestoscianu foremnego — Eas(\/g + \/g)

v

0.3 Ostrostupy

Ostrostupem nazywamy wieloscian, ktorego podstawa jest dowolny wielokat
a Sciany boczne sa tréojkami o wspdlnym wierzchotku. Wsérdod ostrostupéw
wyrozniamy ostrostupy foremne, ktérych podstawa jest wielokad foremny i
spodek wysokosci lezy w srodku okregu opisanego na podstawie ostrostupa.
0.3.1 Ostrostup prawidlowy o podstawie kwadratu
Oznaczenia:

e a bok kwadratu w podstawie ostrostupa

e H wysokos¢ ostrostupa

e h wysokos$é¢ sciany bocznej ostrostupa

[ krawedZ boczna ostrostupa

P, pole podstawy ostrostupa

Py pole $ciany bocznej ostrostupa

P, pole powierzcni catkowitej ostrostupa
e VV objetosé¢ ostrostupa

Pole podstawy ostrostupa foremnego rowna sie polu kwadratu o boku a
P, =d%

Pole pobocznicy ostrostupa foremnego P, réwne jest polu czterech trojkatéw
rownoramiennych o podstawie a i wysokosci h. Natomiast, pole Sciany bocznej
ostrostupa Py rowne jest polu tréjkata réwnoramiennego o podstwie a i wysokosci

h.
P, —la*h
0= 75 .



Wysoksé $ciany bocznej wyrazamy w zaleznosci od boku a i krawedzi [. Mi-
anowicie, z twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysokos¢

2 1
W= = (5P h=\[P=T, h=3VAP—d

Wtedy pole sciany bocznej

1
Py = 1 x V412 — a2

Pole catkowitej powierzchni ostrostupa réwne jest polu czterech tréjkatow w
podstawie o boku a plus pola cztery trojkatéw rownoramiennych o podstawie
a i ramionach [.

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa foremnego

P.=a*+4P), P.=d*>+aVAal2—a2

pole powierzchni

i objetos¢ ostrostupa foremneg

0.3.2 Ostrostup foremny o podstawie szesciokata foremnego
Oznaczenia:

e a bok szesciokata w podstawie ostrostupa

e H wysokos¢ ostrostupa

e h wysokos$é¢ sciany bocznej ostrostupa

[ krawedzZ boczna ostrostupa

P, pole podstawy ostrostupa

Py pole $ciany bocznej ostrostupa

P, pole powierzcni catkowitej ostrostupa



e VV objetosé¢ ostrostupa

Jasne, ze pole podstawy ostrostupa foremnego réwna sie polu P, szesciokata

foremnego o boku a
a*v/3 _ 3a2v/3
4 2
Pole pobocznicy ostrostupa foremnego P, réwne jest polu szesciu trojkatéw
réwnoramiennych o podstawie a i wysokosci h. Pole $ciany bocznej ostrostupa
Py réwne jest polu tréjkata rownoramiennego o podstwie a i wysokosci h.

1
Py = —axh.
2

P, =6

Wysoksé $ciany bocznej wyrazamy w zaleznosci od boku a i krawedzi [. Mi-
anowicie, z twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysokos¢

2 1
W2=12—(2)2 h=|I2- —“4 L h=3VAP =@,
Wtedy pole $ciany bocznej

1
Py = 1 x V412 — a2

Pole catkowitej powierzchni ostrostupa réwne jest polu sze$ciokata foremnego
w podstawie o boku a plus pola sze{sciu tréjkatéw réwnoramiennych o pod-
stawie a i ramionach (.

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa foremnego

3a2v/3 6 3
P.= P, + 6P, P = —av4l2 — a2 P = Z[d? 412 — q?].
+ 65, 5 70 I?—a Q[a\/§+a\/l a?

pole powierzchni

i objetos¢ ostrostupa foremnego

* H

{w

objetosc V
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0.4 Bryly Obrotowe

Wsréd bryl obrotowych wyrézniamy walec, stozek i kule.

0.4.1 Walec

Walec powstaje z obrotu prostokata wokoét jednego z jego bokdéw. Prosty
ksztalt walca prowadzi do oczywistych wzoréw na jego catkowita powierzchnie
i objetosc.

Dg  E . C
h
= S D R s
A S — B

Powierzchnia catkowita P, walca sklada sie z pola podstawy dolnej S = mr?,
podstawy gornej S = 7r? oraz powierzchni bocznej P, = 27rh i wyrazona jest
przez promien r i wysokosé h.

Ppowierzchm'a calkowita — 2 % 7TT2 + 2nrh = 27TT(T + h’) :

—_———
P
i objetos¢ walca
V =nr®h.

0.4.2 Stozek

Stozek powstaje z obrotu trojkata prostokatnego wokdét jednej z jego przypros-
tokatnych.




Ozﬁaczenia:
e r promien podstawy stozka
e [ tworzaca stozka
e h wysoks¢ stozka
e [ powierzchna boczna stozka
e . powierzchnia catkowita stozka
e VV objetosé¢ stozka
Obliczamy
e powierzchnia podstawy S = 772,
e powierzchna boczna stozka P, = 27r |

e powierzchnia catkowita stozka P. = 7r(r + h)

1
e objetos¢ stozka §7T7’2h.

0.4.3 Kula

4
Kula o promieniu r ma powierzchnie P = 4772 i objetoé¢ V = §7r7’3
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Prof. dr Tadeusz STYS Warszawa, 8 marzec, 2019.
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