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Punkty, wektory, proste i p laszczyzny

w przestrzeni kartezjaṅskiej R
3

trzy wymiarowej

0.1 Punkty

Po lożenie figur geometrycznych i ich kszta lt w przestrzeni kartezjaṅskiej okreṡlone
sa̧ przez ich wspȯ lrzȩdne
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Przestrzeṅ kartezjaṅska n = 3

W uk ladzie wspó lrzȩdnych kartezjańskich x1, x2, x3 punkt

p = (p1, p2, p3)

ma wspó lrzȩdne
x1 = p1, x2 = p2, x3 = p3.

0.2 Operacje arytmetyczne na punktach.

Suma. Suma punktȯw

a = (a1, a2, a3), i b = (b1, b2, b3)

jest punktem

c = (c1, c2, c3) = a + b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3)

o wspȯ lrzȩdnych rȯwnych sumie wspȯ lrzȩdnych punktȯw a i b.

Zatem wspȯ lrzȩdne

c1 = a1 + b1, c2 = a2 + b2, c3 = a3 + b3.

Rȯżnica. Podobnie rȯżnica punktȯw a i b jest punktem

d = (d1, d2, d3)
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o wspȯ lrzȩdnych rȯwnych rȯżnicy wspȯ lrzȩdnych punktȯw a i b.

d = a − b = (a1, a2, , a3) − (b1, b2, b3) = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3).

Zatem wspȯ lrzȩdne

d1 = a1 − b1, d2 = a2 − b2, d3 = a3 − b3.

Mnożenie punktu przez liczbȩ. Mnoża̧c punkt a = (a1, a2, a3) przez liczbȩ
−∞ < t < ∞ mnożymy każda̧ wspȯ lrzȩdnȩ punktu przez liczbȩ t

p = t ∗ a = t ∗ (a1, a2, , a3) = (t ∗ a1, t ∗ a2, t ∗ a3).

Zatem iloczyn punktu przez liczbȩ jest równy punktowi p = (p1, p2, p3) o
wspó lrzcednych

p1 = t ∗ a1, p2 = t ∗ a2, p3 = t ∗ a3.

Przyk lad 0.1 Niech dane bȩda̧ punkty

a = (2,−3, 4), b = (2,−1, 3).

Oblicz
(i) a + b, (ii) a − b, (iii) 2 ∗ a + 3 ∗ b.

Rozwia̧zanie. Obliczamy punkt c = (c1, c2, c3) rȯwny sumie punktȯw a i b

(i) c = a + b = (2,−3, 4) + (2,−1, 3)

= (2 + 2,−3 − 1, 4 + 3)

= (4,−4, 7),

Ska̧d wspȯ lrzȩdne punktu c = (c1, c2, c3)

c1 = 4, c2 − 4, c3 = 7.

(ii) Oblicz rȯżnicȩ punktȯw a i b.

Obliczamy punkt d = (d1, d2, d3) rȯwny rȯżnicy punktȯw a i b

d = a − b = (2,−3, 4) − (2,−1, 3)

= (2 − 2,−3 − (−1), 4 − 3)

= (0,−2, 1).

Ska̧d wspȯ lrzȩdne punktu d = (d1, d2, d3)

d1 = 0, d2 = −2, d3 = 1.
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(iii) Oblicz kombinacjȩ liniowa̧

2 ∗ a + 3 ∗ b

punktȯw a i b.

Obliczamy punkt e = (e1, e2, e3) rȯwny kombinacji liniowej punktȯw a i b

e = 2 ∗ a + 3 ∗ b = 2 ∗ (2,−3, 4) + 3 ∗ (2,−1, 3)

= (2 ∗ 2, 2 ∗ (−3) + 2 ∗ 4, 3 ∗ 2, +3 ∗ (−1) + 3 ∗ 3)

= (10,−9, 17),

Ska̧d wspȯ lrzȩdne punktu e = (e1, e2, e3)

e1 = 10, e2 = −9, e3 = 17.

0.3 Wektory

Podobnie jak w przestrzeni kartezjaṅskiej dwuwymiarowej, w przestrzni kartezjaṅskiej
trzy wymiarowej wyrȯżniamy wektory zwia̧zane i wektory swobodne. 1

Wektor zwia̧zany o pocza̧tku w punkcie

a = (a1, a2, a3)

i koṅcu w punkcie
b = (b1, b2, b3)

jako uporza̧dkowana para punktȯw oznaczamy symbolem

~ab = [b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3].

Na przyk lad, na rysunku wektor ~ab = [8, 3, 8] jest zwia̧zany z pocza̧tkiem w
punkcie

a = (0, 0, 0)

i z koṅcem w punkcie
b = (8, 3, 8).

1Temat: Wektory w przestrzeniach kartezjaṅskich jedodnowymiarowych, dwuwymiarowych i trzy wymi-

arowych jest jest dostȩpny na stronie Heliantus.pl pod zak ladka̧ Matematyka/Proseminarium.
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Zwrot wektora ~AB jest zaznaczony na rysunku strza lka̧.
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Przestrzeṅ kartezjaṅska n = 3. Wektor ~v = [8, 3, 8].

Ogȯlnie, d lugoṡċ wektora ~v = [v1, v2, v3]] oznaczona symbolem ||~v|| i rȯwna
jest

||~v|| =
√

v2
1 + v2

2 + v2
3.

W przypadku wektora ~v = [8, 3, 8] jego d lugoṡċ

||~v|| =
√

82 + 32 + 82 =
√

137.

Zauważmy, że jeżeli wektor ~v = [v1, v2, v3] pomnożymy przez liczbȩ α to d lugoṡċ
wektora

α ∗ ~v = |α| ∗ ||~v.

Istotnie wektor ~v = [v1, v2, v3] mnożymy przez liczbȩ α pomnoża̧c każda̧ jego
wspȯ lrzȩdnȩ przez α

α~v = [α ∗ v1, α ∗ v2, α ∗ v3].

Wtedy d lugoṡċ wektora α ∗ ~v rȯwna jest

||α~v|| =
√

α2 ∗ v2
1 + α2 ∗ v2

2 + α2v2
3 = |α| ∗ ||~v||.

Na przyk lad, pomnȯżmy wektor ~v = [8, 3, 8] przez liczbȩ α = 3. Wtedy d logoṡċ
wektora

3~v = [3 ∗ 8, 3 ∗ 3, 3 ∗ 8]

rȯwna jest

||α~v|| =
√

32 ∗ 82 + 32 ∗ 32 + 3282 =
√

82 + 32 + 82 = 3 ∗
√

137.

0.3.1 Wersory

W prostoka̧tnym uk ladzie wspȯ lrzȩdnych w 3-wymiarowej przestrzeni kartezjaṅskiej
wyrȯżniamy nastȩpuja̧ce wektory zwane wersorami osi

~i = [1, 0, 0], ~j = [0.1, 0], ~k = [0, 0, 1].
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Zatem, wersory maja̧ kierunek i zwrot odpowiednich osi uk ladu wspȯ lrzȩdnych.
D lugoṡċ każdego wersora

||~i|| =
√

12 + 02 + 02 = 1, ||~j|| =
√

02 + 12 + 02 = 1, ||~k|| =
√

02 + 02 + 12 = 1

jest rȯwna 1.
Zauważmy, że każdy wektor ~v = [v1, , v2, v3] w przestrzni kartezjaṅskiej możemy
przedstawiċ jako kombinacjȩ liniowa̧ wersorȯw osi

~v = v1
~i + v2

~j + v3
~k.

Rzeczywiṡcie, obliczamy kolejne sk ladniki powyższej sumy wektorȯw

v1 ∗~i = v1 ∗ [1, 0, 0] = [1 ∗ v1, 0 ∗ v1, 0 ∗ v1] = [v1, 0, 0],

v2 ∗~j = v2 ∗ [0, 1, 0] = [0 ∗ v2, 1 ∗ v2, 0 ∗ v2] = [0, v2, 0],

v3 ∗ ~k = v3 ∗ [0, 0, 1] = [0 ∗ v3, 0 ∗ v3, 1 ∗ v3] = [0, 0, v3].

Ska̧d wektor

~v = v1
~i + v2

~j + v3
~k = [v1, 0, 0, ] + [[0, v2, 0] + [0, 0, v3] = [v1, v2, v3]

Niżej na rysunku wektor ~v = [2, 2, 2] przedstawiony jest jako kombinacja lin-
iowa wersorȯw

~v = 2 ∗~i + 2 ∗~j + 2 ∗ ~k
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Wektor ~v = 2 ∗~i + 2 ∗
~j + 2 ∗

~k

Wektor swobodny. Pojȩcie wektora swobodnego w przestrzeni kartezjaṅskiej
nie zależy od wymiaru przestrzeni. Podobnie jak w przestrzeni dwuwymi-
arowej, wektor swobodny definiujemy korzystaja̧c z relacji rȯwnoważnoṡci.

Definition 0.1 Dwa wektory zwia̧ne ~ab i ~cd o pocza̧tkach w punktach a, c i o
koṅcach w punktach b, d sa̧ rȯwnoważne piszemy

~ab ≡ ~cd
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wtedy i tylko wtedy, jeżeli maja̧ ta̧ sama̧ d lugoṡċ

||~ab|| = ||~cd||,
ten sam kierunek i ten sam zwrot.

Podobnie jak w przestrzeni kartezjaṅskiej dwuwymiarowej wektor swobodny
rozumiemy w sensie definicji

Definition 0.2 Wektorem swobodnym nazywamy klasȩ wektorȯw rȯwnoważnych.

0.3.2 Dodawanie i odejmowanie wektorȯw.

Rozpatrzmy dwa wektory swobodne

~v = [v1, v2, v3], ~w = [w1, w2, w3].

Suma̧ wektorȯw

~v = [v1, v2, v3] i ~w = [w1, w2, w3]

jest wektor ~s o wspȯ lrzȩdnych rȯwnej sumie wspȯ lrzȩdnych

~s = ~v + ~w = [v1, v2, v3] + [w1, w2, w3] = [v1 + w1, v2 + w2, v3 + w3].

Na przyk lad, suma̧ wektorȯw

~v = [4, 2, 1], i ~w = [2,−1, 3]

jest wektor
Suma ~s = [4, 2, 1] + [2,−1, 3] = [6, 1, 4].

Rȯżnica̧ wektorȯw ~v i ~w jest wektor

~s = ~v − ~w = [v1, v2, v3] − [w1, w2, w3] = [v1 − w1, v2 − w2, v3 − w3].

Na przyk lad, rȯżnica̧ wektorȯw

~v = [4, 2, 1], i ~w = [2,−1, 3]

jest wektor
~s = [4, 2, 1] − [2,−1, 3] = [2, 3,−2].

0.3.3 Iloczyn skalarny wektorȯw.

Jednym z wielu istotnych pojȩċ w Geometri Kartezjaṅskiej jest iloczyn skalarny
wektrȯw, swobodnych lub zwia̧zanych. 2

D lugoṡċ, kierunek, zwrot i iloczyn skalarny wektorȯw nie zależa̧ od ich po lożenia
w przestrzeni kartezjaṅskiej.

2W matematyce wyższej pojȩcie iloczynu skalarnego odnosi siȩ nie tylko do wektorȯw w przestrzeniach

kartezjaṅskich, odnosi siȩ rȯwnież do funkcji i abstrakcyjnych obiektȯw w przestrzeniach Hilberta.
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Definition 0.3 Iloczyn skalarny wektora

~v = [v1, v2, v3]

przez wektor
~w = [w1, w2, w3]

jest liczba̧
(~v, ~w) = v1 ∗ w1 + v2 ∗ w2 + v3 ∗ w3.

Na przyk lad, obliczamy iloczyn skalarny wektora

~v = [2, 3, 2]

przez wektor
~w = [−1, 2, 3]

rȯwny jest
(~v, ~w) = 2 ∗ (−1) + 3 ∗ 2 + 2 ∗ 3 = 10.

Zauważmy, że wynik iloczynu skalarnego wektorȯw już nie jest wektorem.
Mȯwimy wtedy, że operacja mnożenia skalarnego wektorȯw wyprowadza poza
zbiȯr jej argumentȯw.
Iloczyn skalarny wektorȯw prostopad lych jest rȯwny zero. Niżej podajemy
warunek konieczny i dostateczny prostopad loṡci wektorȯw w formie nastȩpuja̧cego
twierdzenia

Twierdzenie 0.1 Wektory ~v i ~w sa̧ prostopad le wtedy i tylko wtedy, jeżeli ich
iloczyn skalarny

(~v, ~w) = v1 ∗ w1 + v2 ∗ w2 + v3 ∗ w3 = 0.

jest rȯwny zero

Dowȯd powyższego twierdzenia jest taki sam jak twierdzenia w przestrzeni
kartezjaṅskiej dwuwymiarowej, ktȯry jest podany w temacie: Przestrzenie
kartezjaṅskie.

0.3.4 Parametryczne równanie prostej w przestrzeni R3

Proste operacje na punktach i wektorach w przestrzeni prowadza̧ do parame-
trycznego określenia równania prostej.
Mianowicie, rozpatrzmy dwa punkty

a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), i wektor
−→
ab = b − a.

Wtedy  latwo piszemy równanie parametryczne prostej L przechodza̧cej przez
punkty a i b

L(t) = a + b ∗ t, −∞ < t < ∞.



8

Zauważmy, że jeżeli parametr t zmienia siȩ od 0 do 1, 0 ≤ t ≤ 1 to punkt
L(t) porusza siȩ wzd luż odcinka [a, b].
Zatem mamy

dla t = 0, L(0) = a, dla t = 1, L(1) = b.

Natomiast, jeżeli parametr t zmiania siȩ od minus nieskoṅczonoṡci do plus
nieskoṅczonoṡci −∞ < t < ∞ to punkt L(t) przebiega ca la̧ prosta̧ L.
Parametryczne równanie prostej, wyrażamy również w terminach danych punktów

a i b przez ich rȯżnicce. Ponieważ wektor
−→
ab = b − a, to równanie parame-

tryczne prostej przechodza̧cej przez punkty a i b ma nastȩpuja̧ca̧ postać:

L(t) = a + (b − a) ∗ t, −∞ < t < ∞.

lub
L(t) = a(1 − t) + b ∗ t, −∞ < t < ∞.

lub
L(t) = a + ~v t, dla ~v = b − a, −∞ < t < ∞.

Przyk lad 0.2 Napisz parametryczne równanie prostej

(i) o pocza̧dku w punkcie a = (1, 2,−1) i kierunku wektora −→a = (2,−1, 4)

(ii) przechodza̧cej przez punkty a = (1,−1, 2) i b = (2, 1, 2)

Rozwia̧zanie.

(i) Podstawiamy dane:

1. punkt a = (1,−1, 2) i wektor
−→
ab = (2,−1, 4) do ogólnego równania

L(t) = a +
−→
ab ∗ t = (1,−1, 2) + t ∗ (2,−1, 4)

= (1 + 2t,−1 − t, 2 + 4t).

Odpowiedź: L(t) = (1 + 2t,−1 − t, 2 + 4t), −∞ < t < ∞.

(ii) Podstawiamy dane: punkt a = (1,−1, 2) i punkt b = (2, 1, 2) do ogólnego
równania

L(t) = a ∗ (1 − t) + b ∗ t = (1 − t)(1,−1, 2) + t ∗ (2,−1, 4)

= ((1 − t) + 2t, (1 − t) − t, 2(1 − t) + 4t)

= (1 + t, 1− 2t, 2 + 2t).

Odpowiedź: L(t) = (1 + t, 1− 2t, 2 + 2t), −∞ < t < ∞.
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0.4 P laszczyzna w przezstrzeni R3.

Równanie p laszczyzny w uk ladzie wspó lrzȩdnych x, y, z jest określone nastȩpuja̧a̧
zależnościa̧ liniowa̧ tych zmiennych

Ax + By + Cz + D = 0,

gdzie wspó lczynniki A, B, C, D określaja̧ po lożenie p laszczyzny w uk ladzie
wspó lrzȩdnych x, y, z. Zak ladamy, że nie wszystkie wspȯ lczynniki A, B, C

znikaja̧ jednocześnie, to znaczy A2 + B2 + C2 > 0.

Przyk lad 0.3 Wspó lczynniki p laszczyzny

x + y + z = 0

sa̧ A = 1, B = 1, C = 1, D = 0.

Zauważmy, że ta p laszczyzna przechodzi przez pocza̧tek uk ladu wspó lrzȩdnych
(0, 0, 0), gdyż ten punkt spe lnia jej równanie 0 + 0 + 0 = 0. Ta p laszczyzna
przecina p laszczyznȩ rozpiȩta̧ na wspó lrzȩnych x, y, gdy z = 0, wzd luż prostej
o równaniu

x + y = 0, lub y = −x, gdy z = 0.

Przyk lad 0.4 Napisz równanie p laszczyzny o wspó lczynnikach

A = 2, B = 3, C = −1, D = 0.

Podaj rẃnanie prostej powsta lej z przeciecia tej p laszczyzny z p laszczyzna̧ uk ladu
wspó lrzȩdnych z = 0

Rozwia̧zanie. Równanie p laszczyzny

2x + 3y − z = 0.

Równanie prostej w p laszczyźnie x, y, gdy z = 0

2x + 3y, lub y = −2

3
x, z = 0.

0.5 Równanie prostej w przestrzeni R
3.

Dwie p laszczyzny nie równoleg le zawsze przcienaja̧ siȩ wd luż prostej. Dlatego
równie prostej w przestrzeni wyznaczaja̧ dwie p laszczyzny. To znaczy punkty
leża̧ na prostej w przestrzeni, jeżeli leża̧ na dwóch p laszczyznach. Zatem,
równanie prostej w przestrzeni wyznacza uk lad dwȯch równań

A1x + B1y + C1z + D1 = 0,

A2x + B2y + C2z + D2 = 0.
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którego wspó lczynniki A1, B1, C1 nie sa̧ proporcjonalne do wspó lczynników
A2, B2, C2. Warunek ten oznacza, że p laszczyzny o tych równaniach nie sa̧
równoleg le.  Latwo sprawdzamy warunek równoleg lości p laszczyzn, mianowicie
sprawdzamy, że

(A1, B1, C1) 6= k(A2, B2, C2) = (k ∗ A2, k ∗ B2, k ∗ C2)

dla każdego k.

Przyk lad 0.5 Znajdź zbiór punktów o wspó lrzȩdnych (x, y, z), które leża̧ na
prostej wyznaczonej przez nastȩpuja̧ce dwa równania p laszczyzn

x + 2y − z = 0,

2x − y + z = 0.

Rozwia̧zanie. Najpierw, sprawdzamy, że te p laszczzny nie sa̧ równoleg le.
To znaczy wpó lczynniki (A1, B1, C1) = (1, 2,−1) nie sa̧ proporcjonalne do
wspó lczynników (A2, B2, C2) = (2,−1, 1).
Piszemy proporcje

(A1, B1, C1) = (1, 2,−1) = (2k,−k, k) = (kA2, kB2, kC2)

Porównuja̧c wspó lrzȩdne, otrzymamy uk lad równań na parametr k

2k = 1, k = −2, k = −1,

który jest sprzeczny. Zatem, te p laszczyzny nie sa̧ równoleg le.
Teraz określamy zbiór punktów x, y, z, które należa̧ do obu p laszczyzn.
Mianowicie, z pierwszogo równanie obliczmy

y =
1

2
(−x + z).

Z drugiego równania obliczamy

y = 2x + z

Porównuja̧c stronami, otrzymamy nastȩpuja̧cy zwia̧zek pomiȩdzy x i z:

1

2
(−x + z) = 2x + z, lub − x + z = 4x + 2z, lub z = −5x.

Teraz, wyrażamy zmienna̧ y = 2x + z = 2x − 5x = −3x w zależności od zmi-
ennej x.
Odpowiedź: Punkty o wsp lrzȩdnych (x,−3x,−5x), −∞ < x < ∞, leża̧ na
przeciȩciu dwóch danych p laszczyzn i okreśja̧ prosta̧ w przestrzeni. Rozwia̧zanie
w którym wspó lrzȩdne punktu na prostej dane sa̧ w zależności od prametru
x ∈ (−∞,∞) nazywamy równaniem parametrycznym prostej. Dalej parametr
bȩdziemy oznaczali litera̧ t.
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0.6 Zadania

Zadanie 0.1 Niech dane bȩda̧ punkty a = (3, 2,−1) i b = (1,−1, 2).
Oblicz

(i) a + b, (ii) a − b, (iii) 3 ∗ a + 5 ∗ b.

Zadanie 0.2 Rozpatrz dwa wektory swobodne

~v = [1, 2, 0] i ~w = [2, 1, 0]

(i) Znajdź wektor ~s sumy i wektor ~r rȯżnicy wektorȯw ~v i ~w

(ii) Narysuj wektor ~s sumy wektorȯw ~v i ~w o wspȯlnym pocza̧tku
w punkcie a = (1, 0, 0).

(iii) Narysuj wektor ~r rȯżnicy wektorȯw ~v i ~w o wspȯlnym pocza̧tku
w punkcie a = (1, 0, 0).

Zadanie 0.3 Oblicz iloczyn skalarny wektorȯw

(i) ~v = [3, 4, 0], ~w = [0, 2,−1],

(ii) ~v = [2, 3, 0], ~w = [3,−2, 0],

(iii) ~v = [−3, 1, 2], ~w = [4, 2, 1],

(iv) ~v = [4, 1, 5], ~w = [5, 0,−4].

Ktȯre z powyższych par wektorȯw sa̧ prostopad le?

Zadanie 0.4 Oblicz d lugoṡċ wektorȯw

(i) ~v = [1, 2, 2], (ii) ~w = [3, 0, 4].

Zadanie 0.5 Wykaż, że wektory

~p = ~v + ~w, ~q = ~q = ~v − ~w

sa̧ prostopad le, jeżeli

~v = [1, 4, 1], ~w = [3,−1, 1]

Zadanie 0.6 Wykaż, że jeżeli wektory

~v = [v1, v2, v3], ~w = [w1, w2, w3]

sa̧ prostopad le ~v⊥~w to wektory

~p = ~v + ~w, ~q = ~q = ~v − ~w

sa̧ rȯwnież prostopad le ~p⊥~q.
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Zadanie 0.7 Wykaż, że nastȩpuja̧ce pary wektorȯw

(i) ~v = [1, 3, 1], ~w = [3,−1, 0]

(ii) ~p = ~v + ~w, ~q = ~q = ~v − ~w

sa̧ prostopad le.

Zadanie 0.8 Napisz parametryczne równanie prostej

(i) o pocza̧dku w punkcie a = (0, 1,−1) i kierunku wektora −→a = (2, 1, 3)

(ii) przechodza̧cej przez punkty a = (3, 1, 2) i b = (0, 2, 2)

Zadanie 0.9 Znajdź zbiór punktów o wspó lrzȩdnych (x, y, z), które leża̧ na
prostej wyznaczonej przez nastȩpuja̧ce dwa równania p laszczyzn

2x + y − z = 0,

x − 2y + z = 0.

Zadanie 0.10 Napisz równanie p laszczyzny o wspó lczynnikach

A = 1, B = −2, C = 1, D = 3.

Podaj rẃnanie prostej powsta lej w przecieciu tej p laszczyzny z p laszczyzna̧
uk ladu wspó lrzȩdnych

(i) gdy z = 0,

(ii) gdy y = 0,

(ii) gdy x = 0.


