Punkty, wektory, proste i plaszczyzny
w przestrzeni kartezjanskiej R’
trzy wymiarowej

0.1 Punkty

Potozenie figur geometrycznych i ich ksztalt w przestrzeni kartezjanskiej okreslone
sa przez ich wspolrzedne

4

Przestrzen kartezjanskan = 3 ) SE—

p = (p1,p2,P3)

W ukladzie wspotrzednych kartezjanskich xy, zo, x3 punkt

p = (p1,p2,p3)

ma wspotrzedne
Ty =p1, T2=Pp2, I3=PpPs.

0.2 Operacje arytmetyczne na punktach.

Suma. Suma punktow
a = (ay,as,a3), i b= (b1,bs,b3)
jest punktem
c=(c1,c9,c3) =a+b=(ay + by,as+ by, as + b3)

o wspolrzednych rownych sumie wspotrzednych punktow a i b.
Zatem wspolrzedne

cit=ay+b, cpx=ay+by, c3=az+bs
Roznica. Podobnie roznica punktow a i b jest punktem

d = (di,d,ds)



o wspolrzednych rownych roznicy wspotrzednych punktow a i b.
d=a—b= (al, as, , ag) - (bl, bg, bg) = (a1 - bl, as — bg, as — bg)
Zatem wspolrzedne
di = ay — by, dy = ag — by, d3 = az — bs.

Mnozenie punktu przez liczbe. Mnozac punkt a = (a1, as, az) przez liczbe
—0o0 < t < oo mnozymy kazda wspolrzedne punktu przez liczbe ¢

p:t*a:t*(a1>a2>>a3) :(t*a1>t*a2>t*a3)‘

Zatem iloczyn punktu przez liczbe jest réwny punktowi p = (pi1,pe,ps) 0
wspolrzcednych

P1 :t*al, D2 :t*ag, Ps3 :t*ag.
Przyklad 0.1 Niech dane bedg punkty
a=(2,-3,4), b=1(2,-1,3).

Oblicz
(1) a+0b, (i) a—>b, (iti) 2%xa+3x*b.
Rozwiazanie. Obliczamy punkt ¢ = (cy, ¢, ¢3) rowny sumie punktow a i b
(1) c=a+b = (2,-3,4) +(2,-1,3)
= (242,-3-1,4+3)
(4,

4,-4,7),

Skad wspotrzedne punktu ¢ = (¢q, ca, c3)
c1 =4, co — 4, c3=1T1.
(7i)  Oblicz roznice punktow a i b.
Obliczamy punkt d = (dy, da, d3) rowny roznicy punktow a i b
d=a—-b = (2,-3,4) —(2,-1,3)

= (2-2,-3—(-1),4—3)

= (0,-2,1).
Skad wspotrzedne punktu d = (dy, da, d3)

di=0, do=-2, dy=1



(7i1)  Oblicz kombinacje liniowa
2xa+3%b
punktow a i b.
Obliczamy punkt e = (e, €3, e3) rowny kombinacji liniowej punktow a i b
e=2xa+3xb = 2%(2,-3,4)+3%(2,—1,3)
= (2%2,2%(=3)+2%4,3%x2,+3*(—1) +3x%3)
— (10, -9,17),

Skad wspotrzedne punktu e = (ey, ey, €3)

e = 10, €y = —9, €3 = 17.

0.3 Wektory

Podobnie jak w przestrzeni kartezjanskiej dwuwymiarowej, w przestrzni kartezjanskiej
trzy wymiarowej wyrozniamy wektory zwiazane i wektory swobodne. !

Wektor zwiazany o poczatku w punkcie
a= (a17 asz, a3)

i koncu w punkcie

b= (bl> 627 b3)

jako uporzadkowana para punktow oznaczamy symbolem
a7) = [bl — ay, bg — Qag, bg — ag].

Na przyktad, na rysunku wektor ab = 8,3, 8] jest zwiazany z poczatkiem w
punkcie
a=(0,0,0)

i z koncem w punkcie
b= (8,3,8).

ITemat: Wektory w przestrzeniach kartezjanskich jedodnowymiarowych, dwuwymiarowych i trzy wymi-
arowych jest jest dostepny na stronie Heliantus.pl pod zaktadka M atematyka/Proseminarium.




Zwrot wektora AB jest zaznaczony na rysunku strzatka.
3

T b= (8,3,8)

¥ w =
<L

x1

Przestrzen kartezjanskan = 3. Wektor v = [8, 3, §].
Ogolnie, diugosé wektora ¢ = [vy, v9, v3]] oznaczona symbolem ||7]| i rowna

jest
||9]] = /v + v3 + 03,

W przypadku wektora ¢ = [8, 3, 8] jego dlugosc

||7]| = v/82 + 32 + 82 = V/137.

Zauwazmy, ze jezeli wektor v = [vy, va, v3] pomnozymy przez liczbe a to diugose
wektora
axU=|al *||v.
Istotnie wektor ¥ = [vy, v, v3] mnozymy przez liczbe o pomnozac kazda jego
wspolrzedne przez «
atl = [ vy, @ * Vg, v ¥ V3.

Wtedy dhugosc wektora o * v rowna jest

||lad]| = \/az*v%+a2*v§+a2v§ = |a| * ||7]].

Na przyklad, pomnozmy wektor ¢ = [8, 3, 8] przez liczbe o = 3. Wtedy dlogosée
wektora
30 =1[3%8,3%3,3x%§]

rowna jest

l|ad|| = v/32 % 82 4+ 32 % 32 + 3282 = /82 + 32 + 82 = 3 % \/137.

0.3.1 Wersory

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych w 3-wymiarowej przestrzeni kartezjanskiej
wyrozniamy nastepujace wektory zwane wersorami osi

i=[1,0,0], j=[0.1,0], k=1[0,0,1].



Zatem, wersory maja kierunek i zwrot odpowiednich osi ukladu wspotrzednych.
Dtugosc kazdego wersora

il = VEFEF® =1, [[jll = VEFTFO = L[|l = VP F P F T = 1

jest rowna 1.
Zauwazmy, ze kazdy wektor ¥ = [vy,, v2, v3] W przestrzni kartezjanskiej mozemy
przedstawic jako kombinacje liniowa wersorow osi

U = v11 + vo] + vsk.

Rzeczywiscie, obliczamy kolejne sktadniki powyzszej sumy wektorow

vl*;:vl*[l,0,0] = [1 % v1,0%v1,0 % v1] = [v1,0,0],
vg*f:vg*[o,l,O] = [0 % v9, 1 % v2,0 % vg] = [0, v2,0],
vy * k=3 %[0,0,1] = [0 vs, 0% v, 1 5 v3] = [0, 0, vs].

Skad wektor
U= 'Ul'z_l' 'U2j+ 'U3E = ['Ub 0, 07] + [[07 V2, 0] + [07 0, 'U3] = ['Ub V2, 'U3]

Nizej na rysunku wektor v = [2, 2, 2] przedstawiony jest jako kombinacja lin-
iowa wersorow ~ ~ .
U=2%14+2%j+2xk

xs3 x3

e

1

<y

—

2
" Wersony asif, f, k :ci/ . . .
2 Wektor ¥ =2%i+2%j+2x%k

Wektor swobodny. Pojecie wektora swobodnego w przestrzeni kartezjanskiej
nie zalezy od wymiaru przestrzeni. Podobnie jak w przestrzeni dwuwymi-
arowej, wektor swobodny definiujemy korzystajac z relacji rownowaznosci.

Definition 0.1 Dwa wektory zwigne ab icd o poczqtkach w punktach a, ¢ 1 o
koncach w punktach b, d sq rownowazne piszemy

- -



wtedy 1 tylko wtedy, jezeli majg tg samqg ditugosé
||abl| = [|ed]],
ten sam kierunek i ten sam zwrot.

Podobnie jak w przestrzeni kartezjanskiej dwuwymiarowej wektor swobodny
rozumiemy w sensie definicji

Definition 0.2 Wektorem swobodnym nazywamy klase wektorow rownowaznych.

0.3.2 Dodawanie i odejmowanie wektorow.
Rozpatrzmy dwa wektory swobodne
U = [v1, V2, V3], W = [wy, wa, w3).
Suma wektorow
U=[v1,v2,v3] @ W= |w,ws, ws
jest wektor s o wspotrzednych rownej sumie wspolrzednych
§=1U+ 0 = [v1,v2,v3] + [w1, wa, w3] = [v1 + w1, Vo + Wa, V3 + ws].
Na przyktad, suma wektorow
7= [4,21], i w=[2-1,3
jest wektor
Suma §=1[4,2,1] +[2,—1,3] = [6,1,4].
Roznica wektorow o' i w jest wektor
§=1U—wW = [v1,v2, 03] — [w1, w2, ws] = [v1 — w1, vy — W2, V3 — ws.
Na przyktad, roznica wektorow
7= [4,21], i @=[2-1,3]
jest wektor
§=1[4,2,1—[2,-1,3] = [2,3, -2].
0.3.3 TIloczyn skalarny wektorow.

Jednym z wielu istotnych pojec w Geometri Kartezjanskiej jest iloczyn skalarny
wektrow, swobodnych lub zwiazanych. 2

Dtugosc, kierunek, zwrot i iloczyn skalarny wektorow nie zaleza od ich potozenia
w przestrzeni kartezjanskiej.

2W matematyce wyzszej pojecie iloczynu skalarnego odnosi si¢ nie tylko do wektorow w przestrzeniach
kartezjanskich, odnosi si¢ rowniez do funkcji i abstrakcyjnych obiektow w przestrzeniach Hilberta.



Definition 0.3 Iloczyn skalarny wektora
U= [’Ul, Va2, ’Ug]
przez wektor
W = [wi, wy, ws]

jest liczbg
(U, W) = vy * wy + v * Wy + V3 * ws.

Na przyktad, obliczamy iloczyn skalarny wektora
v=12,3,2]
przez wektor
w=[—1,2,3]
rowny jest
(U,W) =2 (—1)+3%x2+2%3=10.

Zauwazmy, ze wynik iloczynu skalarnego wektorow juz nie jest wektorem.
Mowimy wtedy, ze operacja mnozenia skalarnego wektorow wyprowadza poza
zbior jej argumentow.

Iloczyn skalarny wektorow prostopadlych jest rowny zero. Nizej podajemy
warunek konieczny i dostateczny prostopadtosci wektorow w formie nastepujacego
twierdzenia

Twierdzenie 0.1 Wektory v i w sq¢ prostopadte wtedy i tylko wtedy, jezeli ich
tloczyn skalarny

(U, W) = vy * wy + v * wy + v3 * w3z = 0.
jest rowny zero

Dowod powyzszego twierdzenia jest taki sam jak twierdzenia w przestrzeni
kartezjanskiej dwuwymiarowej, ktory jest podany w temacie: Przestrzenie
kartezjanskie.

0.3.4 Parametryczne réwnanie prostej w przestrzeni R*

Proste operacje na punktach i wektorach w przestrzeni prowadza do parame-
trycznego okreslenia réwnania prostej.
Mianowicie, rozpatrzmy dwa punkty

a = (ay,as2,as), b= (by,bg,b3), 1iwektor ab=b—a.

Wtedy tatwo piszemy réwnanie parametryczne prostej L przechodzacej przez
punkty a i b
Lt)=a+bxt, —oo<t<oo.



Zauwazmy, ze jezeli parametr ¢t zmienia sie od 0 do 1, 0 <t < 1 to punkt
L(t) porusza si¢ wzdluz odcinka [a, b].
Zatem mamy

dla t=0, L(0)=a, dla t=1, L(1)=0.

Natomiast, jezeli parametr ¢ zmiania si¢ od minus nieskonczonosci do plus
nieskonczonosci —oo < t < 0o to punkt L(t) przebiega cala prosta L.
Parametryczne rownanie prostej, wyrazamy réwniez w terminach danych punktéw
a i b przez ich roznicce. Poniewaz wektor ab = b — a, to réwnanie parame-
tryczne prostej przechodzacej przez punkty a i b ma nastepujaca postac:

Lit)=a+ (b—a)xt, —oo<t< 0.

lub
Lit)=a(l—t)+bxt, —oo<t<oo.

lub
Lt)=a+vt, dla U=b—a, —oo<t< 0.

Przyklad 0.2 Napisz parametryczne rownanie prostej
(i) o poczgdku w punkcie a = (1,2, —1) i kierunku wektora @ = (2,—1,4)
(ii) przechodzgcej przez punkty a = (1,—1,2) i b= (2,1,2)
Rozwiazanie.
(i) Podstawiamy dane:
1. punkt @ = (1, —1,2) i wektor ab = (2, —1,4) do ogdlnego réwnania
Lt)=a+abxt = (1,-1,2)+t*(2,—1,4)
= (142t —1—¢t,2+4t).
Odpowiedz: L(t) = (1+2t,—1—t,24+4t), —oco<t < 0.

(ii) Podstawiamy dane: punkt a = (1, —1,2) i punkt b = (2,1, 2) do ogdlnego
rownania

L(t) = ax(1—=t)+bxt=01—-1t)(1,—-1,2) +t=(2,—1,4)
= ((I1—t)+2t,(1—t)—t,2(1—t)+4t)
= (1+4¢,1—2t2+2t).

Odpowiedz: L(t) = (1+t,1—2t,242t), —oo<t< 0.



0.4 Plaszczyzna w przezstrzeni R°.

Roéwnanie plaszczyzny w ukladzie wspotrzednych x, y, z jest okreslone nastepujaa
zaleznoscia liniowa tych zmiennych

Ar+ By+Cz+ D =0,

gdzie wspétezynniki A, B, C, D okreslaja polozenie plaszczyzny w ukladzie
wspolrzednych x,y, z. Zakladamy, ze nie wszystkie wspolczynniki A, B, C
znikaja jednoczesnie, to znaczy A? + B2 4 C? > 0.

Przyklad 0.3 Wspotczynniki plaszczyzny
r+y+z2=0
s A=1, B=1, C=1, D=0.

Zauwazmy, ze ta plaszczyzna przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych
(0,0,0), gdyz ten punkt spemia jej réwnanie 0 + 0 4+ 0 = 0. Ta plaszczyzna
przecina plaszczyzne rozpieta na wspotrzenych x, y, gdy z = 0, wzdluz proste;j
o réwnaniu

r4+y=0 lub y=—-x, gdy z=0.

Przyklad 0.4 Napisz rownanie ptaszczyzny o wspotczynnikach
A=2B=3C=-1,D=0.

Podaj rimanie prostej powstalej z przeciecia tej plaszczyzny z ptaszczyzng uktadu
wspotrzednych z =0

Rozwiazanie. Réwnanie plaszczyzny
204+ 3y — z =0.

Roéwnanie prostej w plaszczyznie z,y, gdy z =0

2
2z + 3y, lub y:—gzc, z=0.

0.5 Roéwnanie prostej w przestrzeni R°.

Dwie plaszczyzny nie rownolegle zawsze przcienaja sie wdtuz prostej. Dlatego
rownie prostej w przestrzeni wyznaczaja dwie plaszczyzny. To znaczy punkty
leza na prostej w przestrzeni, jezeli leza na dwdch plaszczyznach. Zatem,
rownanie prostej w przestrzeni wyznacza uktad dwoch réwnan

Ala:—l—Bly—l—Clz—l—Dl = 0,
Agl’—l—Bgy—l—CgZ—l—Dg = 0.



10

ktorego wspétezynniki A;, By, C nie sa proporcjonalne do wspétezynnikéw
Ay, By, C5. Warunek ten oznacza, ze plaszczyzny o tych rownaniach nie sa
rownolegle. Latwo sprawdzamy warunek rownoleglosci ptaszcezyzn, mianowicie
sprawdzamy, ze

(A1> Bl> Cl) 7é k(A% B2> 02) = (k: * A27 k B2> k 02)
dla kazdego k.

Przyklad 0.5 Znajdz zbior punktow o wspétrzednych (x,vy, z), ktore lezg na
prostej wyznaczonej przez nastepujoce dwa rownania plaszczyzn

r+2y—z=0,

20 —y+2=0.
Rozwiazanie. Najpierw, sprawdzamy, ze te plaszczzny nie sa réwnolegle.
To znaczy wpdtezynniki (Ay, By,Cy) = (1,2,—1) nie sa proporcjonalne do
wspotezynnikéw (Ay, By, C) = (2, —1,1).
Piszemy proporcje

(Al, Bl, Cl) - (1, 2, —1) = (2]{?, —]{?, k‘) = (kAQ, ]{?BQ, ]{?02)

Poréwnujac wspétrzedne, otrzymamy uktad réwnan na parametr k

2%k =1, k=-2, k=-—1,

ktory jest sprzeczny. Zatem, te plaszczyzny nie sa rownolegle.
Teraz okreslamy zbiér punktow z,y, z, ktore naleza do obu plaszczyzn.
Mianowicie, z pierwszogo réwnanie obliczmy

1

Y= 5(—55 + 2).

7, drugiego rownania obliczamy
y=2r+z2

Poréwnujac stronami, otrzymamy nastepujacy zwiazek pomiedzy x i z:

1
5(—at+z):2:v+z, lub —z+z=4x+2z, lub z= —bz.

Teraz, wyrazamy zmienng y = 2x + z = 2x — bx = —3x w zaleznosci od zmi-
ennej x.

Odpowiedz: Punkty o wsphrzednych (x, —3x, —5z), —0o < = < 0o, leza na
przecieciu dwéch danych plaszczyzn i okresja prosta w przestrzeni. Rozwiazanie
w ktorym wspotrzedne punktu na prostej dane sa w zaleznosci od prametru
x € (—00, 00) nazywamy réwnaniem parametrycznym prostej. Dalej parametr
bedziemy oznaczali litera t.
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0.6 Zadania

Zadanie 0.1 Niech dane bedg punkty a = (3,2,—1) i b= (1,—1,2).
Oblicz
(1) a+0b, (i) a—>b, (iti) 3*xa+5x*b.

Zadanie 0.2 Rozpatrz dwa wektory swobodne

7=[1,2,0] i @ =210

(1) Znajdz wektor § sumy i wektor T roinicy wektoréow U i w

(1i)  Narysuj wektor § sumy wektorow U i W o wspolnym poczgtku
w punkcie a = (1,0,0).

(1i1) Narysuj wektor 7" réznicy wektorow v 1 W o wspolnym poczgtku
w punkcie a = (1,0,0).

Zadanie 0.3 Oblicz iloczyn skalarny wektorow

) U =13,4,0], w = [0,2,—1],

1
1

(
(1) Uv=1[2,3,0], w = [3,-2,0],
(1i1) v=1[-3,1,2], @ =[4,21],
() Uv=1[4,1,5], w = [5,0,—4].
Ktore z powyzszych par wektorow sq prostopadle?
Zadanie 0.4 Oblicz dtugosc¢ wektorow
(1) v=1[1,2,2], (11) w = [3,0,4].
Zadanie 0.5 Wykaz, Ze wektory
P = U+ W, §=q¢=7v—w
sq prostopadte, jezeli
v=[1,4,1, @ =[3-1,1]
Zadanie 0.6 Wykaz, zZe jezeli wektory
U = [v1, v2, 3], W = [wy, wa, ws]
sq prostopadte v 1w to wektory
P = U+ W, §=q¢=70—1u

sq rowniez prostopadte pLg.
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Zadanie 0.7 Wykaz, Ze nastepujgce pary wektorow
(1) v=1[1,3,1], w = [3,—1,0]

(1i) p=v+0, G§=q=v—10
sq prostopadte.
Zadanie 0.8 Napisz parametryczne rownanie prostej
(i) o poczgdku w punkcie a = (0,1, —1) i kierunku wektora @ = (2,1, 3)
(ii) przechodzgcej przez punkty a = (3,1,2) i b = (0,2,2)

Zadanie 0.9 ZnajdZ zbior punktow o wspotrzednych (x,y,z), ktore lezg na
prostej wyznaczonej przez nastepujoce dwa rownania plaszczyzn

2v+y—2=0,
r—2y+z=0.
Zadanie 0.10 Napisz rownanie ptaszczyzny o wspotczynnikach
A=1 B=-2C=1 D=3,

Podaj rimanie prostej powstatej w przecieciu tej plaszczyzny z ptaszczyzng
uktadu wspotrzednych

(i) gdy  z=0,
(ii) gdy  y=0,
(i) gdy x=0.



