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Czworoka̧ty

0.1 Czworoka̧t foremny.

Czworoka̧tem foremnym jest kwadrat o czterych rȯwnych bokach i czterych

ka̧tach rȯwnych 900 lub w mierze  lukowej rȯwnych
π

2
.

A B

D C

aa

a

a
α = 900 β = 900

δ = 900 γ = 900

Pole kwadratu a2

Obwȯd kwadratu 4a

0.1.1 Kwadrat wpisany w okra̧g.

Cztery ka̧ty proste kwadratu wpisanego w okra̧g sa̧ jednoczeṡnie ka̧temi wpisanymi
w okra̧g opartymi na ṡrednicy okrȩgu rȯwnej 2R. Zatem przeka̧tne kwadratu
wpisanego w okra̧g sa̧ ṡrednicami okrȩgu.
Maja̧c dany okra̧g  latwo można skonstruowaċ kwadrat wpisany w okra̧g przy
pomocy cyrkla i linijki bez skali.
Dane: okra̧g o promieniu R i ṡrodku w punkcie O

︸ ︷︷ ︸
srednica=2R

r rr0

Rysuja̧c dwie ṡrednice okrȩgu prostopad le do siebie i  la̧cza̧c ich koṅce narysu-
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jemy kwadrat wpisany w okra̧g o d lugoṡci boku a = R
√

2.
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︸ ︷︷ ︸
srednica=2R

a = R
√

2 bok kwadratubok kwadratu a = R
√

2

a = R
√

2 bok kwadratubok kwadratu a = R
√

2

r r

r r

r

r

A C

D

0

B

0.1.2 Konstrukcja okrȩgu wpisanego w kwadracie.

W konstrukcji okrȩgu wpisanego w kwadracie o d lugoṡci boku a = |AB| dany
jest kwadrat ABCD

︸ ︷︷ ︸
a

r r

r r

r

A B

CD

Promieṅ okrȩgu wpisanego w kwadrat rȯwny jest r =
1

2
a po lowie d lugoṡci boku

kwadratu ABCD.

Zatem rysujemy symetralne bokȯw kwadratu przy pomocy cyrkla i linijki.
1Nastȩpnie stawiamy cyrkiel w punkcie O przeciȩcia symetralnych i rozwartoṡcia̧

1Konstrukcja symetralnej odcinka przy pomocy cyrkla i linijki zosta la opisana wczeṡniej.
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cyrkla rȯwna̧ d logoṡci odcinka A
′

O zakreṡmy okra̧g wpisany w kwadrat.

︸ ︷︷ ︸
dlugosc boku kwadratu = a=|AB|

r r

r r

rr

A B

C

0

D

A
′

0.1.3 Prostoka̧ty

Prostoka̧t ABCD ma cztery boki parami rȯwne

a = |AB| = |CD|, b = |AD| = |BC|

i cztery ka̧ty proste rȯwne 900.

︸ ︷︷ ︸
dlugosc boku prostokata a=|AB|

r r

r r
r

A B

C

0

D 



b szerokosc boku prostokata BC

Pole prostoka̧ta = a ∗ b, obwȯd prostoka̧ta =2 ∗ a + 2 ∗ b

0.1.4 Okra̧g opisany na prostoka̧cie.

Na każdym prostoka̧cie można opisaċ okra̧g. Natomiast w żaden prostoka̧t nie
można wpisaċ okrȩgu z wyja̧tkiem kwadratu.
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0.1.5 Konstrukcja okrȩgu opisanym na prostoka̧cie.

 Latwo rysujemy okra̧g opisany na prostoka̧cie ABCD o d lugoṡci bokȯw

a = |AB|, b = |BC|

Promieṅ okrȩgu opisanego na prostoka̧cie rȯwny jest po lowie d lugoṡci przeka̧tnej
AC lub BD. Z twierdzenia Pitagorasa obliczmy promieṅ

R =
1

2

√
a2 + b2

Rysujemy przy pomocy liniki dwie przeka̧tne prostoka̧ta ABCD  la̧cza̧c jego
wierzcho lki A i C oraz B i D. Stawiamy cyrkiel w punkcie O przeciȩcia
przeka̧tnych i rozwartoṡcia̧ cyrkla rȯwna̧ d lugoṡci odcinka AO lub OC lub BO

lub DO zakreṡlamy okra̧g opisany na prostoka̧cie ABCD.

Promieṅ R = |AO

︸ ︷︷ ︸
dlugosc boku prostokata a=|AB|

r r

r r
r

A B

C

0

D 



b szerokosc boku prostokata BC

0.2 Romb

Romb ABCD jest czworoka̧tem o rȯwnych cztery bokach

a = |AB| = |BC| = |CD| = AD|

i parami rȯwnych ka̧tach

α = γ, β = δ.
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︸ ︷︷ ︸
a=|AB|
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h

A B

D C

a = |BC|
a = |AD|

a = |CD|

d1

d2

α β

δβ = 1800 − α

δ = 1800 − α

γ

Romb ABCD

Obwȯd rombu o danym boku a rȯwny jest

Obwod = 4a.

Pole rombu o danym boku a i wysoṡci h rȯwne jest

P = a ∗ h

Pole rombu o danych przeka̧tnych d1 i d2 rȯwne jest

P =
1

2
d1 ∗ d2.

Suma ka̧tȯw rombu rȯwna jest 3600. Mianowicie obliczamy

Suma = α + β + δ + γ

= α + (1800 − α)︸ ︷︷ ︸
β

+ α︸︷︷︸
γ

+ (1800 − α)︸ ︷︷ ︸
δ

= 3600.

0.2.1 Okra̧g wpisany w romb.

W każdy romb można wpisaċ okra̧g, natomiast na rombie nie można opisaċ
okrȩgu. niżej podajemy konstrukcjȩ okrȩgu wpisanego w romb.
Dany jest romb ABCD o d lugoṡci bokȯw

a = |AB| = |BC| = |CD| = |AD|
i ka̧tach parmi rȯwnych α = γ i β = δ.

︸ ︷︷ ︸
a=|AB|

�
�

�
�

�
�

�
�

A B

D C

α β

δ

β = 1800 − α

δ = 1800 − α

γ
Romb ABCDr r

r r
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0.2.2 Konstrukcja okrȩgu wpisanego w romb.

Najpierw poprowadźmy przeka̧tne rombu przy pomocy linijki. Z punktu O

przeciȩcia przeka̧tnych wystawiamy prostopad la̧ do boku rombu CD lub do
pozosta lych bokȯw AB, BC, AD.

Punkkt stycznoṡci P okrȩgu z bokiem rombu CD wyznacza promieṅ r = |OP |
okrȩgu wpisanego w romb. Stawiamy cyrkiel w punkcie przeciȩcia przeka̧tnych
O i rozwrtoṡcia̧ cyrkla rȯwna̧ promieniowi okrȩgu r = |OP | zakreṡlamy okra̧g
wpisany w romb. Okra̧g jest styczny do czterech bokȯw rombu. Boki rombu
sa̧ prostopad le do promieni okrȩgu wpisanego w romb wystawione w punktach
stycznoṡc.

︸ ︷︷ ︸
a=|AB|

�
�

�
�

�
�

�
�

Pr
r r

r
A B

D C

O

α β

δ

β = 1800 − α

δ = 1800 − α

γ

Romb ABCD

&%
'$
&%
'$

r r
r r

0.3 Rȯwnoleg loboki

Rȯwnoleg lobok ABCD jest czworoka̧tem o bokach rȯwnoleg lych parami rȯwnych
i o ka̧tach naprzeciwleg lych rȯwnych.

︸ ︷︷ ︸
a=|AB|
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�
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�
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�
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�

ha

A B

D C

|AD| = b

α β

δ

β = 1800 − α

δ = 1800 − α

γ

Rȯwnoleg lobok ABCD

Obwȯd rȯwnoleg loboku o danych bokach a, b rȯwny jest

Obwod = 2a + 2b.

Pole rȯwnoleg loboku o danych bokach a, b i wysoṡci ha lub hb rȯwne jest

P = a ∗ ha, lub P = b ∗ hb
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lub pole rombu o danych przeka̧tnych d1 i d2 rȯwne jest
Suma ka̧tȯw rȯwnoleg loboku rȯwna jest 3600. Mianowicie obliczamy

Suma = α + β + δ + γ

= α + (1800 − α)︸ ︷︷ ︸
β

+ α︸︷︷︸
γ

+ (1800 − α)︸ ︷︷ ︸
δ

= 3600

W rȯwnoleg lobok nie można wpisaċ okrȩgu ani opisaċ okrȩgu na rȯwnoleg loboku,
jeżeli rȯwnoleg lobok nie jest rombem lub kwadratem.

0.4 Trapez rȯwnoramienny.

Trapez rȯwnoramienny jest czworoka̧tem ABCD o dolej podstawi AB rȯwnoleg lej
do gȯrnej podstawy CD, o rȯwnej d lugoṡci bokȯw |AD| = |BC| i parami
rȯwnych ka̧tach α = β oraz γ = δ.

︸ ︷︷ ︸
a=|AB|
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@

c=|CD|︷ ︸︸ ︷

h

A B

D C

|AD| = b b = |BC|

α β

δ

γ = 1800 − α

δ = 1800 − α

γ

Trapez rȯwnoramienny ABCD

Obwȯd trapazu rȯwnoramiennego o danych bokach

a = |AB|, b = |AD| = |BC|, c = |CD|

rȯwny jest

Obwod = a + 2b + c.

Pole rȯwnoleg loboku o danych bokach a, b i wysoṡci h rȯwne jest

P =
1

2
(a + c) ∗ h

Istotne, pole trapezu ABCD rȯwne jest sumie pola prostoka̧ta o bokach c, h i

prostoka̧ta o bokach
1

2
(a − c), h. Zatem pole trapezu rȯwnoramiennego

P = c ∗ h +
1

2
(a − c) ∗ h =

1

2
(a + c)
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Suma ka̧tȯw trapezu rȯwnoramiennego rȯwna jest 3600. Mianowicie obliczamy

Suma = α + β + γ + δ

= α + α︸︷︷︸
β

+ (1800 − α)︸ ︷︷ ︸
γ

+ (1800 − α)︸ ︷︷ ︸
δ

= 3600

0.5 Trapez dowolny.

Trapez jest czworoka̧tem ABCD o dolej podstawi AB rȯwnoleg lej do gȯrnej
podstawy CD, o ramionach AD, BC i ka̧tach α, β, γ, δ.

︸ ︷︷ ︸
a=|AB|
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b
b

b
b

b
b

b
b

b
b

c=|CD|︷ ︸︸ ︷

h

A B

D C

A
′

|AD| = d b = |BC|

α β

δ

γ = 1800 − α

δ = 1800 − α

γ

Trapez ABCD

Obwȯd trapazu o danych bokach

a = |AB|, b = |AB|, c = |CD|, d = |ZD|

rȯwny jest

Obwod = a + b + c + d.

Pole trapezu o danych bokach a, b, c, d i wysoṡci h rȯwne jest

P =
1

2
(a + c) ∗ h

Istotne, pole trapezu ABCD rȯwne jest sumie pola rȯwnoleg loboku AA
′

CD

Prownolegobok = c ∗ h

i pola trȯjka̧ta triangleA
′

BC

P4 =
1

2
(a − c) ∗ h

Zatem pole trapezu rȯwne jest

P = c ∗ h +
1

2
(a − c) ∗ h =

1

2
(a + c)
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Suma ka̧tȯw trapezu rȯwnoramiennego rȯwna jest 3600. Mianowicie obliczamy

Suma = α + β + γ + δ

= α + β + (1800 − α)︸ ︷︷ ︸
δ

+ (1800 − β)︸ ︷︷ ︸
γ

= 3600.

0.6 Deltoid

Deltoid jest czworoka̧tem o bokach parami rȯwnych

a = |AB| = AD|, oraz b = |BC| = |CD|

i o ka̧tach β = δ
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A

B

C

D O

|CD| = b

r

α

βδ

γ

Deltoid ABCD

Przeka̧tna d1 = |BD|
Przeka̧tna d2 = |AC|

Przeka̧tne d1 = |BD| i d2 = |AC| deltoidu ABCD przecinaja̧ siȩ pod ka̧tem
prostym w punkcie O.

Obwȯd deltoidu

Obwod = 2a + 2b

Pole deltoidu rȯwne jest po lowie iloczynu przeka̧tnych

P =
1

2
d1 ∗ d2

Ponieważ przeka̧tne deltoidu przecinaja̧ siȩ pod ka̧tem prostym w punkcie
O. Dlatego pole deltoidu ABCD rȯwne jest sumie pȯl trȯjka̧tȯw 4BCD i
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4ABD. Zatem mamy

pole deltoidu ABCD = 4ABD + 4BCD

=
1

2
|AO| ∗ d1 +

1

2
|OC| ∗ d1

=
1

2
(|AO| + |OC|) ∗ d1

=
1

2
∗ d1 ∗ d2

W deltoid można woisaċ oka̧g i na okrȩgu można opisaċ deltoid.

0.6.1 Konstrukcja okrȩgu wpisanego w deltoid.

Za lȯżmy, że mamy dany deltoid ABCD o bokach

a = |AB ; b = ||BC|
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C

D

r

r

rr

aa

bb

Deltoid ABCD

bok a = |AB| = |AD|
bok b = |BC| = |CD|

Ṡrodek okrȩgu wpisanego w deltoid leży na przeciȩciu przeka̧tnych AC i BD.
Natomiast promieṅ r = |OP

′ | jest prostopad ly do każdego z czterech bokȯw
deltoidu ABCD. Zatem ze ṡrodka O okrȩgu wystawiamy prostopad la̧ do boku
AB lub BC lub CD lub AD. Nastȩpnie stawiamy cyrkiel w ṡrodku okrȩgu
O i rozwartoṡcia̧ cyrkla rȯwna̧ odleg loṡci ṡrodka O od punktu stycznoṡci P ′

zakreṡlamy okra̧d woisany w deltoid.
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C

D Orr
r

r
r&%
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aa

bP
′

Deltoid ABCD

bok a = |AB| = |AD|
bok b = |BC| = |CD|
promiemieṅ r = |OP

′ |
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Promieṅ okrȩgu wpisanego w deltoid

r =
P

a + b
=

P

p
, p = a + b,

gdzie P =
1

2
d1 ∗ d2, oznacza pole deltoidu jako po lowa iloczynu jego przeka̧tnych

d1, d2. natomiast p = a + b jest po lowa̧ obwodu deltoidu ABCD.

Istotnie pole deltoidu rȯwne jest sumie pȯl czterech trȯjka̧tȯw

Pole deltoidu = |4AOB| + |4AOD| + |4OBC| + |4OCD|

=
1

2
|AB| ∗ r +

1

2
|BC| ∗ r +

1

2
|CD| ∗ r +

1

2
|AD| ∗ r

=
1

2
|b| ∗ r +

1

2
|a| ∗ r +

1

2
|a| ∗ r +

1

2
|b| ∗ r

=
1

2
(2a + 2b) ∗ r = (a + b) ∗ r

Ska̧d obliczamy promieṅ

r =
P

a + b
=

P

p
, p = a + b,

0.6.2 Konstrukcja okrȩgu opisanego na deltoidzie.

Na każdym deltoidzie można opisaċ okra̧g. Ṡrodek okrȩgu opisanego na del-
toidzie leży na przeciȩciu dwusiecznych ka̧tȯw deltoidu ABCD.

Mamy dany deltoid ABCD o bokach a = |AB|, b = |BC|.

Prowadzimy dwusieczna̧ DO ka̧ta 6 ADC oraz dwusieczna̧ AC ka̧ta 6 DAB

i 6 BCD. Przeka̧tne d1 = |DC| i d2 = |AC| rysujemy przy pomocy linijki
 la̧cza̧c wierzcho lki D z B i A z C deltoidu ABCD. Zauważmy, że przeka̧tna
d2 = |AC| jest jednoczeṡnie dwusieczna̧ ka̧tȯw 6 DAB i 6 BCD.

Okra̧g opisany na deltoidzie ABCD rysujemy stawiaja̧c cyrkiel w punkcie
O przeciȩcia dwusiecznych ka̧tȯw i rozwartoṡcia̧ cyrkla rȯwna̧ promieniowi
R = |OA| kreṡlimy okra̧g.
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przekatna d1︷ ︸︸ ︷
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Zauważmy, że deltoid

• jest kwadratem, jeżeli ma cztery boki rȯwne i cztery ka̧ty rȯwne,
• jest rombem, jeżeli ma wszystkie boki rȯwne.

0.7 Czworoka̧ty dowolne

Rozpatrzmy czworoka̧t ABCD o wierzcho lkach A, B, C, D, czterech bokach
o d lugoṡci

a = |AB|, b = |BC|, c = |CD|, d = |AD|
i czterech ka̧tach α, β, γ, δ.
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A
A

A
A

A
A

A
A

A

PPPPPPPPPPP

A B

D

C

bd

c

a
α β

δ

γ

ω

Przeka̧tne d1 = |BD| i d2 = |AC| czworoka̧ta ABCD przecinaja̧ siȩ pod ka̧tem
ω w punkcie O.

Obwȯd czwooka̧ta
Obwod = a + b + c + d.

Pole czwoproka̧ta rȯwne jest po lowie iloczynu przeka̧tnych

P =
1

2
d1 ∗ d2,

jeżeli przeka̧tne d1, d2 przecinaja̧ siȩ pod ka̧tem prostym.
W przecinym przypadku pole dowolnego prostoka̧ta wyraża siȩ przez funkcje
trygonometryczne ka̧ta ω przeciȩcia przeka̧tnych i rȯwne jest

P =
1

2
d1 ∗ d2 sin ω.

0.7.1 Okra̧g opisany na czworoka̧cie.

Nie na każdym czworoka̧cie można opisaċ okra̧g. Niżej podamy warunek pod
ktȯrym na czworoka̧cie ABCD można opisaċ okra̧g. Jeżeli sumy d lugoṡci
przeciwleg lych bokȯw sa̧ rȯwne to istnieje dok ladnie jeden okra̧g opisany na
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czworoboku ABCD.

Mianowicie dla

a = |AB|, b = |BC|, = c = |CD|, d = |AD|

piszemy rȯwnoṡċ sumy przeciwleg lych bokȯw

|AB| + CD| = |BC + |AD|

lub

a + c = b + d.

Z rysunku niżej podanego zauważamy, że

a = v + x, b = x + y, c = y + z, d = z + v

��������������������������

︸ ︷︷ ︸
a=|AB|

︸ ︷︷ ︸
x

S
S
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S
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S
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S

S
S
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S

c = |CD|

|AD| = d

y

z

z

r

v

r

r

r

r

O





b = |BC|





x




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A B

C

D

Ska̧d obliczamy
a + c = (v + x)︸ ︷︷ ︸

a

+ (y + z)︸ ︷︷ ︸
c

a + c = (x + y)︸ ︷︷ ︸
b

+ (v + z)︸ ︷︷ ︸
d

= b + d.
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Pole czworoka̧ta ABCD w ktȯry można wpisaċ okra̧g o promieniu r i ṡrodku
w punkcie O rȯwne jest

P = r ∗ p, gdzie p =
1

2
(a + b + c + d).

Istotneie, pole czworoka̧ta ABCD rȯwne jest sumie pȯl deltoidȯw prostoka̧tnych
o ramionach r i wierzcho lku O w ṡrodku okrȩgu. Mianowicie pole

P = r ∗ x + r ∗ y + r ∗ v + r ∗ z = r ∗ p,

gdzie po lowa obwodu czworoka̧ta ABCD

p = x + y + v + z =
1

2
(a + b + c + d).

0.7.2 Czworoka̧t wpisany w okra̧g.

Nie na każdym czworoka̧cie można opisaċ okra̧g. Niżej podamy warunki pod
ktȯrymi na czworoka̧cie ABCD można opisaċ okra̧g.

�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q

promieṅ okȩgu opisanego na czworoka̧cie ABCD

R = |OA| = |OB| = |OC| = |OD|

symetralna OA∗ boku AB

symetralna OD∗ boku AD

suma ka̧tȯw naprzeciwleg lych

6 α + 6 γ = 1800, lub 6 α + 6 γ = π

suma ka̧tȯw naprzeciwleg lych

6 β + 6 δ = 1800, lub 6 β + 6 δ = π

0
R

R

R

R

r
r

r
r

r

r
r

A

B

C

D

A∗

D∗

β

γ

α

δ

Twierdzenie 0.1 . Okra̧g opisany na czworoka̧cie można zbudowċ wtedy i

tylko wtedy, jeżeli suma ka̧tȯw przeciwleg lych rȯwna jest π w mierze  lukowej

lub 1800 stopni.

α + γ = π, β + δ = π
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Dowȯd. Warunek konieczny. Jeżeli na danym czworoka̧cie ABCD można

opisaċ okra̧g to suma ka̧tȯw przeciwleg lych rȯwna jest π radianȯw lub 1800

α + γ = π, β + δ = π.

Zauważmy, że suma ka̧tȯw ṡrodkowych o wierzcho lku w ṡrodku okrȩgu O opar-
tych na  lukach B̂CD i B̂AD rȯwna jest rȯwna 2π, piszemy

6 B̂CD + 6 B̂AD = 2π (1)

Tym ka̧tom ṡrodkowym odpowiadaja̧ ka̧ty wpisane α i γ rȯwnież oparte na
 lukach B̂CD i B̂AD.

Wiemy, że ka̧t ṡrodkowy oparty na tym samym  luku co ka̧t wpisany jest dwa
razy wiȩkszy od ka̧ta wpisanego, piszemy

6 B̂CD = 2α i 6 B̂AD = 2γ

Zatem rȯwnoṡċ (1) piszemy jako sumȩ ka̧tȯw ṡrodkowych

6 B̂CD + 6 B̂AD = 2α + 2γ = 2π︸ ︷︷ ︸
α+γ=π

Ska̧d wynika, że suma ka̧tȯw przeciwleg lych α i γ czworoka̧ta ABCD rȯwna
jest π radianȯw lub 1800 stopni.

α + γ = π lub α + γ = 1800.

Podobnie dowodzimy, że suma ka̧tȯw przeciwleg lych β i δ czworoka̧ta ABCD

rȯwna jest π radianȯw lub 1800 stopni.
Mianowicie wiemy, że ka̧t ṡrodkowy oparty na tym samym  luku co ka̧t wpisany
jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta wpisanego, piszemy

6 ÂDC = 2β i 6 ÂBC = 2δ

Zatem mamy rȯwnoṡċ

6 ÂDC + 6 ÂBC = 2β + 2δ = 2π︸ ︷︷ ︸
β+δ=π

Ska̧d wynika, że suma ka̧tȯw przeciwleg lych β i δ czworoka̧ta ABCD rȯwna
jest π radianȯw lub 1800 stopni.

β + δ = π lub β + δ = 1800.

Dowȯd. Warunek dostateczny. Jeżeli w czworoka̧cie ABCD suma ka̧tȯw

przeciwleg lych jest rȯwna π radianȯw.

α + γ = π, β + δ = π.

to na tym czworoka̧cie można opisaċ okra̧g.

Wiemy, że na trȯjka̧cie o trzech wierzcho lkach B, A, D czworoka̧ta ABCD
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można opisaċ dok ladnie jeden okra̧g o ṡrodku w punkcie O przeciȩcia symetral-
nych ramion AB i AD ka̧ta α. Zatem, czwarty wierzcho lek C czworoka̧ta
ABCD leży na tym okrȩgu, jeżeli ka̧t wpisany γ = 6 BCD oparty jest na  luku
B̂AD. Z za lożenia

α + γ = π,

Podwojone ka̧ty wpisane α, γ tworza̧ sumȩ ka̧tȯw ṡrodkowych 6 BOD i 6 DOB

opatych na tych samych  lukach B̂AD i B̂CD co odpowiednie ka̧ty wpisany α

i γ.

Suma tych ka̧tȯw ṡrodkowych

2α + 2γ = 2π, podobnie 2β + 2δ = 2π

rȯwna jest ka̧towi pe lnemu 2π radianȯw. Wtedy wierzcho lki A, B, C, D cz-
woroka̧ta ABCD leża̧ na okrȩgu o ṡrodku w punkcie 0 i promieniu

r = |OA| = |OB| = |OC| = |OD|.

C.B.D.O.

Prof. dr Tadeusz STYŠ Warszawa, luty 11, 2019


