Czworokaty

0.1 Czworokat foremny.

Czworokatem foremnym jest kwadrat o czterych rownych bokach i czterych
katach rownych 90° lub w mierze tukowej rownych 5

D a
5 = 00" ~ = 00"
Pole kwadratu a?
Obwod kwadratu 4a
a a
a = 907 8 = 900
A a B

0.1.1 Kwadrat wpisany w okrag.

Cztery katy proste kwadratu wpisanego w okrag sa jednoczesnie katemi wpisanymi
w okrag opartymi na $rednicy okregu rownej 2R. Zatem przekatne kwadratu
wpisanego w okrag sa srednicami okregu.

Majac dany okrag tatwo mozna skonstruowac kwadrat wpisany w okrag przy
pomocy cyrkla i linijki bez skali.

Dane: okrag o promieniu R i srodku w punkcie O
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srednica=2R

Rysujac dwie srednice okregu prostopadte do siebie i taczac ich konce narysu-



jemy kwadrat wpisany w okrag o diugosci boku a = Rv/2.
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0.1.2 Konstrukcja okregu wpisanego w kwadracie.

W konstrukeji okregu wpisanego w kwadracie o dlugosci boku a = |AB| dany
jest kwagrat ABCD

C

A B

a 1
Promien okregu wpisanego w kwadrat rowny jest r = 54 potowie dtugosci boku

kwadratu ABCD.
Zatem rysujemy symetralne bokow kwadratu przy pomocy cyrkla i linijki.
'Nastepnie stawiamy cyrkiel w punkcie O przeciecia symetralnych i rozwartoscia

1Konstrukcja symetralnej odcinka przy pomocy cyrkla i linijki zostala opisana wczesniej.



cyrkla rowna dlogosci odcinka A'O zakresmy okrag wpisany w kwadrat.
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dlugosc boku kwadratu = a=|AB]|

0.1.3 Prostokaty

Prostokat ABC'D ma cztery boki parami rowne
a=|AB|=|CD|, b= |AD| = |BC|

i cztery katy proste rowne 90°.

b szerokosc boku prostokata BC

A L o) B

dlugosc boku prostokata a=|AB]|

Pole prostokata = a x b, obwod prostokata =2 xa + 2 b

0.1.4 Okrag opisany na prostokacie.

Na kazdym prostokacie mozna opisac¢ okrag. Natomiast w zaden prostokat nie
mozna wpisa¢ okregu z wyjatkiem kwadratu.



0.1.5 Konstrukcja okregu opisanym na prostokacie.

Latwo rysujemy okrag opisany na prostokacie ABC'D o dhugosci bokow
a=|AB], b= |BC|

Promien okregu opisanego na prostokacie rowny jest potowie dtugosci przekatnej
AC lub BD. 7 twierdzenia Pitagorasa obliczmy promien

1
R:§VG2+62

Rysujemy przy pomocy liniki dwie przekatne prostokata ABC'D laczac jego
wierzchotki A i C' oraz B i D. Stawiamy cyrkiel w punkcie O przeciecia
przekatnych i rozwartoscia cyrkla rowna diugosci odcinka AO lub OC' lub BO
lub DO zakreslamy okrag opisany na prostokacie ABCD.

Promici A= 40 g b szerokosc boku prostokata BC
AN Y B

dlugosc boku prostokata a=|AB]|

0.2 Romb
Romb ABCD jest czworokatem o rownych cztery bokach
a=|AB|=|BC|=|CD| = AD|

i parami rownych katach

a=7vy  [=0



D a=|CD)| C
B =180 — « 5 fy
§=180° — o d
a=|AD|
a=|BC)|
Romb ABCD
A a=|AB| B

Obwod rombu o danym boku a rowny jest
Obwod = 4a.
Pole rombu o danym boku a i wysosci h rowne jest
P=axh

Pole rombu o danych przekatnych d; i dy rowne jest
1
P=—dy xd,.
5 1% d2

Suma katow rombu rowna jest 360°. Mianowicie obliczamy

Suma = a+F+06+7y

= a+ (180° —a) +_a +(180° — a) = 360°.
B

0.2.1 Okrag wpisany w romb.

W kazdy romb mozna wpisac¢ okrag, natomiast na rombie nie mozna opisa¢
okregu. nizej podajemy konstrukcje okregu wpisanego w romb.
Dany jest romb ABC'D o diugosci bokow

a =|AB| = |BC| = |CD| = |AD|

i katach parmi rownych o =y i g = 6.

B3=180° —a

§ =180 —
D C

’ Romb ABCD

—
A a=|AB| B



0.2.2 Konstrukcja okregu wpisanego w romb.

Najpierw poprowadzmy przekatne rombu przy pomocy linijki. 7 punktu O
przeciecia przekatnych wystawiamy prostopadita do boku rombu C'D lub do
pozostatych bokow AB, BC, AD.

Punkkt stycznosci P okregu z bokiem rombu C'D wyznacza promien r = |OP)|
okregu wpisanego w romb. Stawiamy cyrkiel w punkcie przeciecia przekatnych
O i rozwrtoscia cyrkla rowna promieniowi okregu r = |OP| zakreslamy okrag
wpisany w romb. Okrag jest styczny do czterech bokow rombu. Boki rombu
sa prostopadle do promieni okregu wpisanego w romb wystawione w punktach
stycznosc.

B =180 — «
§ =180° — o .
D C
" Romb ABC'D
—‘/
A 4=|AB| °

0.3 Rownolegloboki

Rownolegtobok ABC'D jest czworokatem o bokach rownolegtych parami rownych
i o katach naprzeciwleglych rownych.

3=180° —a
5 =180° — &
D C
apj =y ° , )
¢ Rownolegtobok ABC'D
o B
A B

a=|AB|
Obwod rownolegtoboku o danych bokach a, b rowny jest
Obwod = 2a + 2b.
Pole rownolegtoboku o danych bokach a, b i wysosci h, lub h, rowne jest

P =axh,, lub P =bxh



lub pole rombu o danych przekatnych d; i ds rowne jest
Suma katow rownolegloboku rowna jest 360°. Mianowicie obliczamy

Suma = a+pB+d+7y

= a+ (180° — a) +_a_+(180° — a) = 360°
W rownoleglobok nie mozna wpisac¢ okregu ani opisa¢ okregu na rownolegltoboku,
jezeli rownolegtobok nie jest rombem lub kwadratem.

0.4 Trapez rownoramienny.
Trapez rownoramienny jest czworokatem ABC'D o dolej podstawi A B rownolegte;j

do gornej podstawy CD, o rownej dlugosci bokow |AD| = |BC| i parami
rownych katach o = 3 oraz v = ¢.

v =180 — o
§ =180 — «
c=|CD|
0 g
|AD| =b L b=|BC|
Trapez rownoramienny ABC' D
o
A a=|AB| B

Obwod trapazu rownoramiennego o danych bokach
a=|AB|, b=|AD|=|BC|, c=|CD|

rowny jest
Obwod = a + 2b + c.

Pole rownolegtoboku o danych bokach a, b i wysosci h rowne jest
1
P= §(a +c)xh

Istotne, pole trapezu ABC D rowne jest sumie pola prostokata o bokach ¢, h i

prostokata o bokach E(a — ¢), h. Zatem pole trapezu rownoramiennego

P:c*h+%(a—c)*h:%(a+c)



Suma katow trapezu rownoramiennego rowna jest 360°. Mianowicie obliczamy
Suma = a+pF+v+0
+(180° — o) + (180° — ) = 360°

Y é

«
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B

0.5 Trapez dowolny.

Trapez jest czworokatem ABC'D o dolej podstawi AB rownolegtej do gornej
podstawy C'D, o ramionach AD, BC'i katach «, 3,7, 9.

v =180 — o
5 =180° — « Trapez ABCD
¢=|CD|
4]
|AD| =d b= |BC|
h
o p
A A a=|AB| B

Obwod trapazu o danych bokach
a=|AB|, b=1|AB|, ¢ =|CD|, d=1|ZD|

rowny jest
Obwod =a+ b+ c+d.

Pole trapezu o danych bokach a, b, ¢,d i wysosci h rowne jest
1
P = §(a +c)xh

Istotne, pole trapezu ABC'D rowne jest sumie pola rownolegtoboku AA'C'D

Prownolegobok =cx*h

i pola trojkata triangle A’ BC
1
Prn=—-(a—c)*xh
2
Zatem pole trapezu rowne jest

P:c*h+%(a—c)*h:%(a+c)



Suma katow trapezu rownoramiennego rowna jest 360°. Mianowicie obliczamy

Suma = a++v+0
= a+ B+ (180° — a) + (180° — B) = 360°.

é Y

0.6 Deltoid
Deltoid jest czworokatem o bokach parami rownych
a=|AB|=AD|, oraz b=|BC|=|CD|

iokatach 3 =0

C
cp|=b,/"!
D5 & 3 B Przekatna d, = |BD|
Przekatna dy = |AC|
Deltoid ABC'D
a
A

Przekatne d; = |BD| i do = |AC| deltoidu ABC' D przecinaja sie pod katem
prostym w punkcie O.

Obwod deltoidu
Obwod = 2a +2b

Pole deltoidu rowne jest potowie iloczynu przekatnych
1
P=—dyxd
o * O

Poniewaz przekatne deltoidu przecinaja sie pod katem prostym w punkcie
O. Dlatego pole deltoidu ABC'D rowne jest sumie pol trojkatow ABCD i
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AABD. Zatem mamy
pole deltoidu ABCD = AABD+ ABCD

1 1

= 5l40]xdi + 5jOC] « dy
1

— (40| +|0C]) + ds

1
= Zxdyxd
2*1*2

W deltoid mozna woisa¢ okag i na okregu mozna opisac deltoid.

0.6.1 Konstrukcja okregu wpisanego w deltoid.

Zatozmy, ze mamy dany deltoid ABC'D o bokach
a=|AB; b=||BC|

bok a = |AB| = |AD)|
bok b = |BC| = |CD)|

Deltoid ABC'D

A

Srodek okregu wpisanego w deltoid lezy na przecieciu przekatnych AC i BD.
Natomiast promien r = |OP'| jest prostopadly do kazdego z czterech bokow
deltoidu ABCD. Zatem ze srodka O okregu wystawiamy prostopadta do boku
AB lub BC lub CD lub AD. Nastepnie stawiamy cyrkiel w srodku okregu
O 1 rozwartoscia cyrkla rowna odlegtosci srodka O od punktu stycznosci P’
zakreslamy okrad woisany w deltoid.

bok a = |AB| = |AD)|
bok b = |BC| = |CD)|

promiemien 7 = |OF'|
Deltoid ABC'D
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Promien okregu wpisanego w deltoid

P
r= = —, p=a-+b,

1
gdzie P = —d; * dy, oznacza pole deltoidu jako polowa iloczynu jego przekatnych

dy, ds. natomiast p = a + b jest potowa obwodu deltoidu ABCD.
Istotnie pole deltoidu rowne jest sumie pol czterech trojkatow

Pole deltoidu = |AAOB|+ |AAOD| + |AOBC|+ |AOCD|
LV AB 1+ 2IBC|« r + 2|CD| 7 + 1|AD)
= = - * - * - *
2 "y Ty Ty "
1 1 1 1
= §|b|*r—|—§|a|*7’—l—§|a|*r—l—§|b|*r

1
= 5(2a+26)*r:(a+b)*r

0.6.2 Konstrukcja okregu opisanego na deltoidzie.

Na kazdym deltoidzie mozna opisaé okrag. Srodek okregu opisanego na del-
toidzie lezy na przecieciu dwusiecznych katow deltoidu ABCD.
Mamy dany deltoid ABC'D o bokach a = |AB|, b= |BC|.

Prowadzimy dwusieczna DO kata /ADC' oraz dwusieczna AC' kata /DAB
i /BCD. Przekatne d; = |DC| i dy = |AC| rysujemy przy pomocy linijki
laczac wierzchotki D z B i A z C deltoidu ABC'D. Zauwazmy, ze przekatna
dy = |AC| jest jednoczesnie dwusieczna katow /DAB i /BCD.

Okrag opisany na deltoidzie ABCD rysujemy stawiajac cyrkiel w punkcie
O przecigcia dwusiecznych katow i rozwartoscia cyrkla rowna promieniowi

R = |OA| kreslimy okrag.

C

N

przekatha di

P

>N pj’zek‘atn do
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Zauwazmy, ze deltoid

e jest kwadratem, jezeli ma cztery boki rowne i cztery katy rowne,
e jest rombem, jezeli ma wszystkie boki rowne.

0.7 Czworokaty dowolne

Rozpatrzmy czworokat ABC' D o wierzchotkach A, B, C, D, czterech bokach
o dhugosci
a=|AB|, b=|BC|, ¢=|CD|, d=|AD|

i czterech katach «, (3, 7, 9.

A a B
Przekatne d; = |BD| i dy = |AC| czworokata ABC'D przecinaja sie pod katem
w w punkcie O.

Obwod czwookata
Obwod = a+b+c+d.

Pole czwoprokata rowne jest potowie iloczynu przekatnych
P = L dy x d
- 2 1 2)

jezeli przekatne dy, do przecinaja sie pod katem prostym.
W przecinym przypadku pole dowolnego prostokata wyraza si¢ przez funkcje
trygonometryczne kata w przeciecia przekatnych i rowne jest

1
P= §d1 * dy sin w.

0.7.1 Okrag opisany na czworokacie.

Nie na kazdym czworokacie mozna opisac okrag. Nizej podamy warunek pod
ktorym na czworokacie ABC'D mozna opisa¢ okrag. Jezeli sumy dlugosci
przeciwlegtych bokow sa rowne to istnieje doktadnie jeden okrag opisany na
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czworoboku ABC'D.
Mianowicie dla
a=|AB|, b=|BC|, =c=|CD|, d=|AD|
piszemy rownosc¢ sumy przeciwleglych bokow
|AB|+ CD| = |BC + |AD|
lub

at+c=0b+d.

Z rysunku nizej podanego zauwazamy, ze

a=v+x, b=x+y, c=y+z d=z+v

C
)
c=|CD|
)
z
r
b b= |BC|
p 0 r
r
|AD| =d
r x
h
A v z B
Skad obliczamy a=|AB|

at+c = (v+a)+(y+2)
—_—— N———

atc = (x+y)+@v+2)
b d

= b+d.
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Pole czworokata ABC'D w ktory mozna wpisac okrag o promieniu r i srodku
w punkcie O roéwne jest

1
P=rxp, gdzie p:§(a+b+c+d).

Istotneie, pole czworokata ABC' D rowne jest sumie pol deltoidow prostokatnych
o ramionach r i wierzchotku O w srodku okregu. Mianowicie pole

P=rxx+rxy+rxvt+r*xz=rxp,

gdzie potowa obwodu czworokata ABC' D

1
p=x+y+v+z:§(a+b+c+d).

0.7.2 Czworokat wpisany w okrag.

Nie na kazdym czworokacie mozna opisac¢ okrag. Nizej podamy warunki pod
ktorymi na czworokacie ABC' D mozna opisac okrag.

promien okegu opisanego na czworokgcie ABC D

R =|0A| =|0B| =|0C| = |0D|
symetralna OD* boku AD

symetralna OA* boku AB

C

suma kgtow naprzeciwleglych
Lo+ Ly =180 lub la+/y=7
suma kgtow naprzeciwleglych

LB+ L6 =180, lub [B+Li=T7

Twierdzenie 0.1 . Okrgg opisany na czworokgcie mozna zbudowé wtedy 1
tylko wtedy, jezeli suma kgtow przeciwleglych rowna jest m w mierze tukowej
lub 180° stopni.

a+vy=m, B+o=m
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Dowod. Warunek konieczny. Jezeli na danym czworokgcie ABC'D mozna
opisac okrag to suma kgtow przeciwleglych rowna jest m radianow lub 180°

a+y=m, B+0=m.

Zauwazmy, ze suma katow srodkowych o wierzchotku w srodku okregu O opar-
tych na tukach BC'D i BAD réwna jest rowna 27, piszemy

(BCD+ (BAD = 2r (1)

Tym katom srodkowym odpowiadaja katy wpisane « i v rowniez oparte na
tukach BC'D i BAD.

Wiemy, ze kat srodkowy oparty na tym samym tuku co kat wpisany jest dwa
razy wiekszy od kata wpisanego, piszemy

/BCD =2a i [BAD=2y
Zatem rownosc (1) piszemy jako sume katow srodkowych

/BCD + (BAD =20+ 2y =27
—_— ————
a+y=m

Skad wynika, ze suma katow przeciwlegtych o i v czworokata ABCD rowna
jest m radianow lub 180" stopni.

a+y=7 lub a+~y=180"

Podobnie dowodzimy, ze suma katow przeciwleglych (i 0 czworokata ABC D
rowna jest m radianow lub 180° stopni.

Mianowicie wiemy, ze kat srodkowy oparty na tym samym tuku co kat wpisany
jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego, piszemy

LADC =28 i [ABC =25
Zatem mamy rownosc
LADC + [ABC =23+ 2§ = 2r
—_— —m——
B+o=m

Skad wynika, ze suma katow przeciwleglych i 0 czworokata ABC'D rowna
jest m radianow lub 180" stopni.

B+o=mn lub [B+6=180".

Dowod. Warunek dostateczny. Jezeli w czworokgcie ABC'D suma kgtow
przeciwleglych jest rowna m radianow.

a+y=m, B+0=m.

to na tym czworokgcie mozna opisac okrqg.
Wiemy, ze na trojkacie o trzech wierzchotkach B, A, D czworokata ABCD
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mozna opisac doktadnie jeden okrag o srodku w punkcie O przecigcia symetral-
nych ramion AB i AD kata «. Zatem, czwarty wierzchotek C' czworokata
ABCD lezy na tym okregu, jezeli kat wpisany v = /BC'D oparty jest na tuku
BAD. 7 zalozenia

a+y=m,

Podwojone katy wpisane a, v tworza sumg katow srodkowych /BOD i /DOB
opatych na tych samych tukach BAD i BC'D co odpowiednie katy wpisany «

1.
Suma tych katow srodkowych
20 + 2y = 2w,  podobnie 23+ 20 = 2w

rowna jest katowi pelnemu 27 radianow. Wtedy wierzchotki A, B,C, D cz-
worokata ABC'D leza na okregu o srodku w punkcie 0 i promieniu

r=|0A| = |OB| = |0C| = |OD|.
C.B.D.O.
Prof. dr Tadeusz STYS Warszawa, luty 11, 2019



