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TRȮJKA̧TY

Zakres geometrii p laskiej obejmuje zwia̧zki miarowe w trȯjka̧tach, prostoka̧tach,
rȯwnoleg lobokach, w okrȩgach i w wieloka̧tach. Konstrukcja trȯjka̧tȯw przy
pomocy cyrkla i linijki oraz ich w lasnoṡci geometryczne kszta lt, obwȯd i pole
stanowia̧ treṡċ tego opracowania.

0.1 Trȯjka̧ty

Rozrȯżniamy nastȩpuja̧ce trȯjka̧ty:

• trȯjka̧ty rȯwnoboczne,

• trȯjka̧ty rȯwnoramienne,

• trȯjka̧ty prostoka̧tne,

• trȯjka̧ty dowolne.

Konstrukcja trȯjka̧tȯw przy pomocy linijki i cyrkla

Oznaczenia. Wierzcho lki trȯjka̧ oznaczamy dużymi literami A, B, C w kierunku
przeciwnym do wzkazȯwek zegara. Natomiast d lugoṡci bokȯw oznaczamy ma lymi
literami

a = |BC|, b = |BC|, c = |AB|
wed lug zasady naprzeciw ka̧tȯw α, β, γ leża̧ boki a, b, c, jak niżej na rysunku.1
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Trȯjka̧t ∆ABC

Jasne, że konstrukcja trȯjka̧ta 4ABC jest możliwa, jeżeli d lugoṡci bokȯw a, b, c

spe lniaja̧ nierȯwnoṡċ trȯjka̧ta.
Nierȯwnoṡċ trȯjka̧ta. Suma d lugoṡci dwȯch bokȯw a, b, c danego trȯka̧ta
4ABC jest wiȩksza od boku trzeciego.

a + b > c, lub a + c > b, lub b + c > a.

Przyk lad 0.1 Narysuj trȯjka̧t o danych wierzcho lkach A, B, C.

Na p laszczyżnie wybieram trzy rȯżne punkty A, B, C niewspȯ lliniowe i
 la̧czymy te punkty używaja̧c linjki. 2

1Ka̧ty oznaczamy greckimi literami
2Punkty A, B,C sa̧ wspȯ lliniowe, jeżeli leża̧ na jednej prostej.
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W ten sposȯb narysowaliṡmy trȯjka̧t 4ABC o wierzcho lkach A, B, C i o
bokach AB, BC AC.
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Trȯjka̧t ∆ABC

Przyk lad 0.2 Narysuj trȯjka̧t 4ABC o danych bokach

|AB| = c, |BC| = a, |BC| = b

c b a

Konstrukcja 1. Na prostej L odk ladamy cyrklem odcinek AB o d lugoṡci

c = |AB|

A

Prosta: L r r
B

Nastȩpnie cyrklem od promieniu R = b rysujemy  luk stawiaja̧c cyrkiel w
punkcie A. Potem cyrklem o pomieniu R = a rysujemy  luk stawiaja̧c cyrkel w
punkcie B. Punkt C przeciȩcia  lukȯw  la̧czymy z punktem A i z punktem B.

W ten sposȯb narysowaliṡmy trȯjka̧t 4ABC
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o danych bokach a, b, c używaja̧c tylko cyrkla i linijki bez jednostek miary.
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Przyk lad 0.3 Narysuj trȯjka̧t 4ABC o danych d lugoṡciach bokȯw
|AB| = c, |AC| = b

A AB Cr r r rc b

i danym kszta lcie ka̧ta α pomiȩdzy bokami AB i AC, nie wyrażonym w stop-
niach lub radianach, używaja̧c cyrkla i linijki bez jednostek miary, jak niżej
na rysunku
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Dane: ka̧t α, boki b = |AC|, c = |AB|.

Konstrukcja 2. Na prostej L odk ladamy cyrklem bok o d lugoṡci c = |AB|
zaznaczaja̧c pocza̧tek w punkcie A. Nastȩpnie przenosimy ka̧t α oparty na
 luku l stawiaja̧c cyrkiel w wierzcho lku ka̧ta α i ta̧ sama̧ rozwaroṡcia̧ cyrkla
przenosimy  luk l na prosta̧ L stawiaja̧c cyrkiel w punkcie A.

Teraz przenosimy d lugoṡċ  luku l na prosta̧ L stawiaja̧c cyrkiel punkcie przecia̧
 luku l z dolnym ramieniem ka̧ta α i ustalamy rozwartoṡċ cyrkla na d lugoṡci
 luku l. Potem ta̧ rozwartoṡcia̧ cyrkla tworzymy  luk przecinaja̧c  luk poprzednio
zaznaczony. Dalej przez wierzcho lek A i punkt przeciȩcia  lukȯw prowadzimy
prosta̧ P , Na przeciȩciu  lukȯw leży wierzcho lek C trȯjka̧ta 4ABC, jak niżej
na rysunku.
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 La̧cza̧c punkty A, B, C odcinkami, otrzymamy konstruowany trȯjka̧t ABC.
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Przyk lad 0.4 Narysuj trȯjka̧t 4ABC o danym boku o d lugoṡci c = |AB| i



4

danych dwȯch ka̧ch α, β przyleg lych do boku AB przy pomocy cyrkla i linijki
bez jednostek miary.

��
��
��
��
��
��
�

J
J
J
J
J
JJ

r r
︸ ︷︷ ︸

c

lα lβ

α βBA

Dane: ka̧t α, ka̧t β i bok c = |AB|.

Konstrukcja 3.

Żeby zbudowaċ trȯjka̧t 4ABC z danego boku AB i danych dwȯch ka̧tȯw α, β

przyleg lych do boku AB wystarczy przenieṡċ dolne ramie i ka̧ta β na dolne
ramie ka̧t α i wierzcho lek B ka̧taβ na koniec B odcinka AB.

W tym celu stawiamy cyrkel w wierzcho lku ka̧ta β i ustawiemy rozwartoṡċ
cyrkla na  luku lβ. Nastȩpne zakreṡlamy  luk lβ na ka̧cie α stawiaja̧c cyrkiel w
koṅcu B boku AB. Przeciȩcie gȯrnych ramion ka̧tȯw α, β jest wierzcho lkiem
C konstruowanego trȯjka̧ta 4ABC, jak niżej na rysunku
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Dane: ka̧t α, ka̧t β i bok c = |AB|.

0.2 Trȯjka̧ty przystaja̧ce

Konstrukcja trȯjka̧tȯw przy pomocy cyrkla i linijki oparta jest na trzech cechach
przystawania trȯjka̧tȯw.
Ogȯlnie, dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce, jeżeli maja̧ odpowiednie boki rȯwne i
odpowiednie ka̧ty rȯwne. Jasne, że na to żeby dwa trȯjka̧ty by ly przystaja̧ce
wystarczy, żeby mia ly rȯwne boki, gdyż wtedy automatycznie wszystkie ka̧ty
musza̧ mieċ rȯwne. O tym mȯwi pierwsza cecha przystawania trȯjka̧tȯw.

Pierwsza checha przystawania trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce,
jeżeli odpowiednie boki pierszego trȯjka̧ta sa̧ rȯwne odpowiednim bokom drugiego
trȯjka̧ta.
Zauważmy, że konstrukcja 1 trȯjka̧ta zosta la wykonana na podstawie pierszej
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cechy przystawania trȯjka̧ȯw.

Druga cecha przystawania trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce, jeżeli
maja̧ odpowiednie dwa boki rȯwne i odpowiednie ka̧ty pomiȩdzy tymi bokami
rȯwne.

Zauważmy, że konstrukcja 2 trȯka̧ta zosta la wykonana na podstawie drugiej
cechy przystawania trȯjka̧tȯw.

Trzecia cecha przystawania trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce, jeżeli
maja̧ odpowiedni jeden bok rȯwny i odpowiednie dwa ka̧ty przyleg le do tych
bokȯw rȯwne.

Zauważmy, że konstrukcja 3 trȯka̧ta zosta la wykonana na podstawie trzeciej
cechy przystawania trȯjka̧ȯw.

0.3 Konstrukcja trȯjka̧tȯw podobnych

Proporcje w trȯjka̧tach podobnych zosta ly opisane w temacie 25, Twierdzenie
Talesa. Niżej podamy przyk lad konstrukcji trȯjka̧tȯw podobnych przy pomocy
cyrkla i linijki.

Przyk lad 0.5 Narysuj trȯjka̧t o wierzcho lkach A, B, C. Narysuj drugi trȯjka̧t
o tych samych ka̧tach i o bokach dwa razy d luższych używaja̧c linijki i cyrkla.

Na przed lużonych bokach trȯjka̧ta 4ABC odk ladamy dwa odcinki rȯwne
d lugoṡci bokȯw AB i AC .  La̧czymy zaznaczone koṅce odcinkȯw.
Widzimy, że w ten sposȯb narysowaliṡmy dwa trȯjka̧ty podobne
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Trȯjka̧ty podobne ∆ABC ≈ AB1C1
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0.4 Cechy podobieṅstwa trȯjka̧tȯw

Cechy podobieṅstwa trȯjka̧tȯw sa̧ rozszerzona̧ forma̧ cech przystawania trȯjka̧tȯw.

Pierwsza cecha podobieṅstwa trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty 4ABC i 4A1B1C1

sa̧ podobne w skali k, jeżeli odpowiednie boki pierszego trȯjka̧ta sa̧ proporcjon-
alne w skali k do odpowiednich bokȯw drugiego trȯjka̧ta.
Piszemy

4ABC ≈ 4A1B1C1,

jeżeli dla ustalonej wartoṡci wspȯ lczynnika proporcji k d lugoṡci bokȯw tych
trȯjka̧tȯw spe lniaja̧ proporcje

|AB|
|A1B1|

=
|AC|
|A1C1|

=
|BC|
|B1C1|

= k.

lub
c

c1

=
b

b1

=
a

a1

= k.

gdzie

c = |AB|, b = |AC|, a = |BC|,

c1 = |A1B1|, b1 = |A1C1|, a = |B1C1|.
Na przyk lad, niżej na rysunku trȯjka̧ty 4ABC i 4A1B1C1 sa̧ podobne

w skali 1 : 2.

Mianowicie dla c1 = 2c, b1 = 2b, a1 = 2a skala k =
1

2
i proporcja bokȯw

c

2c
=

b

2b
=

a

2a
=

1

2
.

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

︸ ︷︷ ︸

c1

c
︷ ︸︸ ︷

c
︷ ︸︸ ︷D

D
D
D
DD

D
D
D
D
D
D
D
D
D
DD

r

r

r r r
rr

r

C

C1

A A1
c

b

b1

a1

a

B B1

Trȯjka̧ty podobne ∆ABC ≈ A1B1C1

Druga cecha podobieṅstwa trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty 4ABC i 4A1B1C1

sa̧ podobne w skali k, jeżeli maja̧ jeden ka̧t rȯwny i dwa boki leża̧ce na ramionach
tego ka̧ta proporcjonalne.
Piszemy

4ABC ≈ 4A1B1C1,
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jeżeli 6 α = 6 α1 i d lugoṡci bokȯw

c = |AB|, b = |AC| i c1 = |A1B1|, b1 = |A1C1|
spe lniaja̧ proporcjȩ

|AB|
|A1B1|

=
|AC|
|A1C1|

= k.

lub
c

c1

=
b

b1

= k.

Na przyk lad, niżej na rysunku trȯjka̧ty 4ABC i 4A1B1C1 sa̧ podobne

w skali 1 : 4.

Mianowicie dla c1 = 4c, b1 = 4b, a1 = 4a skala k =
1

4
i proporcja bokȯw

c

4c
=

b

4b
=

1

4
.
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Trȯjka̧ty podobne ∆ABC ≈ A1B1C1

Trzecia cecha podobieṅstwa trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty 4ABC i 4A1B1C1

sa̧ podobne, jeżeli maja̧ dwa katy¸ rȯwne .3

Piszemy
4ABC ≈ 4A1B1C1.

Jeżeli 6 α = 6 α1 i 6 β = 6 β1, to boki trȯjka̧tȯw zachowuja̧ proporcje w skali k

|AB|
|A1B1|

=
|AC|
|A1C1|

=
|BC|
|B1C1|

= k.

lub
c

c1

=
b

b1

=
a

a1

= k.

Na przyk lad, niżej na rysunku trȯjka̧ty 4ABC i 4A1B1C1 sa̧ podobne

w skali 1 : 2.

Mianowicie dla c1 = 2c, b1 = 2b, a1 = 2a, skala k =
1

2
i proporcja bokȯw

c

2c
=

b

2b
=

a

2a
=

1

2
.

3Jeżeli dowolne trȯjka̧ty maja̧ dwa ka̧ty rȯwne to maja̧ wszystkie trzy ka̧ty rȯwne
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Trȯjka̧ty podobne ∆ABC ≈ A1B1C1

0.5 Trȯka̧t rȯwnoboczny

Konstrukcja trȯjka̧ta rȯwnobocznego. Rysujemy odcinek AB o ustalonej d lugoṡci
bokȯw trȯjka̧ta a = |AB|.

A a Br r
Dany bok AB o d lugoṡci a = |AB|

Stawiamy nȯżkȩ cyrkla na pocza̧tku odcinka w punkcie A i zakreṡlamy okra̧g o
promieniu rȯwnym d lugoṡci odcinka R = a. Nastȩpnie stawiamy nȯżkȩ cyrkla
na drugim koṅcu odcinka w punkcie B i tym samym promieniem R = a za-
kreṡlamy okra̧g.  La̧czymy punkt przeciȩcia okrȩgȯw C z koṅcami odcinka AB.
Widzmy, że w ten spoȯb powsta l trȯjka̧t 4ABC o rȯwnych bokach a i rȯwnych
ka̧tach α = 600..
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aa

a Br r

r

Trȯjka̧t rȯwnoboczny ∆ABC

Pole trȯjka̧ta

S =
a ∗ h

2
,

obwȯd trȯjka̧ta

P = a + a + a = 3 ∗ a

Zadanie 0.1 Narysuj trȯjka̧t o tych samych ka̧tach i o bokach dwa razy d luższych
używaja̧c linijki i cyrkla. Zmierz ka̧ty tego trȯjka̧ta. Oblicz sumȩ ka̧tȯw tego
trȯjka̧ta
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0.6 Trȯjka̧t rȯwnoramienny

Trȯjka̧t rȯwnoramienny ∆ ABC ma dwa boki boki rȯwne i dwa ka̧ty przy
podstawie też rȯwne.

a
︷ ︸︸ ︷

b
︷ ︸︸ ︷

b
︷ ︸︸ ︷

A

A C

B

B C

r rr r r r
Dany bok AB o d lugoṡci a = |AB|

Dany bok AC o d lugoṡci b = |AC| Dany bok BC o d lugoṡci b = |BC|

Konstrukcja trȯjka̧ta rȯwnobocznego. Rysujemy podstawȩ trȯjka̧ta AB o danej
d lugoṡci a = |AB|. Stawiamy nȯżkȩ cyrkla na pocza̧tku podstawy w punkcie A

i zakreṡlamy okra̧g o promieniu R = b rȯwnym d lugoṡci boku AC . Nastȩpnie
stawiamy nȯżkȩ cyrkla na drugim koṅcu podstway w punkcie B i tym samym
promieniem R = b zakreṡlamy okra̧g.  La̧czymy punkt przeciȩcia okrȩgȯw z
koṅcami odcinka. Widzmy, że w ten spoȯb powsta l trȯjka̧t o rȯworamienny.
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Pole trȯjka̧ta

S =
a ∗ h

2
,

obwȯd trȯjka̧ta
P = a + 2 ∗ b.

Zadanie 0.2 Zmierz boki i ka̧ty tego trȯjka̧ta. Oblicz obwȯd i pole trȯjka̧ta,
oblicz sumȩ ka̧tȯw tego trȯjka̧ta

0.7 Trȯjka̧t prostoka̧tny

W trȯjka̧cie prostoka̧tnym jeden z ka̧tȯw jest ka̧tem prostym, w stopniach

rȯwnym 900, w radianach rȯwnym
π

2
radianȯw. Ramionami ka̧ta prostego
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sa̧ dwie przyprostoka̧tne AC i BC. Natomiast przciwprostoka̧tna AB leży na
przeciw ka̧ta prostego γ.

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

︸ ︷︷ ︸

c−przeciwprostokatna

α

γ = 900

β
BA

C

przyprostokatna − b
a − przyprostokatna

Suma ka̧tȯw w trȯjka̧cie prostoka̧tnym 6 α + 6 β = 900

0.8 Zwia̧zki miarowe w trȯjka̧cie prostoka̧tnym

Zwia̧zki miarowe w trȯjka̧cie prostoka̧tnym opisane zosta ly temacie ”Twierdze-
nie Pitagorasa. Trȯjki pitagorejskie”. Niżej podajemy niektȯre w lasnoṡci
trȯjka̧tȯw prostoka̧tnych

Twierdzenie Pitagorasa 0.1 W trȯka̧cie prostoka̧tnym suma kwadratȯw przypros-
toka̧tnych rȯwna jest kwadratowi przeciwprostoka̧tnej

a2 + b2 = c2

Tutaj przez a i b oznaczone sa̧ d lugoṡci przyprostoka̧tnych, litera̧ c oznaczona
jest d lugoṡċ przeciwprostoka̧tnej, (zobacz niżej rysunek.)

Dowȯd twierdzenia Pitagorasa.

Zauważmy, że odpowiednie trzy ka̧ty α, β, 900 trȯjka̧tȯw 4 ABC i 4 DBC, za-
znaczone na rysunku, sa̧ rȯwne. Dlatego na podstawie 3-ej cechy podobieṅstwa
trȯjka̧tȯw, 4 te trȯjka̧ty podobne.

4Trzecia cecha podobieṅstwa trȯjka̧tȯw: wszyskie trzy ka̧ty sa̧ rȯwne.
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x + y = c
︸ ︷︷ ︸

c

x yα

αβ

β
BA

C

b
a

D

6 α + 6 β = 900

Zatem boki trȯjka̧tȯw 4 ABC i 4 DBC sa̧ proporcjonalne. To znaczy, że na
przeciw rȯwnych ka̧tȯw leża̧ proporcjonalne boki:

a

y
=

c

a
, i

b

x
=

c

b
,

Ska̧d obliczamy

a2 = y ∗ c, b2 = x ∗ c

oraz sumȩ stron powyższych rȯwnoṡci

a2 + b2 = (x + y) ∗ c.

Ponieważ x + y = c to w trȯjka̧cie prostoka̧tnym 4 ABC suma kwadratȯw
przyprostoka̧tnych a, b rȯwna jest kwadratowi przeciwprostoka̧tnej c, piszemy

a2 + b2 = c2

Koniec dowodu.

Przyk lad 0.1 Oblicz przeciwprostka̧tna̧ x trȯjka̧ta prostoka̧tnego o danych przypros-
toka̧tnych a = 3 i b = 4.

@
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@
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@
@
C

A B

c = xb = 4

a = 3

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC
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Stosuja̧c twierdzenie Pitagorasa, dla danych a = 3, b = 4, obliczamy przeciw-
prostka̧tnej c = x

x2 = a2 + b2 = 32 + 42 = 9 + 16 = 25

x =
√

25 = 5.

Przyk lad 0.2 Oblicz przyprostka̧tna̧ x trȯjka̧ta prostoka̧tnego

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
C

A B

c = 10b = 6

a = x
Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Z twierdzenia Pitagorasa dla danych b = 6, c = 10 obliczamy przyprostka̧tna̧
a = x

x2 = c2 − b2 = 102 − 62 = 100 − 36 = 64, x =
√

64 = 8.

Odpowiedź: przyprostoka̧tna a = 8.

Przyk lad 0.3 Sprawdź, że trȯjka̧t o boku a = 12cm, boku b d luższym o 4cm
od boku a i o boku c d luższym o 8cm od boku a jest prostoka̧tny.

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
C

A B

cb

a

Obliczamy boki trȯjka̧ta

a = 12, b = 12 + 4 = 16, c = 12 + 8 = 20.

Trȯjka̧t 4ABC jest prostoka̧tny, jeżeli jego boki speniaja̧ tezȩ twierdzenia
Pitagorasa

a2 + b2 = c2.
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Istotne dla bokȯw a = 12, b = 16, c = 20, sprawdzamy, że

122 + 162 = 144 + 256 = 400 = 202

Zatem trȯjka̧t 4ABC jest prostoka̧tny.

0.9 Ṡrednia geometryczna

Proporcje Talesa by ly znane w Szkole Pitagorejskiej w tym zwia̧zek wysokoṡci
h = |CD| poprowadzonej z wierzcho lka ka̧ta prostego na przeciwprostoka̧tna̧
c jako ṡrednia geometryczna pomiȩdzy rzutami |AD| = c − x i |DB| = x

przyprostoka̧tnych a, b na przeciprostoka̧tna̧

h2 = x(c − x).

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

c − x
︸ ︷︷ ︸

x
︸ ︷︷ ︸

c

h

BA

C

b
a

D

Istotnie, z podobieṅstwa trȯjka̧tȯw 4ADC ≈ 4DBC wynika proporcja

h

c − x
=

x

h
.

Ska̧d wysokoṡċ

h2 = x(c− x), h =
√

x(c− x)

jest ṡrednia̧ geometryczna̧ rzutȯw c − x, x przyprostoka̧tnych a, b na przeci-
wprostoka̧tna̧ c.

Przyk lad 0.6 Oblicz rzuty ac i bc przyprostoka̧tnych a, b na przeciwpros-
toka̧tna̧ c i wysokoṡċ h trȯjka̧ta prostoka̧tnego poprowadzona̧ z wierzcho lka ka̧ta
prostego na przeciwprostoka̧tna̧, jeżeli przyprostoka̧tne a = 3 i b = 4.

Rozwia̧zanie.

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy przeciwprostoka̧tna̧

c2 = a2 + b2 = 32 + 42 = 9 + 16 = 25,

c =
√

25 = 5
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oraz rzuty ac = x, bc = x(c− x) i wysokoṡċ h = x(c − x).
Mianowicie, z trȯjka̧tȯw 4ADC i 4DBC mamy zwia̧zki pomiedzy rzutami
ac, bc i wysokoṡcia̧ h

h2 = b2 − (c − x)2, i h2 = a2 − x2

zatem mamy rownanie

b2 − (c2 − 2 ∗ x + x2) = a2 − x2,

skad

2 ∗ x = a2 − b2 + c2,

x =
a2 − b2 + c2

2

Podstawiaja̧c a = 3, b = 4, c = 5 obliczamy rzuty ac, bc

ac = x =
32 − 42 + 52

2
=

9

2

bc = c − x = 5 − 9

5
=

25 − 9

5
=

16

5
.

Wysokṡċ h jest ṡrednia̧ geometryczna̧ rzutȯw ac =
9

5
i bc =

16

5
, zatem

h =
√

ac ∗ bc =

√

9

5
∗ 16

5
=

3 ∗ 4

5
=

12

5
.

0.10 Trȯjka̧t dowolny. Wzȯr Herona

Rozpatrzmy trȯjka̧t 4ABC o d lugoṡci bokȯw

c = |AB|, b = |AC|, a = |BC

spe lniaja̧cych nierȯwnoṡċ trȯjka̧ta

a + b > c, i a + c > b, i b + c > a
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c
c
c

c
c

c
c

c
c
c

��
��
��
��
��
��
��
��

c
BA

C

b
a

r r

r

Wzȯr Herona. Heron z Aleksandrii grecki matematyk, fizyk i wynalazca
poda l wzȯr na pole dowolnego trȯjka̧ta.

S = p
√

p(p − a)(p − b)(p − c), p =
1

2
(a + b + c)

Dowȯd.

W literaturze istnieje kilka dowodȯw wzoru Herona. Tutaj podamy dowȯd
wzoru Herona stosuja̧c twierdzenie Pitagorasa do trȯka̧tȯw 4ADC, 4BCD

c
c
c

c
c

c
c

c
c
c

��
��
��
��
��
��
��
��

︸ ︷︷ ︸

c−x

︸ ︷︷ ︸

x

h

BA

C

b
a

r r

r

r6
D

c = (c − x) + x

Mianowicie, stosuja̧c twierdzenie Pitagorasa do trȯjka̧tȯw 4ADC, 4BCD

obliczamy kwadrat wysokoṡci

h2 = a2 − x2,

h2 = b2 − (c − x)2.
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Ska̧d obliczamy x
a2 − x2 = b2 − (c − x)2

a2 − b2 + c2 = 2cx

x =
a2 − b2 + c2

2c
.

Podstawiaja̧c do pierwszgo rȯwnania wartoṡċ x obliczamy kwadrat wysokoṡci

h2 = a2 − (
a2 − b2 + c2

2c
)2

=
4a2c2 − (a2 − b2 + c2)2

4c2

=
[2ac − (a2 − b2 + c2)][2ac + (a2 − b2 + c2)]

4c2

=
[b2 − (a − c)2][(a + c)2 − b2]

4c2

=
[b− a + c)(b + a − c)][(a + c − b)(a + c + b)]

4c2

=
[(b + a + c) − 2a)(b + a + c) − 2c][(a + c + b) − 2b)(a + c + b)]

4c2

dla obwodu 2p = a + b + c

wysokosc h2 =
(2p − 2a)(2p − 2c)(2p − 2b)(2p)

4c2

= 4
(p − a)(p − c)(p − b)p

c2

Teraz obiczamy wysokoṡċ trȯjka̧ta 4ABC

h =
2

c

√

p(p − a)(p − b)(p − c)

Pole S trȯjka̧ta 4ABC rȯwne jest po lowie podastawy c razy wysokoṡċ h.
Zatem mamy pole trȯjka̧ta o d lugoṡci bokȯw a, b, c

S =
√

p(p − a)(p − b)(p − c)

Przyk lad 0.7 Oblicz pole trȯjka̧ta 4ABC o bokach a = 6 b = 8, c = 10
stosuja̧c wzȯr Herona

Rozwia̧zanie.

Obliczamy obwȯd trojka̧ta

p =
6 + 8 + 10

2
= 12
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Ze wzoru Herona obliczamy pole trȯjka̧ta

S =
√

p(p − a)(p − b)(p − c)

=
√

12(12 − 6)(12 − 8)(12 − 10)

=
√

12(6)(4)(2)

=
√

576 = 24.

0.11 Okra̧g opisany na trȯjka̧cie

Ṡrodek okra̧gu opisanego na trȯjka̧t leży na ptrzecieciu symetralnych bokȯw
trȯjka̧ta. Najpierw, zauważmy, że symetralne bokȯw trȯjka̧ta przecinaja̧ siȩ w
jednym punkcie.

��
��
��
��
��
��
��
��
��E

E
E
E
E
E
E
E
EE

r
r

r

r

A

B

C
symetralna boku AC: LAC

symetralna boku AB: LAB

ṡrodek ko la 0 opisanego na trȯjka̧cie

Okra̧g opisany na trȯjka̧cie rȯwnobocznym.

Rozpatrzmy trȯjka̧cie rȯwnobocznym 4ABC o d lugoṡci boku a wpisany w
okra̧g. Zauważmy wtedy, że symetralne bokȯw trȯjka̧ta, dwusieczne ka̧tȯw i
wysokoṡci trȯjka̧ta rȯwnobocznego przecinaja̧ siȩ w ṡrodku okrȩgȯw wpisanego
i opisanego na tym trȯjka̧cie. Wiemy, że wysokoṡci trȯjka̧ta rȯwnobocznego
spȯszczone na jego boki sa̧ rȯwne

h =
a
√

3

2

Natomiast dwusieczne ka̧tȯw rȯwnych 600 lub
π

3
radianȯw pokrywaja̧ siȩ z



18

wysokoṡciami bokȯw.

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

r

r

r
A B

C

0

h

promieṅ R R

R

promieṅ R = |AO| = |BO| = |CO|

Przyk lad 0.8 Oblicz promieṅ R okrȩgu opisanego na trȯjka̧cie rȯwnobocznym
maja̧c dany bok a = 3

Sprawdzamy, że promieṅ rȯwny jest dwie trzecie wysokoċi h, piszemy

R =
2

3
h.

Wiemy, że wysokoṡċ

h =
a
√

3

2
.

Zatem promiemieṅ

R =
2

3
∗ a

√
3

2
=

a
√

3

3
.

Ska̧d dla a = 3 obliczamy promieṅ

R =
3
√

3

3
=

√
3.

Okra̧g opisany na trȯjka̧cie prostoka̧tnym. Z twierdzenia o ka̧cie ṡrodkowym
opartym na tym samym  luku co ka̧t wpisany wynika że ka̧t prosty rȯwny jest
po lowie ka̧ta ṡrodkowego opartego na  luku rȯwnym π. Zatem ka̧t wpisany

oparty na ṡrednicy okrȩgu jest rȯwny
π

2
. Wiȩcej, każdy trȯjka̧t wpisany w
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okra̧g oparty na ṡrednicy okrȩgu jest trȯjka̧tem prostym.

�
�
�
�
�
�
�
�

︸ ︷︷ ︸

2R

R
︷ ︸︸ ︷

r r

rA B

C

0

Przyk lad 0.9 Oblicz promieṅ okrȩgu opisanego na trȯjka̧cie prostoka̧tnym,
jeżeli wiadomo, że przyprostka̧tne a = 3 i b = 4.

Rozwia̧zanie.

Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, że kwadrat przciwprostoka̧tnej rȯwne jest
sumie kwadratȯw przyprostoka̧tnych

c2 = a2 + b2.

Ska̧d dla a = 3, b = 4 obliczamy

c2 = 32 + 42 = 9 + 16 = 25.

Zatem przeciwprostoka̧tna c =
√

25 = 5.
Ponieważ przeciwprostoka̧tna jest ṡrednia̧ okrȩgu rȯwna̧ 2R = 5 to promieṅ

okrȩgu opisanego na trȯjka̧cie prostoka̧tnym rȯwny jest R =
5

2
= 2.5.
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0.12 Oka̧g wpisany w trȯjka̧t

Ṡrodek okrȩgu wpisanego w dowolny trȯjka̧t leży na przeciȩciu dwusiecznych
ka̧tȯw trojka̧ta. Dwussieczne trȯjka̧ta przecinaja̧ siȩ w jednym punkcie.

A
A
A
A
A

"
"
"
"
"
"
"
""

&%
'$

rr
r

r
A B

C

0

r

r

Okra̧g wpisany w trȯjka̧t jest styczny do bokȯw trȯjka̧ta. Promieṅ r okrȩgu
wpisanego w trȯjka̧t jest prostopad ly do bokȯw trȯjka̧ta.

Oka̧g wpisany w trȯjka̧t rȯwnoboczny. Rozpatrzmy szczegȯlny przy-
padek, gdy w trȯjka̧t rȯwnoboczny o d lugoṡci bokȯw a = |AB| = |BC| = |AC|
jest wpisany okra̧g promieniu r.

�
�
�
�
�
�

T
T
T
T
T
T

︸ ︷︷ ︸

a

&%
'$rr r

r

A B

C

r

r r

Przyk lad 0.10 Oblicz bok a trȯjka̧ta rȯwnobocznego, jeżeli wiadomo, że promieṅ
okrȩgu wpisanego w trȯjka̧t rȯwnoboczny rȯwny jest r = 4.

Rozwia̧zanie.

W tym przypadku szczegȯlnym ṡrodek okrȩgu wpisanego i opisanego na trȯjka̧cie
rȯwnoramiennym pokrywaja̧ siȩ. Zatem promieṅ rȯwny jest dwie trzecie wysokoċi
h, piszemy

r =
2

3
h.

Wiemy, że wysokoṡċ

h =
a
√

3

2
.

Ska̧d promiemieṅ

r =
2

3
∗ a

√
3

2
, a

√
3 = 3r, a =

3r√
3

= r
√

3.

Dla r = 4 bok trȯjka̧ta rȯwnobocznego a = 4
√

3.
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0.13 Styczna do okrȩgu

Możliwe sa̧ trzy nastȩpuja̧ce przypadki po lożenia prostej wzglȩdem okrȩgu

1. prosta L jest styczna do okrȩgu. Wtedy prosta L ma jeden punkt P

wspȯlny z okrȩgiem,

2. prosta L przcina okra̧g w dwȯch punktach. Wtedy prosta L tworzy od-
cinek siecznej okrȩgu o koṅcach przeciȩcia,

3. prosta L nie ma punktȯw wspȯlnych z okrȩgiem.

Konstrukcja stycznej do okrȩgu. Maja̧c okra̧g o promieniu r i ṡrodku
w punkcie O oraz punkt A na zewna̧trz okrȩgu możemy skonstruowaċ prosta̧
styczna̧ do okrȩgu przy pomocy cyrkla i linijki.
Dane: Promieṅ r, ṡrodek okrȩgu punkt O i punkt A leża̧cy na zewna̧trz okrȩgu

&%
'$r rA

0

r

Najpierw zauważmy, że prosta styczna do okrȩgu jest prostopad la do promienia
okrȩgu r  la̧cza̧cego ṡrodek O okrȩgu z punktem stycznoṡci P, ktȯry należy
wyznaczyċ.
Zacznikmy konstrukcjȩ od narysowania ka̧ta prostego. Na prostej L

′

obieramy
dowolny punkt A

′

. Rysujemy prosta̧ L
′

. Nastȩpnie stawiamy cyrkiel w punkcie
A

′

i dowolna̧ rozwartoṡcia̧ cyrkla zakreṡlamy dwa  luki przecinaja̧ce prosta̧ L
′

.
Dalej, stawiamy cyrkiel w pierwszym punkcie przeciȩcia i zakreṡlamy dwa  luki
nad i pod prosta̧ L

′

. Podonie stawiamy cyrkiel w drugim punkcie i zakreṡlamy
ta̧ sama̧ rozwartoṡcia̧ cyrkla dwa  luki przecinaja̧ce  lu ki, wczeṡniej zaznaczone
nad i pod prosta̧ L

′

.  La̧czymy te dwa punkty przecinaja̧ce siȩ nad i pod prosta̧
L

′

. W ten sposȯb narysowaliṡmy odcinek prostopad ly do prostej L
′

w punkcie
A

′

, jak niżej na rysunku

prosta L
′ rr r

A
′

Teraz cyrkiel stawiamy w punkcie A
′

i rozwartoṡcia̧ rȯwna̧ promieniowi r zaz-
naczamy na odcinku prostopad lym do prostej L

′

punkt P
′

. Nastȩpnie cyrkiel
stawiamy w punkcie P

′

i rozwartoṡcia̧ cyrkla rȯwna̧ d lugoṡci odcinka AO
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zakreṡlamy  luk przcinaja̧cy prosta̧ L
′

i  la̧czymy te punkty. W ten sposȯb
narysowaliṡm trȯjka̧t 4A

′

O
′

P
′

prostoka̧tny, ktȯrego przyprostoka̧tnymi sa̧ od-
cinkami A

′

O
′

i A
′

P ′

``````````
prosta L

′ rr rrP
′

r
A

′

O
′

Trȯjka̧t prostoka̧tny 4A
′

O
′

P
′

jest przystaja̧cy do szukanego trȯjka̧ta pros-
toka̧tnego 4AOP , ktȯrego d lugoṡċ przyprostka̧tnej A

′

O
′

jest rȯwna d lugoṡci
stycznej AP . Zatem stawiaja̧c cyrkiel w punkcie A rozwartoṡcia̧ rȯwna̧ d lugoṡci
przyprostoka̧tnej A

′

O
′

zaznaczamy punkt stycznoṡci P na okrȩgu o promieniu
r i ṡrodku w punkcie O.

``````````�
��

&%
'$rr

P

r
0 A

prosta L

Przyk lad 0.11 Podaj konstrukcjȩ stycznej do okrȩgu o promieniu r poprowad-
zonej z punktu A, ktȯry leży poza okrȩgiem w odleg loṡci 2r od ṡrodka okrȩu 0,
przy pomocy cyrkla i linijki bez skali.

Rozwia̧zanie.

Konstrukcja stycznej do okrȩgu poprowadzonej z danego punktu A polega na
okreṡleniu po lożenia wierzcho lka ka̧ta prostego, to znaczy punktu P trȯjka̧ta
4APO na okrȩgu.

W tym przyk ladzie konstrukcji stycznej korzystamy z istotniej informacji o
z lotym trȯjka̧cie w ktȯrym przeciwprostoka̧tna jest dwa razy d luższa od jed-
nej z przyprostoka̧tnych. Mianowicie, tutaj styczna do okrȩgu tworzy z loty
prȯjka̧t 4OAP w ktȯrym przeciwprostoka̧tna |OA| = 2r jest dwa razy d luższa
od przyprostoka̧tnej |OP | = r. Ponadto w z lotym trȯjka̧cie ka̧ty przy przypros-

toka̧tnej 6 POA = 600 lub w mierze  lukowej 6 POA =
π

3
.
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Dane: Okra̧g o promieniu r i ṡrodku w punkciece O oraz punkt A po lożony
poza trȯjka̧tem 4APO.

︸ ︷︷ ︸

2r

r
︷︸︸︷

&%
'$rr

O A

prosta L

Zatem, należy okreṡliċ po lożenie punktu P wierzcho lka ka̧ta prostego punktu
P trȯjka̧ta 4AOP na danym okrȩgu. W tym celu stawiamy cyrkiel w punkcie
B przeciȩcia okrȩgu z odcinkiem OA i zakreṡlamy  luk przecinaja̧cy okra̧g w
szukanym punkcie P. Zauważmy, że sa̧ dwa po lożenia punktu stycznoṡci P nad
prosta̧ L i pod prosta̧ L. to znaczy, że w konstrukcji stycznej do okrȩgu sa̧
dwie styczne spe lniaja̧ce warunki zadania.

"
"
"

b
b
b�

�

A
A

︸ ︷︷ ︸

2r&%
'$r

r q rr B

P

P
′

O

r

A

prosta L

0.14 Zadania

Zadanie 0.3 Narysuj trȯjka̧t 4ABC o danych bokach

|AB| = c, |BC| = a, |BC| = b

c b a
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Zadanie 0.4 Narysuj trȯjka̧t 4ABC o danym boku o d lugoṡci c = |AB| i
danych dwȯch ka̧ch α, β przyleg lych do boku AB przy pomocy cyrkla i linijki
bez jednostek miary.

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
J
J
J
J
JJ

r r
︸ ︷︷ ︸

c

lα lβ

α βBA

Dane: ka̧t α, ka̧t β i bok c = |AB|.

Zadanie 0.5 Narysuj trȯjka̧t o wierzcho lkach A, B, C. Narysuj drugi trȯjka̧t
o tych samych ka̧tach i o bokach trzy razy d luższych używaja̧c linijki i cyrkla.

Zadanie 0.6 Oblicz rzuty ac i bc przyprostoka̧tnych a, b na przeciwprostoka̧tna̧
c i wysokoṡċ h trȯjka̧ta prostoka̧tnego poprowadzona̧ z wierzcho lka ka̧ta prostego
na przeciwprostoka̧tna̧, jeżeli przyprostoka̧tne a = 6 i b = 8.

Zadanie 0.7 Oblicz pole trȯjka̧ta 4ABC o bokach a = 12 b = 16, c = 20
stosuja̧c wzȯr Herona

Zadanie 0.8 Oblicz promieṅ R okrȩgu opisanego na trȯjka̧cie rȯwnobocznym
maja̧c dany bok a = 5

Zadanie 0.9 Oblicz promieṅ okrȩgu opisanego na trȯjka̧cie prostoka̧tnym, jeżeli
wiadomo, że przyprostka̧tne a = 6 i b = 8.

Zadanie 0.10 Oblicz bok a trȯjka̧ta rȯwnobocznego, jeżeli wiadomo, że promieṅ
okrȩgu wpisanego w trȯjka̧t rȯwnoboczny rȯwny jest r = 2.

Zadanie 0.11 Podaj konstrukcjȩ stycznej do okrȩgu o promieniu r poprowad-
zonej z punktu A, ktȯry leży poza okrȩgiem w odleg loṡci 3r od ṡrodka okrȩu 0,
przy pomocy cyrkla i linijki bez skali.
Dane: Okra̧g o promieniu r i ṡrodku w punkciece O oraz punkt A po lożony
poza trȯjka̧tem 4APO.

︸ ︷︷ ︸
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O A
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Prof. dr Tadeusz STYṠ Warszawa, 25-ty styczeṅ, 2019


