TROJKATY

Zakres geometrii ptaskiej obejmuje zwiazki miarowe w trojkatach, prostokatach,
rownolegtobokach, w okregach i w wielokatach. Konstrukcja trojkatow przy
pomocy cyrkla i linijki oraz ich wlasnosci geometryczne ksztatt, obwod i pole
stanowia tresc tego opracowania.

0.1 Trojkaty

Rozrozniamy nastepujace trojkaty:

trojkaty rownoboczne,

trojkaty rownoramienne,

trojkaty prostokatne,

trojkaty dowolne.
Konstrukcja trojkatow przy pomocy linijki i cyrkla
Oznaczenia. Wierzcholki trojkg oznaczamy duzymsi literami A, B, C' w kierunku

przeciwnym do wzkazowek zegara. Natomiast dtugosci bokow oznaczamy matymi

literamsi
a=|BC|, b=|BC|, c¢=|AB|

wedlug zasady naprzeciw kgtow o, 3, v lezq boki a,b, ¢, jak nizej na rysunku.*

Tréjkat AABC

Jasne, ze konstrukcja trojkata AABC jest mozliwa, jezeli dtugosci bokow a, b, ¢
speliaja nierownosé trojkgta.
Nierownosc trojkata. Suma dlugosci dwoch bokow a,b,c danego trokgta
ANABC jest wieksza od boku trzeciego.

a+b>c, lub a+c>b, lub b+c> a.
Przyklad 0.1 Narysuj trojkgt o danych wierzchotkach A, B, C.

Na ptaszczyznie wybieram trzy rozne punkty A, B, C' niewspotliniowe i
taczymy te punkty uzywajac linjki. 2

1Katy oznaczamy greckimi literami
2Punkty A, B, C sa wspolliniowe, jezeli leza na jednej proste;.



W ten sposob narysowalismy trojkat AABC o wierzchotkach A, B,C' i o
bokach AB, BC' AC.

A B
Tréjkat AABC

Przykitad 0.2 Narysuj trojket NABC o danych bokach

AB|=¢, |BC|=a, |BC|=b

Konstrukcja 1. Na prostej L odkladamy cyrklem odcinek AB o diugosci

c=|AB|

Prosta: L

A B

Nastepnie cyrklem od promieniu R = b rysujemy tuk stawiajac cyrkiel w
punkcie A. Potem cyrklem o pomieniu R = a rysujemy tuk stawiajac cyrkel w
punkcie B. Punkt C' przecigcia tukow taczymy z punktem A i z punktem B.
W ten sposob narysowalismy trojkat AABC

Prosta: L

A ¢ B

o danych bokach a, b, ¢ uzywajac tylko cyrkla i linijki bez jednostek miary.



Przykitad 0.3 Narysuj trojkgt ANABC' o danych diugosciach bokow
|AB| = c, |AC| = b

A B A C

i danym ksztalcie kata o pomiedzy bokami AB i AC, nie wyrazonym w stop-
niach lub radianach, uzywajac cyrkla i linijki bez jednostek miary, jak nizej
na rysunku

Dane: kgt o, boki b = |AC|, ¢ = |AB|.

Konstrukcja 2. Na prostej L odkladamy cyrklem bok o dlugosci ¢ = |AB|
zaznaczajac poczatek w punkcie A. Nastepnie przenosimy kat a oparty na
tuku [ stawiajac cyrkiel w wierzchotku kata « i ta sama rozwaroscia cyrkla
przenosimy tuk [ na prosta L stawiajac cyrkiel w punkcie A.

Teraz przenosimy dtugosc tuku [ na prosta L stawiajac cyrkiel punkcie przecia
luku [ z dolnym ramieniem kata « i ustalamy rozwartosé¢ cyrkla na dlugosci
tuku [. Potem ta rozwartoscia cyrkla tworzymy tuk przecinajac tuk poprzednio
zaznaczony. Dalej przez wierzcholek A i punkt przeciecia tukow prowadzimy
prosta P, Na przecieciu tukow lezy wierzchotek C trojkata AABC, jak nizej
na rysunku.

Prosta: L

A c B

Laczac punkty A, B, C' odcinkami, otrzymamy konstruowany trojkat ABC.

Prosta: L

Przyklad 0.4 Narysuj trojkgt AABC o danym boku o dlugosci ¢ = |AB| i



danych dwoch kgch o, B przylegtych do boku AB przy pomocy cyrkla i liniki
bez jednostek miary.

l & - >

[

Dane: kat o, kat ( ibok c¢=|AB|.

Konstrukcja 3.

Zeby zbudowac trojkat AABC z danego boku AB i danych dwoch katow a, (3
przylegtych do boku AB wystarczy przenies¢ dolne ramie i kata 3 na dolne
ramie kat « i wierzchotek B kataf3 na koniec B odcinka AB.

W tym celu stawiamy cyrkel w wierzchotku kata 3 i ustawiemy rozwartosc
cyrkla na tuku lg. Nastepne zakreslamy tuk /5 na kacie a stawiajac cyrkiel w
koncu B boku AB. Przecigcie gornych ramion katow «, 8 jest wierzchotkiem
C konstruowanego trojkata AABC, jak nizej na rysunku

Dane: kgt o, kgt (5 i bok c=|AB|.

0.2 Trojkaty przystajace

Konstrukcja trojkatow przy pomocy cyrklailinijki oparta jest na trzech cechach
przystawania trojkatow.

Ogolnie, dwa trojkaty sa przystajace, jezeli maja odpowiednie boki rowne i
odpowiednie katy rowne. Jasne, ze na to zeby dwa trojkaty byly przystajace
wystarczy, zeby mialy rowne boki, gdyz wtedy automatycznie wszystkie katy
musza mie¢ rowne. O tym mowi pierwsza cecha przystawania trojkatow.

Pierwsza checha przystawania trojkatow. Dwa trojkaty sq przystajgce,
jezeli odpowiednie boki pierszego trojkata sqg rowne odpowiednim bokom drugiego
trojkgta.

Zauwazmy, ze konstrukcja 1 trojkata zostala wykonana na podstawie pierszej



cechy przystawania trojkaow.

Druga cecha przystawania trojkatow. Dwa trojkety sq przystajace, jezeli
majg odpowiednie dwa boki rowne i odpowiednie kqty pomiedzy tymi bokami
rowne.

Zauwazmy, ze konstrukcja 2 trokata zostala wykonana na podstawie drugiej
cechy przystawania trojkatow.

Trzecia cecha przystawania trojkatow. Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli
maja odpowiedni jeden bok rowny i odpowiednie dwa katy przyleglte do tych
bokow rowne.

Zauwazmy, ze konstrukcja 3 trokata zostala wykonana na podstawie trzeciej
cechy przystawania trojkaow.

0.3 Konstrukcja trojkatow podobnych

Proporcje w trojkatach podobnych zostaly opisane w temacie 25, Twierdzenie
Talesa. Nizej podamy przykiad konstrukceji trojkatow podobnych przy pomocy
cyrkla i linijki.

Przyklad 0.5 Narysuj trojkgt o wierzchotkach A, B,C. Narysuj drugi trojkgt
o tych samych kgtach v o bokach dwa razy dtuzszych uzywajgc linigki © cyrkla.

Na przedtuzonych bokach trojkata AABC odkladamy dwa odcinki rowne
dlugosci bokow AB i AC. Laczymy zaznaczone konce odcinkow.
Widzimy, ze w ten sposob narysowalismy dwa trojkaty podobne

Cy

A
Trojkgty podobne AABC ~ AB;C



0.4 Cechy podobienstwa trojkatow

Cechy podobienstwa trojkatow sa rozszerzona forma cech przystawania trojkatow.

Pierwsza cecha podobienstwa trojkatow. Dwa trojkety ANABC i ANA1B,Cy
sq podobne w skali k, jezeli odpowiednie boki pierszego trojkqta sq proporcjon-
alne w skali k do odpowiednich bokow drugiego trojkgta.

Piszemy

ANABC =~ AAlBlC’l,

jezeli dla ustalonej wartosci wspotczynnika proporcji k& diugosci bokow tych
trojkatow spelniaja proporcje

AB| _ [AC] _ |BC| _

|A1By|  |ALCY|  |BiCy]
lub

k.

gdzie
c = |AB|, b= |AC]|, a=|BC],

C1 = |AlBl|, bl = |A101|, a = |BlC’1|
Na przyklad, nizej na rysunku trojkaty AABC i AA;B;C) sa podobne

w skali 1: 2. |
Mianowicie dla ¢; = 2¢, by = 2b, a; = 2a skala k = 3 i proporcja bokow

c_b
2¢ 2
C
b
a
) ¢ B A

Trojkgty podobne AABC ~ A B,C

Druga cecha podobienstwa trojkatow. Dwa trojkety ANABC i AAB1C}
sq podobne w skali k, jezeli majq jeden kgt rowny i dwa boki lezgce na ramionach
tego kqta proporcjonalne.

Piszemy

ANABC =~ AAlBlC’l,



jezeli La = Loy 1 dlugosci bokow
C:|AB|, b:|AC| 7 01:|A131|, 61:|A101|

speliaja proporcje

AB| _ jac|
[A1By|  [ALC '
lub

c b

R —

C1 bl

Na przyklad, nizej na rysunku trojkaty AABC i AA;B1C) sa podobne
w skali 1 : 4.

Mianowicie dla ¢; = 4¢, by = 4b, a; = 4a skala k = 1 i proporcja bokow

A
Trojkgty podobne AABC ~ A B,C

Trzecia cecha podobienstwa trojkatow. Dwa trojkety AABC 1 AAB1C
sq podobne, jezeli majqg dwa katy rowne .3
Piszemy

ANABC =~ AAlBlC’l.

Jezeli Lo = Loy i LB = /[, to boki trojkatow zachowuja proporcje w skali k

|AB| B |AC| B |BC| o
|A1B1|  |A1Ch| | BiCh| '
lub

c b a

C1 N E N ai
Na przyklad, nizej na rysunku trojkaty AABC i AA;B;C) sa podobne

w skali 1: 2.

1
Mianowicie dla ¢; = 2¢, by = 2b, a; = 2a, skala k = 3 i proporcja bokow

c b a 1

2 2 2a 2

3 Jezeli dowolne trojkaty maja dwa katy rowne to maja wszystkie trzy katy rowne




! 5 e
¢ B Ay
Trojkgty podobne AABC ~ A B,C

0.5 Trokat rownoboczny

Konstrukcja trojkgta rownobocznego. Rysujemy odcinek AB o ustalonej dlugosci
bokow trojkata a = |AB].

Dany bok AB o dtugosci a = |AB|

A a B

Stawiamy nozke cyrkla na poczatku odcinka w punkcie A i zakreslamy okrag o
promieniu rownym dhugosci odcinka R = a. Nastepnie stawiamy nozke cyrkla
na drugim koncu odcinka w punkcie B i tym samym promieniem R = a za-
kreslamy okrag. Laczymy punkt przeciecia okregow C' z koncami odcinka AB.
Widzmy, ze w ten spoob powstat trojkat AABC' o rownych bokach a i rownych
katach o = 60°..

C
q
a a
h Trojkat rownoboczny AABC
e a
Al o B
Pole trojkata
axh
S =
2 )

obwod trojkata
P=a+a+a=3x*a

Zadanie 0.1 Narysuj trojkgt o tych samych kgtach @ o bokach dwa razy dtuzszych
uzywajgce linigki @ cyrkla. Zmierz kgty tego trojkgta. Oblicz sume kgtow tego
trojkata



0.6 Trojkat rownoramienny
Trojkat rownoramienny A ABC ma dwa boki boki rowne i dwa katy przy

podstawie tez rowne.

Dany bok AB o dtugosci a = |AB)|

a

A ¢ v B
b b
A & Y C B & )C
Dany bok AC' o dtugosci b = |AC| Dany bok BC' o dtugosci b= |BC|

Konstrukcja trojkgta rownobocznego. Rysujemy podstawe trojkata AB o danej
dhugosci a = |AB|. Stawiamy nozke cyrkla na poczatku podstawy w punkcie A
i zakreslamy okrag o promieniu R = b rownym dlugosci boku AC'. Nastepnie
stawiamy nozke cyrkla na drugim koncu podstway w punkcie B i tym samym
promieniem R = b zakreslamy okrag. Laczymy punkt przeciecia okregow z
koncami odcinka. Widzmy, ze w ten spoob powstat trojkat o roworamienny.

b
o
B
Pole trojkata
axh
S =
2 7
obwod trojkata
P=a+2xb.

Zadanie 0.2 Zmierz boki i kgty tego trojkgta. Oblicz obwod @ pole trojkgta,
oblicz sume kgtow tego trojkgta

0.7 Trojkat prostokatny

W trojkacie prostokatnym jeden z katow jest katem prostym, w stopniach

rownym 90°, w radianach rownym 5 radianow. Ramionami kata prostego
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sa dwie przyprostokatne AC' i BC. Natomiast przciwprostokatna AB lezy na
przeciw kata prostego . o

v = 90"
przyprostokatna — b
a — przyprostokatna

A B

c—przeciwprostokatna

Suma kqetow w trojkacie prostokgtnym Lo+ L3 = 90°

0.8 Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym

Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym opisane zostaly temacie ” T'wierdze-
nie Pitagorasa. Trojki pitagorejskie”. Nizej podajemy niektore witasnosci
trojkatow prostokatnych

Twierdzenie Pitagorasa 0.1 W trokqcie prostokgtnym suma kwadratow przypros-
tokgtnych rowna jest kwadratow:i przeciwprostokgtnej

a4+ b =2

Tutaj przez a i b oznaczone sq dlugosci przyprostokgtnych, literqg ¢ oznaczona
jest dlugosé przeciwprostokgtnej, (zobacz nizej rysunek.)

Dowod twierdzenia Pitagorasa.

Zauwazmy, ze odpowiednie trzy katy o, 3, 90° trojkatow A ABCi A DBC, za-
znaczone na rysunku, sa rowne. Dlatego na podstawie 3-ej cechy podobienstwa
trojkatow, * te trojkaty podobne.

4 Trzecia cecha podobienstwa trojkgtow: wszyskie trzy katy sq rowne.
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¢ 0
La+ L3 =90
Bl
b
a
o T Yy B
A r+y=c D B

[

Zatem boki trojkatow A ABC i A DBC sa proporcjonalne. To znaczy, ze na
przeciw rownych katow leza proporcjonalne boki:

Skad obliczamy

a =yxe, V¥ =xxc
oraz sume stron powyzszych rownosci
a’+ b= (x+y)*c

Poniewaz x + y = ¢ to w trojkacie prostokatnym A ABC' suma kwadratow
przyprostokatnych a, b rowna jest kwadratowi przeciwprostokatnej ¢, piszemy

a4+ b =2
Koniec dowodu.

Przyklad 0.1 Oblicz przeciwprostkgtng x trojkgta prostokgtnego o danych przypros-
tokgtnych a =3 i b= 4.

Trojkat prostokgtny AABC
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Stosujac twierdzenie Pitagorasa, dla danych a = 3, b = 4, obliczamy przeciw-
prostkatnej ¢ = x

=a>4+b=34+42=9+16=25
T =4/25=05.

Przyklad 0.2 Oblicz przyprostketng x trojkgta prostokgtnego

A B

Trojkat prostokgtny AABC

Z twierdzenia Pitagorasa dla danych b = 6, ¢ = 10 obliczamy przyprostkgtng
a=2x

2= -10*=102-6>=100—-36 =64, 2z =+64=38.
Odpowiedz: przyprostokatna a = 8.

Przyklad 0.3 Sprawdz, zZe trojkgt o boku a = 12cm, boku b dtuzszym o 4em
od boku a i o boku ¢ dtuzszym o 8cm od boku a jest prostokgtny.

C

Obliczamy boki trojkata
a =12, b=12+44 =16, c= 12+ 8 = 20.

Trojkat AABC jest prostokatny, jezeli jego boki speniaja teze twierdzenia
Pitagorasa
a’ +b* =
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Istotne dla bokow a = 12, b =16, ¢ = 20, sprawdzamy, ze
122 + 16 = 144 + 256 = 400 = 20°

Zatem trojkat AABC' jest prostokatny.

0.9 Srednia geometryczna

Proporcje Talesa byly znane w Szkole Pitagorejskiej w tym zwiazek wysokosci
h = |CD| poprowadzonej z wierzchotka kata prostego na przeciwprostokatna
¢ jako $rednia geometryczna pomiedzy rzutami |[AD| = ¢ —x 1 |[DB| = =
przyprostokatnych a, b na przeciprostokatna

h? = z(c — ).
C
b
h a
c
A c—T D =z B

Istotnie, z podobienstwa trojkatow AADC ~ ADBC wynika proporcja
h x
c—x h’

h* = z(c — 1), h=\/z(c—x)

jest srednia geometryczna rzutow ¢ — x, x przyprostokatnych a,b na przeci-
wprostokatna c.

Skad wysokosc

Przyklad 0.6 Oblicz rzuty a. i b. przyprostokgtnych a, b na przeciwpros-
tokgtng c i wysokosc h trogkgta prostokgtnego poprowadzong z wierzcholka kqta
prostego na przeciwprostokgtng, jezeli przyprostokgtne a = 3 i b = 4.

Rozwiazanie.
7 twierdzenia Pitagorasa obliczamy przeciwprostokatna

A=a?+0*=3%+42=9+16 = 25,

c=+v25=5
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oraz rzuty a. = x, b. = x(c— x) i wysokos¢ h = z(c — x).
Mianowicie, z trojkatow AADC i ADBC mamy zwiazki pomiedzy rzutami
ae, be 1 wysokoscia h

h? =0* - (c —x)?% i h?=a%—2?

zatem mamy rownanie

V- (*=2%xz+2?) = a—2?

skad

2% x =a’®—b? + 2,

a’> —b>+ ¢
2

Podstawiajac a = 3, b = 4, ¢ = 5 obliczamy rzuty a., b.

3 —4+5 9
aczl‘ziz—

9
Wysokse h jest srednia geometryczna rzutow a. = R ib.= = zatem
h: ac*bc: 9*E23*4:B
V5 5 5 5

0.10 Trojkat dowolny. Wzor Herona

Rozpatrzmy trojkat AABC o dtugosci bokow
c=|AB|, b=]AC|, a=|BC
speliajacych nieréwnosc trojkata

a+b>c, 1 a+c>b, ) b+c>a
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Wzor Herona. Heron z Aleksandrii grecki matematyk, fizyk i wynalazca
podat wzor na pole dowolnego trojkata.

S=p/ol— a0, p=glatbto)

Dowod.
W literaturze istnieje kilka dowodow wzoru Herona. Tutaj podamy dowod
wzoru Herona stosujac twierdzenie Pitagorasa do trokatow AADC, ABCD

Mianowicie, stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkatow AADC, ABCD
obliczamy kwadrat wysokosci

B2 = a2 — 22,

h* =b* — (c — x)%
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Skad obliczamy x
a’*— 2> =0 — (c—x2)?
a?—b* + c? = 2cx
a? —b*+ 2
2c '
Podstawiajac do pierwszgo rownania wartos¢ x obliczamy kwadrat wysokosci

a®> —b> + 2

" - - ( 2c )2
_ da’d —(a® =+ )
a 4c?
_ [2ac— (a2 — b2 + 2)][2ac + (a2 — b + )]
4c?
_ P—(a=Pllla+?— ]
4c?
_ b—atbt+a—o)llat+c—b)(a+c+b)
4c?
_ [b+a+0)—2a)(b+a+c) —2[(a+c+Db) = 2)(a+c+Db)
4c?
dla obwodu p=a+b+c
wysokose b2 = P 20)Cp —435)(2;9 — 2b)(2p)
_ p—a)p-o)lp-bp

Teraz obiczamy wysokosc trojkata AABC

h=2Vplp—a)p—H)p— o)

Pole S trojkata AABC rowne jest polowie podastawy c¢ razy wysokosc h.
Zatem mamy pole trojkata o dtugosci bokow a, b, ¢

S =/plp —a)(p = b)(p - ¢

Przykitad 0.7 Oblicz pole trojkgta ANABC o bokach a = 6 b = 8, ¢ = 10
stosujgc wzor Herona

Rozwiazanie.

Obliczamy obwod trojkata
_6+8+10
- — =

12
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Ze wzoru Herona obliczamy pole trojkata

S = \plp—a)p—b)(p—oc)

= /12(12 — 6)(12 — 8)(12 — 10)

= 12(6)(4)(2)

= /076 = 24.

0.11 Okrag opisany na trojkacie

Srodek okragu opisanego na trojkat lezy na ptrzecieciu symetralnych bokow
trojkata. Najpierw, zauwazmy, ze symetralne bokow trojkata przecinaja si¢ w
jednym punkcie.

Okrag opisany na trojkacie rownobocznym.

Rozpatrzmy trojkacie rownobocznym AABC o dlugosci boku a wpisany w
okrag. Zauwazmy wtedy, ze symetralne bokow trojkata, dwusieczne katow i
wysokosci trojkata rownobocznego przecinaja sie w srodku okregow wpisanego
i opisanego na tym trojkacie. Wiemy, ze wysokosci trojkata rownobocznego
sposzczone na jego boki sa rowne

av/3
=5

T
Natomiast dwusieczne katow rownych 60° lub 3 radianow pokrywaja sie z
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wysokosciami bokow.

romienn R = |AO| = |BO| = |CO|

Przyktad 0.8 Oblicz promien R okregu opisanego na trojkgcie rownobocznym
majgc dany bok a = 3

Sprawdzamy, ze promien rowny jest dwie trzecie wysokoci h, piszemy

Wiemy, ze wysokosé

Zatem promiemien

Skad dla a = 3 obliczamy promien
3v3
R= T\f = V3.

Okrag opisany na trojkacie prostokatnym. 7 twierdzenia o kacie srodkowym
opartym na tym samym huku co kat wpisany wynika ze kat prosty rowny jest
polowie kata srodkowego opartego na tuku rownym w. Zatem kat wpisany
oparty na srednicy okregu jest rowny g Wiecej, kazdy trojkat wpisany w
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okrag oparty na srednicy okregu jest trojkatem prostym.

2R

Przyklad 0.9 Oblicz promien okregu opisanego na trojkgcie prostokgtnym,
jezeli wiadomo, ze przyprostkgtne a =3 1 b = 4.

Rozwiazanie.
7. twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze kwadrat przciwprostokatnej rowne jest
sumie kwadratow przyprostokatnych

 =a*+ b

Skad dla a = 3, b = 4 obliczamy

2 =324+4>=9+16 = 25.

Zatem przeciwprostokatna ¢ = /25 = 5.
Poniewaz przeciwprostokatna jest srednia okregu rowna 2R = 5 to promien

okregu opisanego na trojkacie prostokatnym rowny jest R = 5= 2.5.
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0.12 Okag wpisany w trojkat

Srodek okregu wpisanego w dowolny trojkat lezy na przecieciu dwusiecznych
katow trojkata. Dwussieczne trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Okrag wpisany w trojkat jest styczny do bokow trojkata. Promien r okregu
wpisanego w trojkat jest prostopadly do bokow trojkata.

Okag wpisany w trojkat rownoboczny. Rozpatrzmy szczegolny przy-
padek, gdy w trojkat rownoboczny o dtugosci bokow a = |[AB| = |BC| = |AC|
jest wpisany okrag promieniu .

Przyklad 0.10 Oblicz bok a trojkgta rownobocznego, jezeli wiadomo, Ze promien
okregu wpisanego w trojkgt rownoboczny rowny jest r = 4.

Rozwiazanie.
W tym przypadku szczegolnym srodek okregu wpisanego i opisanego na trojkacie

rownoramiennym pokrywaja sie. Zatem promien rowny jest dwie trzecie wysokoci
h, piszemy

9
—Zp
"3

Wiemy, ze wysokosé
. a\/§

=7

Skad promiemien

2 3 3
r:§*—a2 , a\/§:3r, a= T:r\/g.

Dla r = 4 bok trojkata rownobocznego a = 4+/3.

S
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0.13 Styczna do okregu

Mozliwe sa trzy nastepujace przypadki potozenia prostej wzgledem okregu

1. prosta L jest styczna do okregu. Wtedy prosta L ma jeden punkt P
wspolny z okregiem,

2. prosta L przcina okrag w dwoch punktach. Wtedy prosta L tworzy od-
cinek siecznej okregu o koncach przeciecia,

3. prosta L nie ma punktow wspolnych z okregiem.

Konstrukcja stycznej do okregu. Majac okrag o promieniu r i srodku
w punkcie O oraz punkt A na zewnatrz okregu mozemy skonstruowac prosta
styczna do okregu przy pomocy cyrkla i linijki.

Dane: Promien r, srodek okregu punkt O i punkt A lezacy na zewnatrz okregu

JA

Najpierw zauwazmy, ze prosta styczna do okregu jest prostopadta do promienia
okregu r laczacego srodek O okregu z punktem stycznosci P, ktory nalezy
WyZnaczyec.

Zacznikmy konstrukeje od narysowania kata prostego. Na prostej L' obieramy
dowolny punkt A". Rysujemy prosta L'. Nastepnie stawiamy cyrkiel w punkcie
A" i dowolna rozwartoscia cyrkla zakreslamy dwa tuki przecinajace prosta L.
Dalej, stawiamy cyrkiel w pierwszym punkcie przeciecia i zakreslamy dwa tuki
nad i pod prosta L'. Podonie stawiamy cyrkiel w drugim punkcie i zakreslamy
ta sama rozwartoscia cyrkla dwa tuki przecinajace tu ki, wezesniej zaznaczone
nad i pod prosta L. Laczymy te dwa punkty przecinajace sie nad i pod prosta
L'. W ten sposob narysowalismy odcinek prostopadly do prostej L w punkcie
A’ jak nizej na rysunku

i L
1 A I

prosta L

<

Teraz cyrkiel stawiamy w punkcie A’ i rozwartoscia rowna promieniowi r zaz-
naczamy na odcinku prostopadtym do prostej L' punkt P'. Nastepnie cyrkiel
stawiamy w punkcie P’ i rozwartoscia cyrkla rowna dlugosci odcinka AO
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zakreslamy luk przcinajacy prosta L' i laczymy te punkty. W ten sposob
narysowalism trojkat AA'O' P’ prostokatny, ktorego przyprostokatnymi sa od-
cinkami A'O" 1 A'P’

prosta L' \N

iy
e
—
Q.

<

Trojkat prostokatny AA'O P’ jest przystajacy do szukanego trojkata pros-
tokatnego AAOP, ktorego dtugosé przyprostkatnej A'O’ jest rowna dhugosci
stycznej AP. Zatem stawiajac cyrkiel w punkcie A rozwartoscia rowna diugosci
przyprostokatnej A'O’ zaznaczamy punkt stycznosci P na okregu o promieniu
r i srodku w punkcie O.

prosta L /YR
NP

Przyklad 0.11 Podaj konstrukcje stycznej do okregu o promieniur poprowad-
zonej z punktu A, ktory lezy poza okregiem w odlegtosci 2r od srodka okreu 0,
przy pomocy cyrkla i linigki bez skali.

Rozwiazanie.

Konstrukcja stycznej do okregu poprowadzonej z danego punktu A polega na
okresleniu potozenia wierzchotka kata prostego, to znaczy punktu P trojkata
AAPO na okregu.

W tym przyktadzie konstrukeji stycznej korzystamy z istotniej informacji o
zlotym trojkacie w ktorym przeciwprostokatna jest dwa razy diuzsza od jed-
nej z przyprostokatnych. Mianowicie, tutaj styczna do okregu tworzy ztoty
projkat AOAP w ktorym przeciwprostokatna |OA| = 2r jest dwa razy dtuzsza
od przyprostokatnej |OP| = r. Ponadto w zlotym trojkacie katy przy przypros-

tokatnej ZPOA = 60° lub w mierze tukowej /ZPOA = g
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Dane: Okrgg o promieniu r i srodku w punkciece O oraz punkt A potozZony
poza trojkgtem NAPO.

prosta L m

Zatem, nalezy okresli¢ potozenie punktu P wierzchotka kata prostego punktu
P trojkata AAOP na danym okregu. W tym celu stawiamy cyrkiel w punkcie
B przeciegcia okregu z odcinkiem OA i zakreslamy tuk przecinajacy okrag w
szukanym punkcie P. Zauwazmy, ze sa dwa potozenia punktu stycznosci P nad
prosta L i pod prosta L. to znaczy, ze w konstrukcji stycznej do okregu sa
dwie styczne spelniajace warunki zadania.

prosta L %

0.14 Zadania

Zadanie 0.3 Narysuj trojkgt ANABC' o danych bokach
|AB| = ¢, |BC| = a, |BC| =10
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Zadanie 0.4 Narysuj trojkgt AABC o danym boku o dlugosci ¢ = |AB] i
danych dwoch kgch «, B przylegtych do boku AB przy pomocy cyrkla i linijki
bez jednostek miary.

| - >

[

Dane: kat o, kat ( ibok c¢=|AB|.

Zadanie 0.5 Narysuj trojkgt o wierzchotkach A, B,C. Narysuj drugi trojkgt
o tych samych kqgtach v o bokach trzy razy dtuzszych uzywajgc linigks i cyrkla.

Zadanie 0.6 Oblicz rzuty a. i b, przyprostokgtnych a, b na przeciwprostokgtng
¢ 1 wysokosc h trojkgta prostokgtnego poprowadzong z wierzchotka kqgta prostego
na przeciwprostokqtng, jezeli przyprostokgtne a =6 ¢ b = 8.

Zadanie 0.7 Oblicz pole trojkgta NABC o bokach a = 12 b = 16, ¢ = 20
stosujgc wzor Herona

Zadanie 0.8 Oblicz promien R okregu opisanego na trojkgcie rownobocznym
majgc dany bok a =5

Zadanie 0.9 Oblicz promien okregu opisanego na trojkgcie prostokgtnym, jezeli
wiadomo, Ze przyprostkgtne a =6 i b = 8.

Zadanie 0.10 Oblicz bok a trojkgta rownobocznego, jezeli wiadomo, zZe promien
okregu wpisanego w trojkgt rownoboczny rowny jest r = 2.

Zadanie 0.11 Podaj konstrukcje stycznej do okregu o promieniu v poprowad-
zonej z punktu A, ktory lezy poza okregiem w odlegtosci 3r od srodka okreu 0,
przy pomocy cyrkla i linigki bez skali.

Dane: Okrag o promieniu 7 i srodku w punkciece O oraz punkt A potozony
poza trojkatem AAPO.

prosta L m

O 3r

Prof. dr Tadeusz STYS Warszawa, 25-ty styczen, 2019



