Twierdzenie Pitagorasa. Trojki pitagorejskie.

Pitagoras z Samos (572-497 B.C.) zalozyt stawna Szkole Pitagorejska Filozofii
i Matematyki, ktora podobnie jak Szkota Jonska Talesa wywarta duzy wplyw
na rozwoj nauk Scistych.
7, owczesnego okresu czasu i zapisow historycznych mozna wnioskowac, ze
Pitagoras byl uczniem stynnego Talesa, stad tez znal nauki o przyrodzie z
Jonskiej Szkoty filozofii.
Pitagoras zastynal z znanego Twierdzenia Pitagorasa, ktorego dowodu w is-
tocie nie podal. Zdumiewiajace, ze trojki liczb pitagorajskich byly znane w
Babilonie okoto 1000 lat przed Pitagorasem.
W filozofii, poprzez propagowanie instytucji rodziny i umiarkowania w pozadliwosciach,
stal w przeciwienstwie do wielu innych antycznych filozofow, ktorzy akcep-
towali rozwiezle zycie. Pitagoras nauczal i wyznawal zasade

" Nic w nadmiarze”.
Wedhug Pitagorasa $piew i muzyka to nalepsze forma ukojenia i wesela niesmiertelnych
dusz. Wyznawal przekonanie, ze Muzyka budzi w sercu pragnienie dobrych
czynow. Pitagorasowi zawdzieczamy skale muzyczne.
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Ze 7rodet historycznych wiemy, ze Pitagoras zyl okolo 80 lat. Zona Pitago-
rasa byta Teano, rowniez grecki filozof, astronom i matematyk. To wlasnie jej
zawdzieczamy dzi$ ksiazke zatytulowana ” Zycie Pitagorasa”.

0.1 Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym

Twierdzenie Pitagorasa 0.1 W trokqcie prostokgtnym suma kwadratow przypros-
tokgtnych rowna jest kwadratow: przeciwprostokgtnej

a4+ b? =2

Tutaj przez a 1 b oznaczone sqg przyprostokgtne, literq ¢ oznaczona jest przeci-
wprostokgtna, (zobacz nizej rysunek.)



Dowod twierdzenia Pitagorasa.

Zauwazmy, ze odpowiednie trzy katy o, 3, 90° trojkatow A ABCi A DBC, za-
znaczone na rysunku, sa rowne. Dlatego na podstawie 3-ej cechy podobienstwa
trojkatow, ! te trojkaty podobne.
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Zatem boki trojkatow A ABC i A DBC sa proporcjonalne. To znaczy, ze na
przeciw rownych katow leza proporcjonalne boki:

Skad obliczamy

a =yxe, V¥ =xxc
oraz sume stron powyzszych rownosci
a®+b* = (z+y)*c

Poniewaz x + y = ¢ to w trojkacie prostokatnym A ABC' suma kwadratow
przyprostokatnych a, b rowna jest kwadratowi przeciwprostokatnej ¢, piszemy

a’+b*=c?

Koniec dowodu.

Przykilad 0.1 Oblicz przeciwprostkgtng x trojkgta prostokgtnego o danych przypros-

L Trzecia cecha podobienstwa trojkgtow: wszyskie trzy kqty sq rowne.



tokgtnych a =3 i b = 4.

Trojkat prostokgtny AABC

Stosujac twierdzenie Pitagorasa, dla danych a = 3, b = 4, obliczamy przeciw-
prostkatnej ¢ = x

=a>4+b0=324+42=9+16=25

T =1+25=05.
Przyklad 0.2 Oblicz przyprostketng x trojkgta prostokgtnego
C
b=©6 c=10
A B

a=z
Trojkat prostokgtny AABC

Z twierdzenia Pitagorasa dla danych b = 6, ¢ = 10 obliczamy przyprostkgtng
a=2x

2= -0P=102-6>=100—-36 =64, 2z =+64=38.
Odpowiedz: przyprostokatna a = 8.

Przyklad 0.3 Sprawdz, zZe trojkgt o boku a = 12cm, boku b dtuzszym o 4em



od boku a i o boku ¢ dtuzszym o 8cm od boku a jest prostokgtny.
C

A B

Obliczamy boki trojkata
a=12, b=124+4=16, c=12+8=20.

Trojkat AABC jest prostokatny, jezeli jego boki speniaja teze twierdzenia
Pitagorasa
a’ +b* =
Istotne dla bokow a = 12, b =16, ¢ = 20, sprawdzamy, ze
122 + 16 = 144 + 256 = 400 = 20°

Zatem trojkat AABC' jest prostokatny.

0.1.1 Srednia geometryczna

Proporcje Talesa byly znane w Szkole Pitagorejskiej w tym zwiazek wysokosci
h = |CD| poprowadzonej z wierzchotka kata prostego na przeciwprostokatna

¢ jako $rednia geometryczna pomiedzy rzutami |[AD| = ¢ —x 1 |DB| =«
przyprostokatnych a, b na przeciprostokatna
h? = z(c — ).
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Istotnie, z podobienstwa trojkatow AADC ~ ADBC wynika proporcja
h x

c—x h



Skad wysokosc
h* = z(c — 1), h=\/z(c—x)

jest srednia geometryczna rzutow ¢ — x, x przyprostokatnych a, b na przeci-
wprostokatna c.

Przyklad 0.1 Oblicz rzuty a. i b. przyprostokgtnych a, b na przeciwpros-
tokgtng c i wysokosc h trogkgta prostokgtnego poprowadzong z wierzcholka kgta
prostego na przeciwprostokgtng, jezeli przyprostokgtne a = 3 i b = 4.

Rozwiazanie.
7 twierdzenia Pitagorasa obliczamy przeciwprostokatna

C=a+0 =3 +4=9+16= 25,
c=v25=5

oraz rzuty a. = x, b. = x(c— x) i wysokos¢ h = z(c — x).
Mianowicie, z trojkatow AADC i ADBC mamy zwiazki pomiedzy rzutami
e, be 1 wysokoscia h

h* = b* — (c — z)?, i h®*=a*—2?
zatem mamy rownanie

V' —(*—2xx+2%) = a*—a?
skad

2% 1 =a®— b2+ 2,

a’> —b? + 2

Tr = 9

Podstawiajac a = 3, b = 4, ¢ = 5 obliczamy rzuty a., b.

3 —4+5 9
aczl‘ziz—
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Wysokse h jest srednia geometryczna rzutow a. = R ib.= = zatem

9 16 3x4 12
h=+/a.*b. = g*g— T




0.2 Trojki pitagorejskie

Liczby catkowite a, b, ¢ tworza trojke pitagorejska, jezeli spelniaja rownosc

a® +b* = .
Na przyktad liczby

a=3, b=4 c¢=05,

tworza trojke pitagorejska, poniewaz

3 +4% =5
Zauwazmy, ze jezeli liczby naturalne a, b, c tworza trojke pitagorejska, to liczby

txa, txb, txc

rowniez tworza trojke pitagorejska dla dowolnej liczby naturalnej ¢.
Istotnie, mnozac obie strony rownosci

a’+b* = ¢
przez t? otrzymamy rownosc
2xa?+ 2% =12xc*  lub (txa)®>+ (t*0)? = (txc)>

Na przyklad, z trojki pitagorejskiej 3,4, 5, gdy t = 2, tworzymy trojke pitagore-
jska
6, 8, 10.
Sprawdzamy, ze
2% 32 +22x42=22%x5% Jub 6°>+8 =10% Ilub 36+ 64 = 100.

Trojki pitagorejskie pierwotne. Trojke pitagorejska a,b, c nazywamy trojkq
pitagorejskq pierwotng, jezeli liczby a, b, ¢ sa wzglednie pierwsze, to znaczy, ze
ich najwiekszy wspolny dzielnik

NWD(a,b,c) =1
rowny jest 1.

Na przyktad liczby
3,4,5

tworza trojke pitagorejska pierwotna, poniewaz NW D(3,4,5) = 1.
Natomiast liczby
6,8, 10

tworza trojke pitagorejska ztozona, gdyz ich najwiekszy wspolny dzielnik
NWD(6,8,10) = 2
jest wiekszy od 1.



Twierdzenie 0.1 Istnieje nieskonczenie wiele trojek pitagorejskich pierwot-
nych. Dla dowolnych liczb naturalnych m > n wzglednie pierwszych , gdy
NW D(m,n) =1, tréjki liczb naturalnych a, b, c, gdzie

a=m?—n?

b=2m=xn

c=m?+n?
sq trojkami pitagorejskimi pierwotnymi.
Dowod. Sprawdzmy, ze trojki liczbb a, b, ¢ okreslonne wyzej spelniaja rownanie
Pitagorasa

a’ +b* =
Mianowicie, przez podstawienie do lewej i do prawej strony a = m? — n?, b =
2m xn, ¢ = m + n, rownania Pitagorasa, obliczmy

(m—n)2+ 2mn)? = (m*—2m?n?+n') +4m? n?

= m*+2m?n?+n?
(m +n)2.
Skad wynika, ze liczby naturalne
c=m+n? (1)

a=m?—n% b=2mn,

speliaja rownanie Pitagorasa dla dowolnych liczb naturalnyc m > n . Zatem
tworza trojke pitagorejska.

Jezeli liczby naturalne m, n sa wzglednie pierwsze to liczby okreslone wzorem
(1) rowniez sa wzglednie pierwsze. Zatem liczby

a=m?—n?
b=2m=xn
c=m?+n?
tworza trojke pitagorejska pierwotna
Nizej w tabeli podajemy liste niektorych trojek pitagorejskich

Trogki pitagorejskie

m(nlf al|b]c a’ +b? = c? Sprawdzenie
21 3]4]5] 3+42=5 9+ 16 = 25
31215 |12]13] 524122 =132 25 + 144 = 169
311 86|10 8+6%=10° 64 + 36 = 100
4 |3 7 [24|25] 7%+ 242 =252 49 + 576 = 625
41|15 8 |17 | 152 +8* =17* || 225+ 64 = 289
4 1121121620 | 122 + 162 = 20?% || 144 + 256 = 400
51 1124|1026 | 24% +10? = 262 || 576 + 100 = 676




0.3 Konstrukcji odcinkow przy pomocy cyrkla i linijki.

Konstrukcja odcinkow o zadanej dtugosci, w tym niektorych odcinkow o diugosci
niewymiernej, oparta jest na konstrukeji prostokata o bokach a, b i na twierzenia
Pitagorasa. Wtedy liczby naturalne a, b dobieramy tak, zeby przekatna pros-
tokata

I =+Va?+ b2

byta odcinkiem konstruowanym.

Istotnym elementem konstrukeji odcinkow o zadanej dlugosci jest konstrukcja
prostokata o danych bokach a, b.
Konstrukcja prostokata.

1. Na prostej L zaznaczamy cyrklem odcinek AB o diugosci a

2. Konstrukcja prostopadlej wystawionej w poczatku A odcinka AB.
Dowolna rozwartoscia cyrkla zaznaczamy dwa punkty symetryczne po obu
stronach punktu A, jak nizej na rysunku

Nastepnie wieksza rozwartoscia cyrkla zakreslamy dwa tuki przeciecia.
Laczymy punkty A i punkt zaznaczony e linijka

P

a = 90°

A B

W ten sposob narysowalismy prosta P prostopadla do Prostej L i kat prosty
a = 90° pomiedzy tymi prostymi.

Teraz na prostej P rozwartoscia cyrkla rowna bokowi prostokata b odktadamy
odcinel AD.



Nastepnie taczymy punkty D i B linijka.

PI C
D
»

a =90°

A B

a

Dhugosc odcinka BD rowna jest dlugosci przekatnej

I =+Va?+ b2

prostokata ABC'D o bokachh a i b.

Przyklad 0.2 Podaj konstrukcje odcinka o dltugosci | = /13 przy pomocy
cyrkla v linygks.

Rozwiazanie.
Napierw zauwazmy, ze

324+922=13

Zatem konstrukcje odcinka o diugosci I = v/13 wykonamy stosujcac twierdze-
nie Pitagorasa do trojkata prostokanego o przyprostokatnych a = 3, b =2 i
przeciwprostokatnej ¢ = /13, wedlug wyzej podanego schematu.

1. Na prostej L zaznaczamy cyrklem odcinek AB o diugosci a = 3

a=3
2. Konstrukcja prostopadlej wystawionej w poczatku A odcinka AB.
Dowolna rozwartoscia cyrkla zaznaczamy dwa punkty symetryczne po obu
stronach punktu A

a=3

Nastepnie wieksza rozwartoscia cyrkla zakreslamy dwa tuki przeciecia.
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Laczymy punkty A i punkt zaznaczony e linijka
P

a = 90°

A B

a=3
W ten sposob narysowalismy prosta P prostopadla do Prostej L i kat prosty
a = 90° pomiedzy tymi prostymi.
Teraz na prostej P rozwartoscia cyrkla rowna bokowi prostokata b = 2 odkladamy
odcinel AD.
Nastepnie taczymy punkty D i B linijka.
P
D

>" l:\/ﬁ

a =90°

A B
a=3
Dhugosc odcinka BD rowna jest dlugosci przekatnej

l=V3+22=V13
prostokata ABC'D o bokachh a =31b=2.

0.4 Zadania

Zadanie 0.1 Oblicz przciwprostkatng c trojkgta prostokgtnego ANABC o przypros-
tokgtnych a =6 1 b= 8.

C

A e B
Trojkat prostokgtny AABC
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Zadanie 0.2 Oblicz przyprostkgtng a trojkgta prostokgtnego ANABC' o przypros-
tokgtnej b =9 1 przeciwprostokgtnej ¢ = 15.

Trojkat prostokgtny AABC

Zadanie 0.3 Oblicz rzuty a. i b, przyprostokgtnych a, b na przeciwprostokgtng
¢ 1 wysokosc h trojkgta prostokgtnego ANABC' poprowadzong z wierzchotka kqta
prostego na przeciwprostokgtng, jezeli przyprostokgtne a =6 i b = 8.

C
b=28
h a=26
c
A Qe =C— X D bC:xB

Zadanie 0.4 Podaj konstrukcje odcinka o ditugosci | = /17 przy pomocy
cyrkla v linygki.

Zadanie 0.5 Podaj 10 trojek pitagorejskich a,b, ¢ korzystajoc ze zwigzkow

a=m?—n?
b=2m=xn
c=m?+n?

dla m >n, gdy m > 5.

Prof. dr Tadeusz STYS Warszawa, grudzien 30, 2018



