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Twierdzenie Pitagorasa. Trȯjki pitagorejskie.

Pitagoras z Samos (572-497 B.C.) za loży l s lawna̧ Szko lȩ Pitagorejska̧ Filozofii
i Matematyki, ktȯra podobnie jak Szko la Joṅska Talesa wywar la duży wp lyw
na rozwȯj nauk ṡcis lych.
Z ȯwczesnego okresu czasu i zapisȯw historycznych można wnioskowaċ, że
Pitagoras by l uczniem s lynnego Talesa, sta̧d też zna l nauki o przyrodzie z
Joṅskiej Szko ly filozofii.
Pitagoras zas lyna̧ l z znanego Twierdzenia Pitagorasa, ktȯrego dowodu w is-
tocie nie poda l. Zdumiewiaja̧ce, że trȯjki liczb pitagorajskich by ly znane w
Babilonie oko lo 1000 lat przed Pitagorasem.
W filozofii, poprzez propagowanie instytucji rodziny i umiarkowania w poża̧dliwoṡciach,
sta l w przeciwieṅstwie do wielu innych antycznych filozofȯw, ktȯrzy akcep-
towali rozwiȩz le życie. Pitagoras naucza l i wyznawa l zasadȩ

”Nic w nadmiarze”.
Wed lug Pitagorasa ṡpiew i muzyka to nalepsze forma ukojenia i wesela nieṡmiertelnych
dusz. Wyznawa l przekonanie, że Muzyka budzi w sercu pragnienie dobrych
czynȯw. Pitagorasowi zawdziȩczamy skale muzyczne.

Ze źrȯde l historycznych wiemy, że Pitagoras ży l oko lo 80 lat. Żona̧ Pitago-
rasa by la Teano, rȯwnież grecki filozof, astronom i matematyk. To w laṡnie jej
zawdziȩczamy dziṡ ksia̧żkȩ zatytu lowana̧ ”Życie Pitagorasa”.

0.1 Zwia̧zki miarowe w trȯjka̧cie prostoka̧tnym

Twierdzenie Pitagorasa 0.1 W trȯka̧cie prostoka̧tnym suma kwadratȯw przypros-
toka̧tnych rȯwna jest kwadratowi przeciwprostoka̧tnej

a2 + b2 = c2

Tutaj przez a i b oznaczone sa̧ przyprostoka̧tne, litera̧ c oznaczona jest przeci-
wprostoka̧tna, (zobacz niżej rysunek.)
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Dowȯd twierdzenia Pitagorasa.

Zauważmy, że odpowiednie trzy ka̧ty α, β, 900 trȯjka̧tȯw 4 ABC i 4 DBC, za-
znaczone na rysunku, sa̧ rȯwne. Dlatego na podstawie 3-ej cechy podobieṅstwa
trȯjka̧tȯw, 1 te trȯjka̧ty podobne.
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6 α + 6 β = 900

Zatem boki trȯjka̧tȯw 4 ABC i 4 DBC sa̧ proporcjonalne. To znaczy, że na
przeciw rȯwnych ka̧tȯw leża̧ proporcjonalne boki:
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Ska̧d obliczamy

a2 = y ∗ c, b2 = x ∗ c

oraz sumȩ stron powyższych rȯwnoṡci

a2 + b2 = (x + y) ∗ c.

Ponieważ x + y = c to w trȯjka̧cie prostoka̧tnym 4 ABC suma kwadratȯw
przyprostoka̧tnych a, b rȯwna jest kwadratowi przeciwprostoka̧tnej c, piszemy

a2 + b2 = c2

Koniec dowodu.

Przyk lad 0.1 Oblicz przeciwprostka̧tna̧ x trȯjka̧ta prostoka̧tnego o danych przypros-

1Trzecia cecha podobieṅstwa trȯjka̧tȯw: wszyskie trzy ka̧ty sa̧ rȯwne.
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toka̧tnych a = 3 i b = 4.
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c = xb = 4

a = 3

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Stosuja̧c twierdzenie Pitagorasa, dla danych a = 3, b = 4, obliczamy przeciw-
prostka̧tnej c = x

x2 = a2 + b2 = 32 + 42 = 9 + 16 = 25

x =
√

25 = 5.

Przyk lad 0.2 Oblicz przyprostka̧tna̧ x trȯjka̧ta prostoka̧tnego
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c = 10b = 6

a = x

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Z twierdzenia Pitagorasa dla danych b = 6, c = 10 obliczamy przyprostka̧tna̧
a = x

x2 = c2 − b2 = 102 − 62 = 100 − 36 = 64, x =
√

64 = 8.

Odpowiedź: przyprostoka̧tna a = 8.

Przyk lad 0.3 Sprawdź, że trȯjka̧t o boku a = 12cm, boku b d luższym o 4cm
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od boku a i o boku c d luższym o 8cm od boku a jest prostoka̧tny.

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
C

A B

cb

a

Obliczamy boki trȯjka̧ta

a = 12, b = 12 + 4 = 16, c = 12 + 8 = 20.

Trȯjka̧t 4ABC jest prostoka̧tny, jeżeli jego boki speniaja̧ tezȩ twierdzenia
Pitagorasa

a2 + b2 = c2.

Istotne dla bokȯw a = 12, b = 16, c = 20, sprawdzamy, że

122 + 162 = 144 + 256 = 400 = 202

Zatem trȯjka̧t 4ABC jest prostoka̧tny.

0.1.1 Ṡrednia geometryczna

Proporcje Talesa by ly znane w Szkole Pitagorejskiej w tym zwia̧zek wysokoṡci
h = |CD| poprowadzonej z wierzcho lka ka̧ta prostego na przeciwprostoka̧tna̧
c jako ṡrednia geometryczna pomiȩdzy rzutami |AD| = c − x i |DB| = x
przyprostoka̧tnych a, b na przeciprostoka̧tna̧

h2 = x(c − x).
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Istotnie, z podobieṅstwa trȯjka̧tȯw 4ADC ≈ 4DBC wynika proporcja

h
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h
.
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Ska̧d wysokoṡċ

h2 = x(c− x), h =
√

x(c− x)

jest ṡrednia̧ geometryczna̧ rzutȯw c − x, x przyprostoka̧tnych a, b na przeci-
wprostoka̧tna̧ c.

Przyk lad 0.1 Oblicz rzuty ac i bc przyprostoka̧tnych a, b na przeciwpros-
toka̧tna̧ c i wysokoṡċ h trȯjka̧ta prostoka̧tnego poprowadzona̧ z wierzcho lka ka̧ta
prostego na przeciwprostoka̧tna̧, jeżeli przyprostoka̧tne a = 3 i b = 4.

Rozwia̧zanie.

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy przeciwprostoka̧tna̧

c2 = a2 + b2 = 32 + 42 = 9 + 16 = 25,

c =
√

25 = 5

oraz rzuty ac = x, bc = x(c− x) i wysokoṡċ h = x(c − x).
Mianowicie, z trȯjka̧tȯw 4ADC i 4DBC mamy zwia̧zki pomiedzy rzutami
ac, bc i wysokoṡcia̧ h

h2 = b2 − (c − x)2, i h2 = a2 − x2

zatem mamy rownanie

b2 − (c2 − 2 ∗ x + x2) = a2 − x2,

skad

2 ∗ x = a2 − b2 + c2,

x =
a2 − b2 + c2

2

Podstawiaja̧c a = 3, b = 4, c = 5 obliczamy rzuty ac, bc

ac = x =
32 − 42 + 52

2
=

9

2

bc = c − x = 5 − 9

5
=

25 − 9

5
=

16

5
.

Wysokṡċ h jest ṡrednia̧ geometryczna̧ rzutȯw ac =
9

5
i bc =

16

5
, zatem

h =
√

ac ∗ bc =

√

9

5
∗ 16

5
=

3 ∗ 4

5
=

12

5
.
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0.2 Trȯjki pitagorejskie

Liczby ca lkowite a, b, c tworza̧ trȯjkȩ pitagorejska̧, jeżeli spe lniaja̧ rȯwnoṡċ

a2 + b2 = c2.

Na przyk lad liczby
a = 3, b = 4 c = 5,

tworza̧ trȯjkȩ pitagorejska̧, ponieważ

32 + 42 = 52.

Zauważmy, że jeżeli liczby naturalne a, b, c tworza̧ trȯjkȩ pitagorejska̧, to liczby

t ∗ a, t ∗ b, t ∗ c

rȯwnież tworza̧ trȯjkȩ pitagorejska̧ dla dowolnej liczby naturalnej t.
Istotnie, mnoża̧c obie strony rȯwnoṡci

a2 + b2 = c2

przez t2 otrzymamy rȯwnoṡċ

t2 ∗ a2 + t2 ∗ b2 = t2 ∗ c2 lub (t ∗ a)2 + (t ∗ b)2 = (t ∗ c)2.

Na przyk lad, z trȯjki pitagorejskiej 3, 4, 5, gdy t = 2, tworzymy trȯjkȩ pitagore-
jska̧

6, 8, 10.

Sprawdzamy, że

22 ∗ 32 + 22 ∗ 42 = 22 ∗ 52, lub 62 + 82 = 102, lub 36 + 64 = 100.

Trȯjki pitagorejskie pierwotne. Trȯjkȩ pitagorejska̧ a, b, c nazywamy trȯjka̧
pitagorejska̧ pierwotna̧, jeżeli liczby a, b, c sa̧ wzglȩdnie pierwsze, to znaczy, że
ich najwiȩkszy wspȯlny dzielnik

NWD(a, b, c) = 1

rȯwny jest 1.
Na przyk lad liczby

3, 4, 5

tworza̧ trȯjkȩ pitagorejska̧ pierwotna̧, ponieważ NWD(3, 4, 5) = 1.
Natomiast liczby

6, 8, 10

tworza̧ trȯjkȩ pitagorejska̧ z lożona̧, gdyż ich najwiȩkszy wspȯlny dzielnik

NWD(6, 8, 10) = 2

jest wiȩkszy od 1.
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Twierdzenie 0.1 Istnieje nieskoṅczenie wiele trȯjek pitagorejskich pierwot-
nych. Dla dowolnych liczb naturalnych m > n wzglȩdnie pierwszych , gdy
NWD(m, n) = 1, trȯjki liczb naturalnych a, b, c, gdzie

a = m2 − n2

b = 2m ∗ n
c = m2 + n2

sa̧ trȯjkami pitagorejskimi pierwotnymi.

Dowȯd. Sprawdzmy, że trȯjki liczbb a, b, c okreṡlonne wyżej spe lniaja̧ rȯwnanie
Pitagorasa

a2 + b2 = c2.

Mianowicie, przez podstawienie do lewej i do prawej strony a = m2 − n2, b =
2m ∗ n, c = m + n, rȯwnania Pitagorasa, obliczmy

(m − n)2 + (2m n)2 = (m4 − 2m2 n2 + n4) + 4m2 n2

= m4 + 2m2 n2 + n4

(m + n)2.

Ska̧d wynika, że liczby naturalne

a = m2 − n2, b = 2m n, c = m + n2 (1)

spe lniaja̧ rȯwnanie Pitagorasa dla dowolnych liczb naturalnyc m > n . Zatem
tworza̧ trȯjkȩ pitagorejska̧.
Jeżeli liczby naturalne m, n sa̧ wzglȩdnie pierwsze to liczby okreṡlone wzorem
(1) rȯwnież sa̧ wzglȩdnie pierwsze. Zatem liczby

a = m2 − n2

b = 2m ∗ n
c = m2 + n2

tworza̧ trȯjkȩ pitagorejska̧ pierwotna̧
Niżej w tabeli podajemy listȩ niektȯrych trȯjek pitagorejskich

Trȯjki pitagorejskie

m n a b c a2 + b2 = c2 Sprawdzenie
2 1 3 4 5 32 + 42 = 52 9 + 16 = 25
3 2 5 12 13 52 + 122 = 132 25 + 144 = 169
3 1 8 6 10 82 + 62 = 102 64 + 36 = 100
4 3 7 24 25 72 + 242 = 252 49 + 576 = 625
4 1 15 8 17 152 + 82 = 172 225 + 64 = 289
4 2 12 16 20 122 + 162 = 202 144 + 256 = 400
5 1 24 10 26 242 + 102 = 262 576 + 100 = 676
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0.3 Konstrukcji odcinkȯw przy pomocy cyrkla i linijki.

Konstrukcja odcinkȯw o zadanej d lugoṡci, w tym niektȯrych odcinkȯw o d lugoṡci
niewymiernej, oparta jest na konstrukcji prostoka̧ta o bokach a, b i na twierzenia
Pitagorasa. Wtedy liczby naturalne a, b dobieramy tak, żeby przeka̧tna pros-
toka̧ta

l =
√

a2 + b2

by la odcinkiem konstruowanym.

Istotnym elementem konstrukcji odcinkȯw o zadanej d lugoṡci jest konstrukcja
prostoka̧ta o danych bokach a, b.
Konstrukcja prostoka̧ta.

1. Na prostej L zaznaczamy cyrklem odcinek AB o d lugoṡci a

L : r r

︸ ︷︷ ︸

a

BA

2. Konstrukcja prostopad lej wystawionej w pocza̧tku A odcinka AB.
Dowolna̧ rozwartoṡcia̧ cyrkla zaznaczamy dwa punkty symetryczne po obu
stronach punktu A, jak niżej na rysunku

L : r r

︸ ︷︷ ︸

a

BA| |

Nastȩpnie wiȩksza̧ rozwartoṡcia̧ cyrkla zakreṡlamy dwa  luki przeciȩcia.
 La̧czymy punkty A i punkt zaznaczony • linijka̧

L : r r

s

︸ ︷︷ ︸

a

BA
| |

/\

α = 900

P :

W ten sposȯb narysowaliṡmy prosta̧ P prostopad la̧ do Prostej L i ka̧t prosty
α = 900 pomiȩdzy tymi prostymi.
Teraz na prostej P rozwartoṡcia̧ cyrkla rȯwna̧ bokowi prostoka̧ta b odk ladamy
odcinel AD.
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Nastȩpnie  la̧czymy punkty D i B linijka̧.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaL :


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
r r

s

r r

︸ ︷︷ ︸

a

BA

C

b

| |

/\

α = 900

D
P :

D lugoṡċ odcinka BD rȯwna jest d lugoṡci przeka̧tnej

l =
√

a2 + b2

prostoka̧ta ABCD o bokachh a i b.

Przyk lad 0.2 Podaj konstrukcjȩ odcinka o d lugoṡci l =
√

13 przy pomocy
cyrkla i linijki.

Rozwia̧zanie.

Napierw zauważmy, że

32 + 22 = 13

Zatem konstrukcjȩ odcinka o d lugoṡci l =
√

13 wykonamy stosujcac twierdze-
nie Pitagorasa do trȯjka̧ta prostoka̧nego o przyprostoka̧tnych a = 3, b = 2 i
przeciwprostoka̧tnej c =

√
13, wed lug wyżej podanego schematu.

1. Na prostej L zaznaczamy cyrklem odcinek AB o d lugoṡci a = 3

L : r r

︸ ︷︷ ︸

a=3

BA

2. Konstrukcja prostopad lej wystawionej w pocza̧tku A odcinka AB.
Dowolna̧ rozwartoṡcia̧ cyrkla zaznaczamy dwa punkty symetryczne po obu
stronach punktu A

L : r r

︸ ︷︷ ︸

a=3

BA| |

Nastȩpnie wiȩksza̧ rozwartoṡcia̧ cyrkla zakreṡlamy dwa  luki przeciȩcia.
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 La̧czymy punkty A i punkt zaznaczony • linijka̧

L : r r

s

︸ ︷︷ ︸

a=3

BA
| |

/\

α = 900

P :

W ten sposȯb narysowaliṡmy prosta̧ P prostopad la̧ do Prostej L i ka̧t prosty
α = 900 pomiȩdzy tymi prostymi.
Teraz na prostej P rozwartoṡcia̧ cyrkla rȯwna̧ bokowi prostoka̧ta b = 2 odk ladamy
odcinel AD.
Nastȩpnie  la̧czymy punkty D i B linijka̧.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaL :






r r

s

r r

︸ ︷︷ ︸

a=3

BA

C

b = 2

| |

/\

α = 900

l =
√

13

D

P :

D lugoṡċ odcinka BD rȯwna jest d lugoṡci przeka̧tnej

l =
√

32 + 22 =
√

13

prostoka̧ta ABCD o bokachh a = 3 i b = 2.

0.4 Zadania

Zadanie 0.1 Oblicz przciwprostka̧tna̧ c trȯjka̧ta prostoka̧tnego 4ABCo przypros-
toka̧tnych a = 6 i b = 8.
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c = ?b = 8

a = 6
Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC
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Zadanie 0.2 Oblicz przyprostka̧tna̧ a trȯjka̧ta prostoka̧tnego 4ABC o przypros-
toka̧tnej b = 9 i przeciwprostoka̧tnej c = 15.
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Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

c = 15b = 9

a = ?

Zadanie 0.3 Oblicz rzuty ac i bc przyprostoka̧tnych a, b na przeciwprostoka̧tna̧
c i wysokoṡċ h trȯjka̧ta prostoka̧tnego 4ABC poprowadzona̧ z wierzcho lka ka̧ta
prostego na przeciwprostoka̧tna̧, jeżeli przyprostoka̧tne a = 6 i b = 8.

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A
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ac = c − x
︸ ︷︷ ︸

bc = x
︸ ︷︷ ︸

c

h

BA

C

b = 8
a = 6

D

Zadanie 0.4 Podaj konstrukcjȩ odcinka o d lugoṡci l =
√

17 przy pomocy
cyrkla i linijki.

Zadanie 0.5 Podaj 10 trȯjek pitagorejskich a, b, c korzystaja̧c ze zwia̧zkȯw

a = m2 − n2

b = 2m ∗ n
c = m2 + n2

dla m > n, gdy m > 5.

Prof. dr Tadeusz STYŠ Warszawa, grudzieṅ 30, 2018


