Przestrzenie kartezjanskie

0.1 Wstep

Rene Descartes (1596-1650 A.D.) rozpoczat nauke w 1607 roku w Kolegium
Jezuitow, ktore skonczyl w roku 1615. W Kolegium Kartezjusz poznal filo-
zofie starozytnych. W pozniejszych latach opublikowal nowy kierunek filozofii
zwang filozofia dualistyczna oraz stworzyl podstawy Geometrii Analitycznej i
wprowadzit uktad wspolrzenych prostokatnych.

Kartezjanski uktad wspolrzednych w przestrzeni euklidesowej tworzy przestrzen
kartezjanska n-wymiarowa.

Na rysunkach nizej przestrzenie kartezjanskie dla wymarow n = 1,2, 3.

T2 z3

P2 p = (pr1,p2)

p = (p1, P2, P3)

0 p = (p1) 0 P1 X1

x2

Przestrzen kartezjanskan = 1 Przestrzen kartezjanskan = 2 Przestrzen kartezjanskan = 3



0.2 Przestrzen kartezjanska jednowymiarowa n = 1

Os liczbowa jest przestrzenia kartezjanska jednowymiarowa, gdy n = 1.

Przyklad 0.1 Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x, ktore lezg pomiedzy
liczbg 1 1 liczbg 2.

Przyklad 0.2 Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x, ktore lezg pomiedzy
liczbg -2 i liczbg -1 lub liczbg 1 i liczbg 2.

Jasne, ze odcinki z wlaczeniem koncow sa odcinkami zamknietymi okreslonymi
przez nierownosci stabe

[—1,-2]: —2<z<-1 lub [1,2]:; 1<z<2

Natomiast odcinki bez koncow sa odcinkami otwartymi okreslonymi przez
nierownosci ostre

(—1,-2): —2<zx<-1 lub (1,2): l<x<2.

Nizej na rysunku zaznaczone sa odcinki zamkniete

0.2.1 Odcinek
Punkty ktore leza pomiedzy punktem a i punktem b, piszemy
a<x<<b lub a<x<b

tworza odcinek zamkniety [a, b] z wlaczonym poczatkiem a i koncem odcinka
b lub odcinek otwarty (a,b) bez koncow a i b.

Na przyktad dla @ = 1 i b = 2 odcinek zamkniety z wlaczeniem koncow
okreslamy przez nierownosc

la,b] : 1<zr<2
oraz odcinek otwarty bez koncow okreslamy przez nierownosc ostra

(a,b): l<z<2



Nizej na rysunku zaznaczony jest odcinek zamkniety

[1,2]: l1<z<2

Przyklad 0.3 Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x dla ktorych nierownosc
jest prawdziwa.
3(x—1)<2(xz+1)

Rozwiazanie
Wykonujemy mnozenia prze 3 po lewej i przez 2 po prawej stronie nierownosci
3r—3<2x+2

Rozwiazujac nierownosci, przenosimy niewiadoma x na lewa strone nierownosci
ze znakiem przeciwnym, natomiast liczby przenosimy na prawa strone nieréwnosci
rowniez ze znakiem przeciwnym. W ten sposob otrzymamy rozwiazanie nieréwnosci

3r —2xr <243, x<5.

Odpowiedz: Nierownosc jest prawdziwa dla z < 5.
Na osi liczbowej zaznaczmy rozwiazanie

Nierownscé ostra x < 5 bez punktu 5.

0.2.2 Wektory

Wektory w przestrzeni kartezjanskiej jednowymiarowej maja kierunek osi liczbowej,
zwrot zgodny z orietacja osi liczbowej albo zwrot przeciwny.

Wektor zwiazany. Uporzadkowana pare punktow oznaczona AB nazywamy
wektorem zwiazanym o poczatku w punkcie A i koncu w punkcie B. Zatem
wektor zwigzany w przestrzeni kartezjanskiej jednowymiarowej ma okreslone
polozenie i zwrot zaznaczony strzatka oraz dtugosc ||AB|| = |B — A|.!

ISymbol |B — A| oznacza wartos¢ bezwzgledna z liczby B — A



Na przykitad na rysunku wektor AB jest zwiazany z poczatkiem w punkcie
A =11z koncem w punkcie B = 2, lezy na osi liczbowej i ma zwrot zaznaczony
strzatka.

wektor AB T

-3 -2 -1 0 A=1 B =2 3

Wektor swobodny. W odroznieniu od wektora zwiazanego, ktorego polozenie
na osi liczbowej okreslone jest przez jego poczatek i koniec, wektor swobodny
oznaczamy,

U= [v]
nie ma okreslonego polozenia na osi liczbowej. Natomiast, reprezentantem
wektora swobodnego U = [v] jest kazdy wektor zwiazany AB o tej samej
dtugosci i zwrocie.

Dhugose wektora swobodnego rowna jest ||U]| = |v| wartosci wspohrzednej v.
Zwrot wektora swobodnego jest zgodny z orietacja osi liczbowe, jezeli jego
wspotrzedna v > 0 jest dodatnia, natomiast jest przeciny do orietacji osi,
jezeli wspotrzedna v < 0 jest ujemna. Wektor o dlugosci rownej zero redukuje
sie do punktu. .

Na przyklad, wektor zwazany AB o poczatku w punkcie A = 1 i koncu w
punkcie B = 2, z poprzedniego przykladu, jest reprezentantem wektora swo-
bodnego ' = [1] o wspolrzednej v = 1, o dlugosci ||[U]| = |v| = 1 i zwrocie
wektora AB zgodnym z orietacja osi liczbowej.

0.2.3 Dodawanie i odejmowanie wektorow
Rozpatrzmy dwa wektory swobodne
U= [v], w = [w].
Suma wektorow v i w jest wektor
§=[v+uw

o wspotrzednej s = v + w rownej sumie wspolrzednych wektorow o i .
Na przyktad, suma wektorow

7=, =]

jest wektor

§=[142] =[3]
o wspolrzednej s = 3 i o zwrocie zgodnym z osia liczbowa.
Podobnie roznica wektorow ¢ i w jest wektor

7= [v—uw]



0 wspolrzednej r = v — w rownej roznicy wspotrzednych wektorow Ui w.
Na przyktad, roznica wektorow

i=[l,  @=[
jest wektor

F=1-2) = [-1
o wspolrzednej r = —1 i zwrocie przeciwnym do origtacji osi liczbowe;j.

0.3 Przestrzen kartezjanska dwuwymiarowa n = 2

Plaszczyzna euklidesowa z prostokatnym ukladem wspolrzednych na ktorej
leza odcinki, wektory oraz figury ptaskie jest przestrzenia kartezjanska dwuwymi-
arawa, gdy n = 2.

ZEQA
B , B = (B, Bp)
0 A B
Odcinek [A, B] o poczgtku w punkcie A = (A1, A2) i koricu w punkcie B = (B1, B2)

0.3.1 Wektory

W przestrzni kartezjanskiej dwuwymiarowej wyrozniamy wektory zwiazane i
wektory swobodne.

Wektor zwigzany o poczatku w punkcie
A= (A, Ay)
i koncu w punkcie
B = (B, By)

jako para uporzadkowanych punktow oznaczamy symbolem

—

AB = [Bl — Al,Bg — Ag]

Na przykilad na rysunku wektor AB = [1,2] jest zwiazany z poczatkiem w
punkcie
A=(1,1)

i z koncem w punkcie

B=(23).



Zwrot wektora AB = ¥ jest zaznaczony na rysunku strzatka.
Na przyklad na rysunku, wektor AB = ¢/ = [v4, vg| zwiazany z poczatkiem w
punkcie A = (1,1) i z koncem w punkcie B = (2, 3) ma wspohrzedne

’UA:Bl—/h:Q—l:l, ’UB:BQ—A2:3—1:2,

lezy na prostej o rownaniu y = 2x — 1 i ma zwrot zaznaczony strzatka.

Ay =1 A=(1,1) !

Tl

o

Ap =1 By =2

—

Wektor AB = ¥ = [1,2] w przestrzent kartezjarskiejn = 2

Diugos¢ wektorara ¢ = [va,vp] obliczmy z trojkata prostokatnego AABC
stosujac twierdzenie Pitagorasa

= 2 2
1= e+ 0

022 S C
A A B
VA
x1
0 Ay B

Diugosé wektora © = [va,vB| obliczamy ze wzoru ||0]] = \/v% + v}
Na przyktad, dlugos¢ wektora v = [1, 1]
Il =VETE =3

Wektor swobodny. Pojeciem wektora swobodnego definiujemy korzystajac
z relacyi rownowaznosci, ktora w matematyce, fizyce filozofii i innych naukach
odgrywa istotna role.

Definicja 0.1 Dwa wektory zwigne ABiCD o poczgtkach w punktach A, C
1 0 koncach w punktach B, D sq rownowazne piszemy

AB=CD



wtedy 1 tylko wtedy, jezeli majg tg samqg ditugosé
14B|| = [|C D],
ten sam kierunek i ten sam zwrot.
Definicja 0.2 Wektorem swobodnym nazywamy klase wektorow rownowaznych.

Zauwazmy, ze powyzsza definicja wektora swobodnego okresla klase wektorow,
nieskonczenie wiele wektorow, wektorow o tej samej dtugosci i o tym samym
kierunku i zwrocie. Kazdy wektor zwiazany nalezacy do tej klasy jest jej
reprezentantem.

Zatem potozenie reprezentanta wektora swobodnego na ptaszcyznie kartezjanskiej
nie zmienia jego ksztaltu, dlugosci, kierunku i zwrotu.

Przyklad 0.4 Na rysunku zaznaczony jest wektor swobodny v = [1,1] jako
klasa wektorow rownowaznych reprezentowanych przez wektor zwigzany z jego
poczgtkiem w punkcie a = (2,1).

Xz

/
Yo

1

2
=|Wektor zwigzany & = [1, 1]
1 /]/4
x
0 / / !

Dtugosé wektora @ = [1,1] obliczamy ze wzoru ||7]| = V12 + 12 = V2

Patrzac na rysunek, intuicja nam podpowiada, ze widzimy duzo wektorow, a
nie jeden. Jednak to jest ten sam wektor tylko potozony w roznych miejscach
w przestrzeni kartezjanskiej.

Reprezentantem wektora swobodnego v = [1, 1] jest na przyktad wektor zwigzany
o poczatku w punkcie A = (2, 1) i koncu w punkcie B = (3, 2). Jasne, ze kazdy
inny wektor o ustalonym poczatku jest rowniez reprezentantem wektora swo-
bodnego v = [1, 1].

0.3.2 Wersory

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych w 2-wymiarowej przestrzeni kartezjanskich
wyrozniamy nastepujace wektory zwane wersorami osi

i=[L0], j=[0.1],

Zatem, wersory maja kierunek i zwrot odpowiednich osi ukladu wspotrzednych.
Dtugose kazdego wersora

1] =vVI2+ 02 =1, [[jl|=V0P+12=1,



jest rowna 1.
Zauwazmy, ze kazdy wektor v = [v1,,v9] W przestrzni kartezjanskiej mozemy
przedstawic jako kombinacje liniowa wersorow osi

U= ’Ul'é + 'U2j.

Rzeczywiscie, obliczamy kolejne sktadniki powyzszej sumy wektorow

vy %0 =y % [1,0] = [1xvy,0%v1] = [v1,0],

vy % ] = vy % [0,1] = [0 % vg, 1 % vy] = [0, vy).
Skad wektor

U= V1t + 'U2j = [’111,0] + [[0>U2] = ['U1>'U2]‘

0.3.3 Dodawanie i odejmowanie wektorow.

Rozpatrzmy dwa wektory swobodne
U= [’Ul,’Ug], w = ['LUl,’LUg]

zaczepione we wspolnym punkcie A = (Ay, Ay)

T2,
B g B
17
Ay A
w C .
0 Ay B

Dlugosé wektora © = [v1,v2] obliczamy ze wzoru ||0]] = 1/v? + v2.

Suma wektorow
U=[va,vp] 1 W= |wa,wp]

jest wektor 5 o wspotrzednych rownej sumie wspotrzednych
§=0U+wW = [va,vB] + [wa,wp] = [va + wa, v + wp]
Na przyktad, suma wektorow
U=lva,vg] = [4,2], W=][2,—1]

Suma s = [4,2]+[2,—-1] =[7,1]



Wektor § lezy na przekatnej AC' rownolegtoboku ABC D

x2

5

Zasada rownolegtoboku
Suma wektorow § =0+ = [4,2] + [3+ (—1)] = [7,1].

Roznica wektorow to jest wektor
F=0—w=[va—wa,vg—wg|=1[4,2]—[3,—-1] =1, 3]

lezy na przekatnej BD

x2

5

0 1

S
w
IS
o

6 7 8 9 10

Zasada r.oupolegltoboku ABC D
Roznica wektorow ¥ =7 — @ = [4,2] — 3+ (—1)] = [1, 3]

0.3.4 Tloczyn skalarny wektorow.

Jednym z wielu istotnych pojec w Geometri Kartezjanskiej jest iloczyn skalarny
wektrow, swobodnych lub zwiazanych. 2

Dtugose, kierunk, zwrot wektorow i iloczyn skalarny nie zaleza od ich polozenia
na plaszczyznie kartezjanskie;j.

2W matematyce wyzszej pojecie iloczynu skalarnego odnosi si¢ nie tylko do wektorow w przestrzeniach
kartezjanskich, odnosi si¢ rowniez do funkcji i abstrakcyjnych obiektow w przestrzeniach Hilberta.
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Definicja 0.3 Iloczyn skalarny wektora v = [v1, ve] przez wektor & = [wq, wo)
jest liczbg

(U, W) = vy * wy + vy * ws.
Na przyklad, obliczamy iloczyn skalarny wektorow v = [2,3] 1 o = [—1, 2]
(U, W) =2 (—1)+3*x2=4.

Zauwazmy, ze wynik iloczynu skalarnego wektorow juz nie jest wektorem.
Mowimy wtedy, ze operacja mnozenia skalarnego wektorow wyprowadza poza
zbior jej argumentow.

[loczyn skalarny wektorow prostopadtych jest rowny zero. Nizej podajemy
warunek konieczny i dostateczny prostopadtosci wektorow w formie nastepujacego
twierdzenia

Twierdzenie 0.1 Wektory v i w sq¢ prostopadte wtedy i tylko wtedy, jezeli ich
tloczyn skalarny

(ﬁ,zﬁ):vl*wl—l—vg*wgzo

jest rowny zero.

Warunku dostateczny. Udowodnimy, ze jezeli iloczyn skalarny

jest rowny zero to wektory v_Lw sa prostopadte.
Istotnie, obliczmy kwadrat diugosci roznicy wektorow

—

|72 = |7 — || = (V—,7— w)
= (¥,0) — 2(¥, W) + (w0, W)
= |J0]]* — 2(0, &) + ||| |?
Skad na podstawie zalozenia, ze iloczy skalarny (¥, ) = 0 wynika rownosc
|0 = @|* = [0]]* + || ]|

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa, powyzsza rownosc¢ oznacza, ze trojkat
A ABC o bokach

—

a=[d], b=, c=|v-dl
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jest prostokatny. Zatem, wektory o' i w sa prostopadie.

ZEQA

Warunek konieczny. Teraz Tdowodnimy, ze jezeli wektory U1 w sa prostopadte
to ich iloczy skalarny

jest rowny zero.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa z zalozenia, ze wektory v'i w sa prosopadie
wynika, ze trojkat o bokach

a=|[dl, b=, c=lv-d]

jest prostokatny.

Rowniez na podstawie twierdzenia Pitagorasa kwadrat dlugosci roznicy wek-
torow ¥ i W, to jest wektor 7, ktory lezy na przeciwproatokatnej trojkata
prostokatnego, rowny jest sumie kwadratow diugosci wektorow o i w

|7 — ][> = [|2]? + |||, (1)
7, drugiej strony obliczamy kwadrat dlugosci roznicy
17 = || = @[> = (V—&,7— )
= (U,7) — 2(¥, W) + (@, W) (2)
= ||7]]* — 2(7, @) + ||@]?
Porownujac prawe strony rownosci (1) i (2)
|7 — @] = [|8]]* — 2(7, @) + ||]]”
otrzymamy iloczyn skalarny

rowny zero.
Koniec dowodu.
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0.4 Przestrzen kartezjanska trzywymiarowa n = 3.

Przestrzen euklidesowa trzy wymiarowa z prostokatnym uktadem wspotrzednych,
gdy n = 3, jest przestrzenia kartezjanska. Poltozenie figur geometrycznych w
przestrzeni kartezjanskiej okreslamy przez ich wspolrzedne.

0.4.1 Wektory

Podobnie jak w przestrzeni kartezjanskiej dwuwymiarowej, w przestrzni kartezjanskie;
trzy wymiarowej wyrozniamy wektory zwiazane i wektory swobodne.

Wektor zwigazany o poczatku w punkcie
A= (A1> A2> A3)

i koncu w punkcie
B = (317 B2> B3)

jako para uporzadkowanych punktow oznaczamy symbolem

—

AB = [Bl — Al,Bg — Ag,Bg — Ag]

Na przyktad na rysunku wektor AB = 8,3, 8] jest zwiazany z poczatkiem w
punkcie

A=1(0,0,0)
i z koncem w punkcie
B =(8,3,8).
Zwrot wektora AB jest zaznaczony na rysunku strzalka.
3
: P
3 v
A = (0,0,0) 3

8 X1

Przestrzen kartezjanskan = 3. Wektor v = [8, 3, 8].

Ogolnie, dlugosc wektora ¥ = [vy1, va, v3]] 0znaczona symbolem ||U|| rowna jest

I|17]| = \/v? + v3 + V3.
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W przypadku wektora v = [8, 3, §]

||7]| = v/82 + 32 + 82 = V/137.

Zauwazmy, ze jezeli wektor v = [vy, vg, v3] pomnozymy przez liczbe a to dtugose
wektora
ax U =|al*||v.

Istotnie wektor ¥ = [v1, v, v3] mnozymy przez liczbe o pomnozac kazda jego
wspolrzedne przez «
atl = [ vy, @ * Vg, v ¥ V3.

Wtedy dhugosc wektora o * v rowna jest

atl| = /a2 x v? + a2 x 03 + a2v? = |af * ||7]].
3

Na przyklad, pomnozmy wektor v = [8, 3, 8] przez liczbe v = 3. Wtedy dlogosée
wektora
30 =1[3%8,3%3,3x%§]

rowna jest

l|ad|| = v/32 % 82 4+ 32 % 32 + 3282 = /82 + 32 + 82 = 3 % \/137.

0.4.2 Wersory

W prostokatnym ukladzie wspolrzednych w 3-wymiarowej przestrzeni kartezjanskich
wyrozniamy nastepujace wektory zwane wersorami osi

i=[1,0,0], j=[0.1,0], k=1[0,0,1].

Zatem, wersory maja kierunek i zwrot odpowiednich osi uktadu wspotrzednych.
Dtugose kazdego wersora

| =vET0+02=1, ||jl|=vOE+ 2+ =1,k|=v0Z+02+12=1

jest rowna 1.

Zauwazmy, ze kazdy wektor ¥ = |v1, , v9, v3] W przestrzni kartezjanskiej mozem
) b )

przedstawic jako kombinacje liniowa wersorow osi

T = v1i + va] + vsk.
Rzeczywiscie, obliczamy kolejne sktadniki powyzszej sumy wektorow
VL %1 = vy % [1,0,0] = [1 % vy, 0% v1,0 % v1] = [v1,0,0],
Vg % ] = Ug % [0,1,0] = [0 % vg, 1 % vg,0 % v3] = [0, v, 0],

vy x k=3 [0,0,1] = [0 % vs,0 % v3, 1% vs] = [0,0,v3].



Skad wektor
U= 'Ul'z_l' 'U2j+ 'U3E = ['Uh 0, 0>] + HO> V2, 0] + [0> 0, 'U3] = ['Uh V2, 'U3]

Nizej na rysunku wektor ¥ = [2, 2, 2] przedstawiony jest jako kombinacja lin-
iowa wersorow .
U=2%14+2%j+2xk

xs3 X3

et

7 1

—

2
" Wersony 0si i, f, k :ci/ . . .
2 Wektor ¥ =2%i+2%j+2x%k

Wektor swobodny. Pojecie wektora swobodnego w przestrzeni kartezjanskiej
nie zalezy od wymiaru przestrzeni. Podobnie jak w przestrzeni dwuwymi-
arowej, wektor swobodny definiujemy korzystajac z relacji rownowaznosci.

Definicja 0.4 Dwa wektory zwigne ABiCD o poczgtkach w punktach A, C
1 0 koncach w punktach B, D sq rownowazne piszemy

AB=CD
wtedy 1 tylko wtedy, jezeli majg tg samqg ditugosé
14B|| = [|C D],
ten sam kierunek i ten sam zwrot.

Podobnie jak w przestrzeni kartezjanskiej dwuwymiarowej wektor swobodny
rozumiemy w sensie definicji

Definicja 0.5 Wektorem swobodnym nazywamy klase wektorow rownowaznych.

0.4.3 Dodawanie i odejmowanie wektorow.

Rozpatrzmy dwa wektory swobodne
U= [’Ul,'Ug,’Ug], w = ['LUl,’LUg,’LUg].
Suma wektorow

U=[v,v,03] 1 W= |w,ws, ws



15

jest wektor s o wspotrzednych rownej sumie wspotrzednych
§=U+0 = [v1,v2,v3] + [w1, wa, w3] = [V1 + w1, V2 + Wa, V3 + w3
Na przyktad, suma wektorow
7= [4,2,1], i @=[2-1,3
jest wektor
Suma §=[4,2,1]+[2,—1,3] =[6,1,4]
Roznica wektorow o' i w jest wektor
§=1U—wW = [v1,v2, 03] — [wy, w2, ws] = [v1 — w1, vy — W, V3 — w3
Na przyktad, roznica wektorow
7= [4,21], i w=[2-1,3

jest wektor
§=1[4,2,1-[2,-1,3] = [2,3, -2

0.4.4 Tloczyn skalarny wektorow.

Jednym z wielu istotnych pojec w Geometri Kartezjanskiej jest iloczyn skalarny
wektrow, swobodnych lub zwiazanych. 3

Dtugose, kierunk, zwrot i iloczyn skalarny wektorow nie zaleza od ich polozenia
w przestrzeni kartezjanskiej.

Definicja 0.6 Illoczyn skalarny wektora
U = [v1, V2, v3]

przez wektor
w = [wb wa, 'lUg]

jest liczbg
(U, ) = v1 * wy + Vg * Wo + V3 * w3

Na przyktad, obliczamy iloczyn skalarny wektora
U=12,3,2]

przez wektor
W =[-1,2,3

3W matematyce wyzszej pojecie iloczynu skalarnego odnosi si¢ nie tylko do wektorow w przestrzeniach
kartezjanskich, odnosi si¢ rowniez do funkcji i abstrakcyjnych obiektow w przestrzeniach Hilberta.
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rowny jest

(U,W) =2%(—1)+3%x24+2%x3=10
Zauwazmy, ze wynik iloczynu skalarnego wektorow juz nie jest wektorem.
Mowimy wtedy, ze operacja mnozenia skalarnego wektorow wyprowadza poza
zbior jej argumentow.
[loczyn skalarny wektorow prostopadlych jest rowny zero. Nizej podajemy
warunek konieczny i dostateczny prostopadtosci wektorow w formie nastepujacego
twierdzenia

Twierdzenie 0.2 Wektory v i w sq¢ prostopadte wtedy i tylko wtedy, jezeli ich
tloczyn skalarny

(U, W) = vy * wy + Vg ¥ wo + vz * w3z =0
jest rowny zero

Dowod powyzszego twierdzenia jest taki sam jak twierdzenia (0.1) w przestrzeni
kartezjanskiej dwuwymiarowe;j.

0.5 Zadania

Zadanie 0.1 Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x dla ktorych nastepujgce
NIETOWNO0SCL

(1) Blx—1)<3(x+1)

(7i) 4x—6 <10
sq prawdziwe.

Zadanie 0.2 Rozpatrz dwa wektory swobodne

v=1[1,2] @ w=][21]
(1) Znajdz wektor § sumy i wektor ¥ roinicy wektorow U i w
(1i)  Narysuj wektor § sumy wektorow U i W o wspolnym poczgtku
w punkcie A = (1,1).
(1i1) Narysuj wektor 7" réznicy wektorow v 1 W o wspolnym poczgtku
w punkcie A= (1,1).

Zadanie 0.3 Oblicz iloczyn skalarny wektorow
(Z) U= [374]7 W= [27_1]7

(i) §=1[2,3, w=[3-2,
(iii) §=1[-3,2], w=][41],
(i) T=1[4,5,  @=[5—4

Ktore z powyzszych par wektorow sq prostopadle?



Zadanie 0.4 Wykaz, zZe wektory
v =11,3], w = [3,—1]

1 wektory
p= U+, (=q¢=70—1w
sq prostopadte.
Zadanie 0.5 Wykaz, zZe jezeli wektory

U = [v1,v9), W = [wy, wo)
sq prostopadte v1w to wektory

P = U+, (=q¢=70—1w
sq rowniez prostopadte pLg.
Zadanie 0.6 Oblicz iloczyn skalarny wektorow

() T=3,4,1], @

[27 _1> 2]7

(1) v =1[2,3,0], w = [3,—-2,1],
(1it) v=1[-3,2,—1], @ =I[4,5-2],
(iw) v =1[4,5,1], w =[5, —4,1].
Ktore z powyzszych par wektorow sq prostopadle?
Zadanie 0.7 Wykaz, Ze nastepujgce pary wektorow
(1) v=1[1,3,1], w = [3,—1,0]
(1i) p=v+0, §=q¢=7v—w
sq prostopadte.
Zadanie 0.8 Wykaz, zZe jezeli wektory swobodne
U = [v1, v2, V3], W = [wy, wa, ws]
sq prostopadte v 1w to wektory
P = U+ W, (=q¢=70—1w

sq rowniez prostopadte pLg.

Prof. dr Tadeusz STYS Warszawa, grudzien 5, 2018
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