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Przestrzenie kartezjaṅskie

0.1 Wstȩp

Rene Descartes (1596-1650 A.D.) rozpocza̧ l naukȩ w 1607 roku w Kolegium
Jezuitȯw, ktȯre skoṅczy l w roku 1615. W Kolegium Kartezjusz pozna l filo-
zofiȩ starożytnych. W pȯźniejszych latach opublikowa l nowy kierunek filozofii
zwana̧ filozofia̧ dualistyczna̧ oraz stworzy l podstawy Geometrii Analitycznej i
wprowadzi l uk lad wspȯ lrzȩnych prostoka̧tnych.

Kartezjaṅski uk lad wspȯ lrzȩdnych w przestrzeni euklidesowej tworzy przestrzeṅ
kartezjaṅska̧ n-wymiarowa̧.

Na rysunkach niżej przestrzenie kartezjaṅskie dla wymarȯw n = 1, 2, 3.
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0.2 Przestrzeṅ kartezjaṅska jednowymiarowa n = 1

Oṡ liczbowa jest przestrzenia̧ kartezjaṅska̧ jednowymiarowa̧, gdy n = 1.

Przyk lad 0.1 Zaznacz na osi liczbowej te wartoṡci x, ktȯre leża̧ pomiȩdzy

liczba̧ 1 i liczba̧ 2.
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Przyk lad 0.2 Zaznacz na osi liczbowej te wartoṡci x, ktȯre leża̧ pomiȩdzy

liczba̧ -2 i liczba̧ -1 lub liczba̧ 1 i liczba̧ 2.

Jasne, że odcinki z w la̧czeniem koṅcȯw sa̧ odcinkami zamkniȩtymi okreṡlonymi
przez nierȯwnoṡci s labe

[−1,−2] : −2 ≤ x ≤ −1 lub [1, 2] :; 1 ≤ x ≤ 2.

Natomiast odcinki bez koṅcȯw sa̧ odcinkami otwartymi okreṡlonymi przez
nierȯwnoṡci ostre

(−1,−2) : −2 < x < −1 lub (1, 2) : 1 < x < 2.

Niżej na rysunku zaznaczone sa̧ odcinki zamkniȩte
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[−1,−2] : −2 ≤ x ≤ −1 lub [1, 2] : 1 ≤ x ≤ 2.

0.2.1 Odcinek

Punkty ktȯre leża̧ pomiȩdzy punktem a i punktem b, piszemy

a ≤ x <≤ b, lub a < x < b

tworza̧ odcinek zamkniȩty [a, b] z w la̧czonym pocza̧tkiem a i koṅcem odcinka
b lub odcinek otwarty (a, b) bez koṅcȯw a i b.

Na przyk lad dla a = 1 i b = 2 odcinek zamkniȩty z w la̧czeniem koṅcȯw
okreṡlamy przez nierȯwnoṡċ

[a, b] : 1 ≤ x ≤ 2

oraz odcinek otwarty bez koṅcȯw okreṡlamy przez nierȯwnoṡċ ostra̧

(a, b) : 1 < x < 2.
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Niżej na rysunku zaznaczony jest odcinek zamkniȩty

[1, 2] : 1 < x < 2
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Przyk lad 0.3 Zaznacz na osi liczbowej te wartoṡci x dla ktȯrych nierȯwnoṡċ

jest prawdziwa.

3(x − 1) < 2(x + 1)

Rozwia̧zanie

Wykonujemy mnożenia prze 3 po lewej i przez 2 po prawej stronie nierȯwnoṡci

3x − 3 < 2x + 2

Rozwia̧zuja̧c nierȯwnoṡci, przenosimy niewiadoma̧ x na lewa̧ stronȩ nierȯwnoṡci
ze znakiem przeciwnym, natomiast liczby przenosimy na prawa̧ stronȩ nierȯwnoṡci
rȯwnież ze znakiem przeciwnym. W ten sposȯb otrzymamy rozwia̧zanie nierȯwnoṡci

3x − 2x < 2 + 3, x < 5.

Odpowiedź: Nierȯwnoṡċ jest prawdziwa dla x < 5.
Na osi liczbowej zaznaczmy rozwia̧zanie
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Nierȯwnṡċ ostra x < 5 bez punktu 5.

0.2.2 Wektory

Wektory w przestrzeni kartezjaṅskiej jednowymiarowej maja̧ kierunek osi liczbowej,
zwrot zgodny z oriȩtacja̧ osi liczbowej albo zwrot przeciwny.

Wektor zwia̧zany. Uporza̧dkowana̧ parȩ punktȯw oznaczona̧ ~AB nazywamy
wektorem zwia̧zanym o pocza̧tku w punkcie A i koṅcu w punkcie B. Zatem
wektor zwia̧zany w przestrzeni kartezjaṅskiej jednowymiarowej ma okreṡlone
po lożenie i zwrot zaznaczony strza lka̧ oraz d lugoṡċ || ~AB|| = |B − A|.1

1Symbol |B − A| oznacza wartoṡċ bezwzglȩdna̧ z liczby B − A
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Na przyk lad na rysunku wektor ~AB jest zwia̧zany z pocza̧tkiem w punkcie
A = 1 i z koṅcem w punkcie B = 2, leży na osi liczbowej i ma zwrot zaznaczony
strza lka̧.
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wektor ~AB
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Wektor swobodny. W odrȯżnieniu od wektora zwia̧zanego, ktȯrego po lożenie
na osi liczbowej okreṡlone jest przez jego pocza̧tek i koniec, wektor swobodny
oznaczamy,

~v = [v]

nie ma okreṡlonego po lożenia na osi liczbowej. Natomiast, reprezentantem
wektora swobodnego ~v = [v] jest każdy wektor zwia̧zany ~AB o tej samej
d lugoṡci i zwrocie.

D lugoṡċ wektora swobodnego rȯwna jest ||~v|| = |v| wartoṡci wspȯ lrzednej v.
Zwrot wektora swobodnego jest zgodny z oriȩtacja̧ osi liczbowe, jeżeli jego
wspo lrzȩdna v > 0 jest dodatnia, natomiast jest przeciny do oriȩtacji osi,
jeżeli wspȯ lrzȩdna v < 0 jest ujemna. Wektor o d lugoṡci rȯwnej zero redukuje
siȩ do punktu.
Na przyk lad, wektor zwa̧zany ~AB o pocza̧tku w punkcie A = 1 i koṅcu w
punkcie B = 2, z poprzedniego przyk ladu, jest reprezentantem wektora swo-
bodnego ~v = [1] o wspȯ lrzȩdnej v = 1, o d lugoṡci ||~v|| = |v| = 1 i zwrocie

wektora ~AB zgodnym z oriȩtacja̧ osi liczbowej.

0.2.3 Dodawanie i odejmowanie wektorȯw

Rozpatrzmy dwa wektory swobodne

~v = [v], ~w = [w].

Suma wektorȯw ~v i ~w jest wektor

~s = [v + w]

o wspȯ lrzȩdnej s = v + w rȯwnej sumie wspȯ lrzȩdnych wektorȯw ~v i ~w.

Na przyk lad, suma̧ wektorȯw

~v = [1], ~w = [2].

jest wektor
~s = [1 + 2] = [3]

o wspȯ lrzȩdnej s = 3 i o zwrocie zgodnym z osia̧ liczbowa̧.
Podobnie rȯżnica̧ wektorȯw ~v i ~w jest wektor

~r = [v −w]



5

o wspȯ lrzȩdnej r = v − w rȯwnej rȯżnicy wspȯ lrzȩdnych wektorȯw ~v i ~w.

Na przyk lad, rȯżnica̧ wektorȯw

~v = [1], ~w = [2]

jest wektor
~s = [1 − 2] = [−1]

o wspȯ lrzȩdnej r = −1 i zwrocie przeciwnym do oriȩtacji osi liczbowej.

0.3 Przestrzeṅ kartezjaṅska dwuwymiarowa n = 2

P laszczyzna euklidesowa z prostoka̧tnym uk ladem wspȯ lrzȩdnych na ktȯrej
leża̧ odcinki, wektory oraz figury p laskie jest przestrzenia̧ kartezjaṅska̧ dwuwymi-
arawa̧, gdy n = 2.
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0.3.1 Wektory

W przestrzni kartezjaṅskiej dwuwymiarowej wyrȯżniamy wektory zwia̧zane i
wektory swobodne.

Wektor zwia̧zany o pocza̧tku w punkcie

A = (A1, A2)

i koṅcu w punkcie
B = (B1, B2)

jako para uporza̧dkowanych punktȯw oznaczamy symbolem

~AB = [B1 − A1, B2 − A2].

Na przyk lad na rysunku wektor ~AB = [1, 2] jest zwia̧zany z pocza̧tkiem w
punkcie

A = (1, 1)

i z koṅcem w punkcie
B = (2, 3).
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Zwrot wektora ~AB = ~v jest zaznaczony na rysunku strza lka̧.
Na przyk lad na rysunku, wektor ~AB = ~v = [vA, vB] zwia̧zany z pocza̧tkiem w
punkcie A = (1, 1) i z koṅcem w punkcie B = (2, 3) ma wspȯ lrzȩdne

vA = B1 −A1 = 2 − 1 = 1, vB = B2 − A2 = 3 − 1 = 2,

leży na prostej o rȯwnaniu y = 2x − 1 i ma zwrot zaznaczony strza lka̧.
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Wektor ~AB = ~v = [1, 2] w przestrzeni kartezjaṅskiej n = 2
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D lugoṡċ wektorara ~v = [vA, vB] obliczmy z trȯjka̧ta prostoka̧tnego 4ABC

stosuja̧c twierdzenie Pitagorasa

||~v|| =
√

v2
A

+ v2
B
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D lugoṡċ wektora ~v = [vA, vB] obliczamy ze wzoru ||~v|| =
√
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Na przyk lad, d lugoṡċ wektora ~v = [1, 1]

||~v|| =
√

12 + 12 =
√

2

Wektor swobodny. Pojȩciem wektora swobodnego definiujemy korzystaja̧c
z relacji rȯwnoważnoṡci, ktȯra w matematyce, fizyce filozofii i innych naukach
odgrywa istotna̧ rolȩ.

Definicja 0.1 Dwa wektory zwia̧ne ~AB i ~CD o pocza̧tkach w punktach A, C

i o koṅcach w punktach B, D sa̧ rȯwnoważne piszemy

~AB ≡ ~CD
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wtedy i tylko wtedy, jeżeli maja̧ ta̧ sama̧ d lugoṡċ

|| ~AB|| = || ~CD||,
ten sam kierunek i ten sam zwrot.

Definicja 0.2 Wektorem swobodnym nazywamy klasȩ wektorȯw rȯwnoważnych.

Zauważmy, że powyższa definicja wektora swobodnego okreṡla klasȩ wektorȯw,
nieskoṅczenie wiele wektorȯw, wektorȯw o tej samej d lugoṡci i o tym samym
kierunku i zwrocie. Każdy wektor zwia̧zany należa̧cy do tej klasy jest jej
reprezentantem.
Zatem po lożenie reprezentanta wektora swobodnego na p laszcyźnie kartezjaṅskiej
nie zmienia jego kszta ltu, d lugoṡci, kierunku i zwrotu.

Przyk lad 0.4 Na rysunku zaznaczony jest wektor swobodny ~v = [1, 1] jako

klasa wektorȯw rȯwnoważnych reprezentowanych przez wektor zwia̧zany z jego

pocza̧tkiem w punkcie a = (2, 1).
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D lugoṡċ wektora ~v = [1, 1] obliczamy ze wzoru ||~v|| =
√

12 + 12 =
√

2

-Wektor zwia̧zany ~v = [1, 1]

x2

Patrza̧c na rysunek, intuicja nam podpowiada, że widzimy dużo wektorȯw, a
nie jeden. Jednak to jest ten sam wektor tylko po lożony w rȯżnych miejscach
w przestrzeni kartezjaṅskiej.
Reprezentantem wektora swobodnego ~v = [1, 1] jest na przyk lad wektor zwia̧zany
o pocza̧tku w punkcie A = (2, 1) i koṅcu w punkcie B = (3, 2). Jasne, ze każdy
inny wektor o ustalonym pocza̧tku jest rȯwnież reprezentantem wektora swo-
bodnego ~v = [1, 1].

0.3.2 Wersory

W prostoka̧tnym uk ladzie wspȯ lrzȩdnych w 2-wymiarowej przestrzeni kartezjaṅskich
wyrȯżniamy nastȩpuja̧ce wektory zwane wersorami osi

~i = [1, 0], ~j = [0.1],

Zatem, wersory maja̧ kierunek i zwrot odpowiednich osi uk ladu wspȯ lrzȩdnych.
D lugoṡċ każdego wersora

||~i|| =
√

12 + 02 = 1, ||~j|| =
√

02 + 12 = 1,
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jest rȯwna 1.
Zauważmy, że każdy wektor ~v = [v1, , v2] w przestrzni kartezjaṅskiej możemy
przedstawiċ jako kombinacjȩ liniowa̧ wersorȯw osi

~v = v1
~i + v2

~j.

Rzeczywiṡcie, obliczamy kolejne sk ladniki powyższej sumy wektorȯw

v1 ∗~i = v1 ∗ [1, 0] = [1 ∗ v1, 0 ∗ v1] = [v1, 0],

v2 ∗~j = v2 ∗ [0, 1] = [0 ∗ v2, 1 ∗ v2] = [0, v2].

Ska̧d wektor

~v = v1
~i + v2

~j = [v1, 0] + [[0, v2] = [v1, v2].

0.3.3 Dodawanie i odejmowanie wektorȯw.

Rozpatrzmy dwa wektory swobodne

~v = [v1, v2], ~w = [w1, w2]

zaczepione we wspȯlnym punkcie A = (A1, A2)

PPPPPq
-

6

�
�

�
��

q

b

~w

A

B

C

q

0 B1

B2

x1

~v
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Suma̧ wektorȯw

~v = [vA, vB] i ~w = [wA, wB]

jest wektor ~s o wspȯ lrzȩdnych rȯwnej sumie wspȯ lrzȩdnych

~s = ~v + ~w = [vA, vB] + [wA, wB] = [vA + wA, vB + wB]

Na przyk lad, suma wektorȯw

~v = [vA, vB] = [4, 2], ~w = [2,−1]

Suma ~s = [4, 2] + [2,−1] = [7, 1]
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Wektor ~s leży na przeka̧tnej AC rȯwnoleg loboku ABCD
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Suma wektorȯw ~s = ~v + ~w = [4, 2] + [3 + (−1)] = [7, 1].

Zasada rȯwnoleg loboku

x2

Rȯżnica wektorȯw to jest wektor

~r = ~v − ~w = [vA −wA, vB −wB ] = [4, 2] − [3,−1] = [1, 3]

leży na przeka̧tnej BD
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Zasada r.ownoleg loboku ABCD

Rȯżnica wektorȯw ~r = ~v − ~w = [4, 2] − [3 + (−1)] = [1,3]

x2

0.3.4 Iloczyn skalarny wektorȯw.

Jednym z wielu istotnych pojȩċ w Geometri Kartezjaṅskiej jest iloczyn skalarny
wektrȯw, swobodnych lub zwia̧zanych. 2

D lugoṡċ, kierunk, zwrot wektorȯw i iloczyn skalarny nie zależa̧ od ich po lożenia
na p laszczyźnie kartezjaṅskiej.

2W matematyce wyższej pojȩcie iloczynu skalarnego odnosi siȩ nie tylko do wektorȯw w przestrzeniach

kartezjaṅskich, odnosi siȩ rȯwnież do funkcji i abstrakcyjnych obiektȯw w przestrzeniach Hilberta.
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Definicja 0.3 Iloczyn skalarny wektora ~v = [v1, v2] przez wektor ~w = [w1, w2]
jest liczba̧

(~v, ~w) = v1 ∗ w1 + v2 ∗ w2.

Na przyk lad, obliczamy iloczyn skalarny wektorȯw ~v = [2, 3] i ~w = [−1, 2]

(~v, ~w) = 2 ∗ (−1) + 3 ∗ 2 = 4.

Zauważmy, że wynik iloczynu skalarnego wektorȯw już nie jest wektorem.
Mȯwimy wtedy, że operacja mnożenia skalarnego wektorȯw wyprowadza poza
zbiȯr jej argumentȯw.
Iloczyn skalarny wektorȯw prostopad lych jest rȯwny zero. Niżej podajemy
warunek konieczny i dostateczny prostopad loṡci wektorȯw w formie nastȩpuja̧cego
twierdzenia

Twierdzenie 0.1 Wektory ~v i ~w sa̧ prostopad le wtedy i tylko wtedy, jeżeli ich

iloczyn skalarny

(~v, ~w) = v1 ∗ w1 + v2 ∗ w2 = 0

jest rȯwny zero.

Warunku dostateczny. Udowodnimy, że jeżeli iloczyn skalarny

(~v, ~w) = 0

jest rȯwny zero to wektory ~v⊥~w sa̧ prostopad le.
Istotnie, obliczmy kwadrat d lugoṡci rȯżnicy wektorȯw

||~r||2 = ||~v − ~w||2 = (~v − ~w,~v − ~w)

= (~v,~v) − 2(~v, ~w) + (~w, ~w)

= ||~v||2 − 2(~v, ~w) + ||~w||2

Ska̧d na podstawie za lożenia, że iloczy skalarny (~v, ~w) = 0 wynika rȯwnoṡċ

||~v − ~w||2 = ||~v||2 + ||~w||2

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa, powyższa rȯwnoṡċ oznacza, że trȯjka̧t
4 ABC o bokach

a = ||~v||, b = ||~w||, c = ||~v − ~w||
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jest prostoka̧tny. Zatem, wektory ~v i ~w sa̧ prostopad le.
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Warunek konieczny. Teraz udowodnimy, że jeżeli wektory ~v i ~w sa̧ prostopad le
to ich iloczy skalarny

(~v, ~w) = 0

jest rȯwny zero.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa z za lożenia, że wektory ~v i ~w sa̧ prosopad le
wynika, że trȯjka̧t o bokach

a = ||~v||, b = ||~w||, c = ||~v − ~w||

jest prostoka̧tny.
Rȯwnież na podstawie twierdzenia Pitagorasa kwadrat d lugoṡci rȯżnicy wek-
torȯw ~v i ~w, to jest wektor ~r, ktȯry leży na przeciwproatoka̧tnej trȯjka̧ta
prostoka̧tnego, rȯwny jest sumie kwadratȯw d lugoṡci wektorȯw ~v i ~w

||~v − ~w||2 = ||~v||2 + ||~w||2. (1)

Z drugiej strony obliczamy kwadrat d lugoṡci rȯżnicy

||~r||2 = ||~v − ~w||2 = (~v − ~w,~v − ~w)

= (~v,~v) − 2(~v, ~w) + (~w, ~w)

= ||~v||2 − 2(~v, ~w) + ||~w||2
(2)

Porȯwnuja̧c prawe strony rȯwnoṡci (1) i (2)

||~v − ~w||2 = ||~v||2 − 2(~v, ~w) + ||~w||2

otrzymamy iloczyn skalarny

(~v, ~w) = 0

rȯwny zero.
Koniec dowodu.
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0.4 Przestrzeṅ kartezjaṅska trzywymiarowa n = 3.

Przestrzeṅ euklidesowa trzy wymiarowa z prostoka̧tnym uk ladem wspȯ lrzȩdnych,
gdy n = 3, jest przestrzenia̧ kartezjaṅska̧. Po lożenie figur geometrycznych w
przestrzeni kartezjaṅskiej okreṡlamy przez ich wspȯ lrzȩdne.

0.4.1 Wektory

Podobnie jak w przestrzeni kartezjaṅskiej dwuwymiarowej, w przestrzni kartezjaṅskiej
trzy wymiarowej wyrȯżniamy wektory zwia̧zane i wektory swobodne.

Wektor zwia̧zany o pocza̧tku w punkcie

A = (A1, A2, A3)

i koṅcu w punkcie

B = (B1, B2, B3)

jako para uporza̧dkowanych punktȯw oznaczamy symbolem

~AB = [B1 − A1, B2 − A2, B3 − A3].

Na przyk lad na rysunku wektor ~AB = [8, 3, 8] jest zwia̧zany z pocza̧tkiem w
punkcie

A = (0, 0, 0)

i z koṅcem w punkcie

B = (8, 3, 8).

Zwrot wektora ~AB jest zaznaczony na rysunku strza lka̧.
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Przestrzeṅ kartezjaṅska n = 3. Wektor ~v = [8, 3, 8].

Ogȯlnie, d lugoṡċ wektora ~v = [v1, v2, v3]] oznaczona symbolem ||~v|| rȯwna jest

||~v|| =
√

v2
1 + v2

2 + v2
3.
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W przypadku wektora ~v = [8, 3, 8]

||~v|| =
√

82 + 32 + 82 =
√

137.

Zauważmy, że jeżeli wektor ~v = [v1, v2, v3] pomnożymy przez liczbȩ α to d lugoṡċ
wektora

α ∗ ~v = |α| ∗ ||~v.

Istotnie wektor ~v = [v1, v2, v3] mnożymy przez liczbȩ α pomnoża̧c każda̧ jego
wspȯ lrzȩdnȩ przez α

α~v = [α ∗ v1, α ∗ v2, α ∗ v3].

Wtedy d lugoṡċ wektora α ∗ ~v rȯwna jest

||α~v|| =
√

α2 ∗ v2
1 + α2 ∗ v2

2 + α2v2
3 = |α| ∗ ||~v||.

Na przyk lad, pomnȯżmy wektor ~v = [8, 3, 8] przez liczbȩ α = 3. Wtedy d logoṡċ
wektora

3~v = [3 ∗ 8, 3 ∗ 3, 3 ∗ 8]

rȯwna jest

||α~v|| =
√

32 ∗ 82 + 32 ∗ 32 + 3282 =
√

82 + 32 + 82 = 3 ∗
√

137.

0.4.2 Wersory

W prostoka̧tnym uk ladzie wspȯ lrzȩdnych w 3-wymiarowej przestrzeni kartezjaṅskich
wyrȯżniamy nastȩpuja̧ce wektory zwane wersorami osi

~i = [1, 0, 0], ~j = [0.1, 0], ~k = [0, 0, 1].

Zatem, wersory maja̧ kierunek i zwrot odpowiednich osi uk ladu wspȯ lrzȩdnych.
D lugoṡċ każdego wersora

||~i|| =
√

12 + 02 + 02 = 1, ||~j|| =
√

02 + 12 + 02 = 1, ||~k|| =
√

02 + 02 + 12 = 1

jest rȯwna 1.
Zauważmy, że każdy wektor ~v = [v1, , v2, v3] w przestrzni kartezjaṅskiej możemy
przedstawiċ jako kombinacjȩ liniowa̧ wersorȯw osi

~v = v1
~i + v2

~j + v3
~k.

Rzeczywiṡcie, obliczamy kolejne sk ladniki powyższej sumy wektorȯw

v1 ∗~i = v1 ∗ [1, 0, 0] = [1 ∗ v1, 0 ∗ v1, 0 ∗ v1] = [v1, 0, 0],

v2 ∗~j = v2 ∗ [0, 1, 0] = [0 ∗ v2, 1 ∗ v2, 0 ∗ v2] = [0, v2, 0],

v3 ∗ ~k = v3 ∗ [0, 0, 1] = [0 ∗ v3, 0 ∗ v3, 1 ∗ v3] = [0, 0, v3].
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Ska̧d wektor

~v = v1
~i + v2

~j + v3
~k = [v1, 0, 0, ] + [[0, v2, 0] + [0, 0, v3] = [v1, v2, v3]

Niżej na rysunku wektor ~v = [2, 2, 2] przedstawiony jest jako kombinacja lin-
iowa wersorȯw

~v = 2 ∗~i + 2 ∗~j + 2 ∗ ~k
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Wektor ~v = 2 ∗~i + 2 ∗~j + 2 ∗ ~k

Wektor swobodny. Pojȩcie wektora swobodnego w przestrzeni kartezjaṅskiej
nie zależy od wymiaru przestrzeni. Podobnie jak w przestrzeni dwuwymi-
arowej, wektor swobodny definiujemy korzystaja̧c z relacji rȯwnoważnoṡci.

Definicja 0.4 Dwa wektory zwia̧ne ~AB i ~CD o pocza̧tkach w punktach A, C

i o koṅcach w punktach B, D sa̧ rȯwnoważne piszemy

~AB ≡ ~CD

wtedy i tylko wtedy, jeżeli maja̧ ta̧ sama̧ d lugoṡċ

|| ~AB|| = || ~CD||,

ten sam kierunek i ten sam zwrot.

Podobnie jak w przestrzeni kartezjaṅskiej dwuwymiarowej wektor swobodny
rozumiemy w sensie definicji

Definicja 0.5 Wektorem swobodnym nazywamy klasȩ wektorȯw rȯwnoważnych.

0.4.3 Dodawanie i odejmowanie wektorȯw.

Rozpatrzmy dwa wektory swobodne

~v = [v1, v2, v3], ~w = [w1, w2, w3].

Suma̧ wektorȯw

~v = [v1, v2, v3] i ~w = [w1, w2, w3]
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jest wektor ~s o wspȯ lrzȩdnych rȯwnej sumie wspȯ lrzȩdnych

~s = ~v + ~w = [v1, v2, v3] + [w1, w2, w3] = [v1 + w1, v2 + w2, v3 + w3]

Na przyk lad, suma̧ wektorȯw

~v = [4, 2, 1], i ~w = [2,−1, 3]

jest wektor
Suma ~s = [4, 2, 1] + [2,−1, 3] = [6, 1, 4]

Rȯżnica̧ wektorȯw ~v i ~w jest wektor

~s = ~v − ~w = [v1, v2, v3] − [w1, w2, w3] = [v1 −w1, v2 − w2, v3 − w3]

Na przyk lad, rȯżnica̧ wektorȯw

~v = [4, 2, 1], i ~w = [2,−1, 3]

jest wektor
~s = [4, 2, 1] − [2,−1, 3] = [2, 3,−2]

0.4.4 Iloczyn skalarny wektorȯw.

Jednym z wielu istotnych pojȩċ w Geometri Kartezjaṅskiej jest iloczyn skalarny
wektrȯw, swobodnych lub zwia̧zanych. 3

D lugoṡċ, kierunk, zwrot i iloczyn skalarny wektorȯw nie zależa̧ od ich po lożenia
w przestrzeni kartezjaṅskiej.

Definicja 0.6 Iloczyn skalarny wektora

~v = [v1, v2, v3]

przez wektor

~w = [w1, w2, w3]

jest liczba̧

(~v, ~w) = v1 ∗ w1 + v2 ∗ w2 + v3 ∗ w3

Na przyk lad, obliczamy iloczyn skalarny wektora

~v = [2, 3, 2]

przez wektor
~w = [−1, 2, 3]

3W matematyce wyższej pojȩcie iloczynu skalarnego odnosi siȩ nie tylko do wektorȯw w przestrzeniach

kartezjaṅskich, odnosi siȩ rȯwnież do funkcji i abstrakcyjnych obiektȯw w przestrzeniach Hilberta.
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rȯwny jest
(~v, ~w) = 2 ∗ (−1) + 3 ∗ 2 + 2 ∗ 3 = 10

Zauważmy, że wynik iloczynu skalarnego wektorȯw już nie jest wektorem.
Mȯwimy wtedy, że operacja mnożenia skalarnego wektorȯw wyprowadza poza
zbiȯr jej argumentȯw.
Iloczyn skalarny wektorȯw prostopad lych jest rȯwny zero. Niżej podajemy
warunek konieczny i dostateczny prostopad loṡci wektorȯw w formie nastȩpuja̧cego
twierdzenia

Twierdzenie 0.2 Wektory ~v i ~w sa̧ prostopad le wtedy i tylko wtedy, jeżeli ich

iloczyn skalarny

(~v, ~w) = v1 ∗ w1 + v2 ∗ w2 + v3 ∗ w3 = 0

jest rȯwny zero

Dowȯd powyższego twierdzenia jest taki sam jak twierdzenia (0.1) w przestrzeni
kartezjaṅskiej dwuwymiarowej.

0.5 Zadania

Zadanie 0.1 Zaznacz na osi liczbowej te wartoṡci x dla ktȯrych nastȩpuja̧ce

nierȯwnoṡci

(i) 5(x − 1) < 3(x + 1)

(ii) 4x − 6 ≤ 10

sa̧ prawdziwe.

Zadanie 0.2 Rozpatrz dwa wektory swobodne

~v = [1, 2] i ~w = [2, 1]

(i) Znajdź wektor ~s sumy i wektor ~r rȯżnicy wektorȯw ~v i ~w

(ii) Narysuj wektor ~s sumy wektorȯw ~v i ~w o wspȯlnym pocza̧tku

w punkcie A = (1, 1).
(iii) Narysuj wektor ~r rȯżnicy wektorȯw ~v i ~w o wspȯlnym pocza̧tku

w punkcie A = (1, 1).

Zadanie 0.3 Oblicz iloczyn skalarny wektorȯw

(i) ~v = [3, 4], ~w = [2,−1],

(ii) ~v = [2, 3], ~w = [3,−2],

(iii) ~v = [−3, 2], ~w = [4, 1],

(iv) ~v = [4, 5], ~w = [5,−4].

Ktȯre z powyższych par wektorȯw sa̧ prostopad le?
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Zadanie 0.4 Wykaż, że wektory

~v = [1, 3], ~w = [3,−1]

i wektory

~p = ~v + ~w, ~q = ~q = ~v − ~w

sa̧ prostopad le.

Zadanie 0.5 Wykaż, że jeżeli wektory

~v = [v1, v2], ~w = [w1, w2]

sa̧ prostopad le ~v⊥~w to wektory

~p = ~v + ~w, ~q = ~q = ~v − ~w

sa̧ rȯwnież prostopad le ~p⊥~q.

Zadanie 0.6 Oblicz iloczyn skalarny wektorȯw

(i) ~v = [3, 4, 1], ~w = [2,−1, 2],

(ii) ~v = [2, 3, 0], ~w = [3,−2, 1],

(iii) ~v = [−3, 2,−1], ~w = [4, 5,−2],

(iv) ~v = [4, 5, 1], ~w = [5,−4, 1].

Ktȯre z powyższych par wektorȯw sa̧ prostopad le?

Zadanie 0.7 Wykaż, że nastȩpuja̧ce pary wektorȯw

(i) ~v = [1, 3, 1], ~w = [3,−1, 0]

(ii) ~p = ~v + ~w, ~q = ~q = ~v − ~w

sa̧ prostopad le.

Zadanie 0.8 Wykaż, że jeżeli wektory swobodne

~v = [v1, v2, v3], ~w = [w1, w2, w3]

sa̧ prostopad le ~v⊥~w to wektory

~p = ~v + ~w, ~q = ~q = ~v − ~w

sa̧ rȯwnież prostopad le ~p⊥~q.

Prof. dr Tadeusz STYŠ Warszawa, grudzieṅ 5, 2018


