Okreg 1 koto.
Miara katowa 1 miara tukowa katow.

0.0.1 Okrag i kolo

Okregiem o $rodku w punkcie p = (py,p2) i promieniu R nazywamy zbior
punktow
x = (11, 22)

rownoodleglych o R od punktu p, piszemy

okrag: {w=(w1,22): |lp—=ll =R}, R=/(p—1)*+ (p — 2)*.!
Zatem, mamy rownie okregu
(p1 — 1) + (p2 — 22)> = R*. (1)

Punkt z = (x1, z2) lezy na okregu, jezeli kwadrat jego odleglosci od ustalonego
punktu

p = (p1,p2)
jest staly rowny R2.
Na przyktad, rownanie okregu

o]+ a5 = R% (2)

To jest rownanie okregu w postaci kanonicznej o srodku w poczadku uktadu
wspotrzednych, w punkcie p = (0,0) i promieniu R

Obszar wewngtrz okregu nazywamy kotem.

Na rysunku, zaznaczony jest srodek okregu punkt p = (0,0), promien okregu
R, srednica okregu rowna 2R, kat a pomiedzy srednica i promieniem R.

L Czytamy zbior punktow = = (z1,x2) takich, ze ||p — z|| = R



Uzupalnienie kata o do kata pelnego rowne jest 360° — .
Obwod okregu
obwod: Ob=2x7mxR,

pole kota
pole: P =mx%R2,

i liczba niewymierna

14
TR 3— = 3.14.
100

0.0.2 Katy. Miara katowa i miara tukowa kata

Miara katowa sa stopnie. Kat pelny rowny jest 360° stopni. Jeden stopien
piszemy
1
1° rowna sie ——
€ 360
kata pelego.

Wyrozniamy nastepujace katy:

e kat ostry 0 < o < 90V.

e kat prosty a = 90°.

R ]
e kat rozwarty 90° < o < 360°.
""""""""" R 1

900 < a < 3600

R




e kat srodkowy o wierzchotku w srodku okregu pomiedzy dwoma promieni-

amy oparty na tuku [.

Kat $rodkowy o = 120°.

e Katem wpisanym nazywamy kat, ktorego wierzcholek lezy na okregu.
Na rysunku zaznaczony jest kat a wpisany w okrag o wierzchotku p na
okregu pomiedzy dwoma cieciwami.

p

o

Kqt wpisany o radianow.

e Zwiazek pomiedzy katem srodkowym i katem wpisanym w okrag sfor-
muujemy w postaci nastepujacego twierdzania

Twierdzenie 0.1 Miara kgta $rodkowego jest dwa razy wieksza od miary
kgta wpisanego opartego na tym samym tuku | co kgt srodkowy.

A

Kqt wpisalny a_radianow.
Kgt srodkowy 2 radianow.

Dowod
Rozpatrzmy trzy przypadki

1. srodek okregu lezy na jednym z ramion kata wpisanego opartego na

¢

Kat wpisany a radianow.

Kat srodkowy 2a radianow.

Zauwazmy, ze trojkat rownoramienny AOC' o ramionach rownych promieniowi
okregu R ma przy podstawie AC' rowne katy a. Suma katow w trojkacie



rowna jest 180°. Zatem kat
LAOC = 180" — 2«

Natomiast kat srodkowy /BOA jako dopemhiajacy do kata ZAOC rowny
jest

LBOA =180° — LAOC = 180" — (180" — 2a) = 2a
Skad kat srodkowy rowny 2« jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego «
opartego na tym samym tuku [.

2. srodek okregu lezy wewnatrz kata wpisanego

C

A B
lg

Kqt wpismlzy LDCA.
Kqt srodkowy /DOA =2/DCA .

Zauwazamy na wyzej podanym rysunku, ze jedno ramie katow srodkowego
/DOA i wpisanego i /DC'A, lezy na srednicy okregu DC'. Oba te katy
oparte sa na wspolnym tuku /. Zatem, jak w przypadku 1, kat srodkowy
/DOA jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego /DC A, piszemy

LDOA =2/DCA

Podobnie jedno ramie katow srodkowego /BOD i wpisanego /BC D, lezy
na srednicy okregu DC. Oba te katy oparte sa na tuku [y. Zatem, jak
w przypadku 1, kat srodkowy ZBOD jest dwa razy wickszy od kata
wpisanego /BC'D, piszemy

(BOD =2/BCD

Zauwazmy rowniez, ze kat srodkowy /BOA rowny jest sumie katow
srodkowych

(BOA = ([(DOA+ (BOD
= 2/DCA+2/BCD

— 2(/DCA+ (BCD)=2/BCA
opartych na jednym wspolnym tuku [ = Iy + 1.

Skad wynika, ze kat srodkowy /BOA jest dwa razy wiekszy od kata
wpisanego /BC'A, piszemy rownosc

/BOA =2/BCA



3. srodek okregu O lezy na zewnatrz kata wpisanego /ACB

C

B

i1
D g A

Kqt wpisany LACD .
Kaqt srodkowy /AOD = 2/ACD.

Zauwazamy na wyzej podanym rysunku, ze jedno ramie katow srodkowego
LAOD i wpisanego i ZACD, lezy na srednicy okregu DC'. Oba te katy
oparte sa na wspolnym tuku /. Zatem, jak w przypadku 1, kat srodkowy
LAOD jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego /AC'D, piszemy

LAOD =2/ACD

Podobnie jedno ramie katow srodkowego /BOD i wpisanego /BC D, lezy
na srednicy okregu DC'. Oba te katy oparte sa na tuku [y + [;. Zatem,
jak w przypadku 1, kat srodkowy /BOD jest dwa razy wiekszy od kata
wpisanego /BC'D, piszemy

/BOD =2/BCD
Zauwazmy rowniez, ze kat srodkowy /BOA rowny jest roznicy katow

srodkowych BOD i AOD, piszemy

/BOA = (BOD — (AOD
— 2/BCD —2/ACD
— 2(LBCD — LACD) =2/BCA

opartych na jednym wspolnym tuku ;.
Skad wynika, ze kat srodkowy /BOA jest dwa razy wiekszy od kata
wpisanego /BC A, piszemy

/BOA =2/BCA

Z twierdzenia o kacie srodkowym i kacie wpisanym w okrag wynika nastepujacy
wniosek:

Whiosek 0.1 Kqty wpisane w okqg oparte na tym samym tuku | sqg rowne.

Istotnie, jezeli B jest katem wpisanym opartym na tuku [ o dowolnym
wierzchotku p na okregu to na podstawie twierdzenia o kacie srodkowym
i kacie wpisanym, kat 3 jest rowny potowie kata srodkowego rownego 2.
piszemy

8 =a.



P" ‘
“ <—Kat srodkowy 2a radianow.

Luk .

Kqt wpisany 0 = a radianow.

Zatem, kat srodkowy jest staly rowny 2«, natomiast wierzchotek p kata
wpisanego moze lezy¢ w dowolnym potozeniu na okregu.

0.0.3 Miara lukowa kata.

Miare hukowa kata srodkowego « okreslamy jako stosunek diugosci tuku [
opartego na kacie o do promienia R

W istocie, miara tukowa kata nie zalezy od dlugowci promienia R. Dlatego
mozemy przyjac R = 1.

Jednostdnostka miary hukowej kata jest 1 radian. 2

Definicja 0.1 Jeden 1 radian to kgt srodkowy oparty na tuku o dlugosci promienia
R.

Kat pelny ma 2 * 7 radianow, ktoremu w mierze katowej odpowiada 360°.
Zatem, jeden stopnien
2% m

10 = 360 = @mdz’anow

natomiast

180
1 radian = —stopna.
T

Przyklad 0.1 Oblicz miare tukowg kqta 30°.
Rozwiazanie. Korzytamy z proporcji, katowi 180° odpowiada miara tukowa
tego kgta 7 radianow. Zatema kgtowi 30° odpowiada miara tukowa x radianow.
Tq proporcje zapisujemy rownaniem

T x

180 30

2Nazwa radian pochodzi od stowa radius, to znaczy promien




Skad obliczamy miare tukowg kg 30°

30 %7

180

Kat pely, ktory w mierze katowej ma 360° oparty jest na tuku [ = 27 x R
rownym obwodowi okregu. Zatem miara tukowa kata pelego rowna jest

_27T>1<R_

7 2T

«

Podobnie kat polpely, ktory w mierze katowej ma 180° stopni oparty jest na
luku [ = 7 % R rownym potowie obwodu okregu. To znaczy, ze miara tukowa
kata polpelnego rowna jest

xR
R

=7 radianow

Kaqt polpelny a = m radianow.

«

Rowniez kat prosty, ktory w mierze katowej ma 90° stopni oparty jest na tuku

_27T>1<R_7T>1<R

! 4 2

rownym czwartej czesci obwodu okregu. To znaczy, ze miara tukowa kata
prostego rowna jest
_ 2rx R

T TUR

T .
= 5 radianow.

"
2

T
Kqt prosty a = 5 radianow.



0.0.4 Dtlugosc tuku .

Dtugosc tuku [ opartego na kacie srodkowym o« w okregu o promieniu R

l
R

Kgt srodkowy o radianow

obliczamy z nastepujaca proporcji:

dlugosc luku  kat srodkowy a oparty na lukul
obwodu okregu kata pelnego

l « .
R = 3600 dla o w stopniach

l o

—— = — dla o w radianach
2rR 2w

Skad dtugosc tuku

Tx R*x« i
l= g0 dla o w stopniach

lub

l=axR dla owradianach.

Przyklad 0.2 Oblicz dtugosé tuku | opartego na kgcie srodkowym o w okregu
o promieniu R = 3, jezeli

(@) a=45, (i) a= %.
Rozwiazanie. Diugosc tuku [ obliczamy z proporcji

) l _45_1
(?) orx3 360 8
l_2>x<7r>x<3_3>x<7r
8 4

dla o = 45°

l B 1
om*3 21 8
l:2>x<7r>x<3:3>x<7r

8 4

|1

dla o=

(i) .




0.0.5 Pole wycinka kolowego.

Pole wycinka kotowego P, opartego na kacie srodkowym a w okregu o promie-
niu R

Pu
R

Kgt srodkowy o radianow

obliczamy z nastepujaca proporcji:

pole wycinka kolowego  kat srodkowy o oparty na luku

pole okregu N kata pelnego
o _ @y topniach
—_— = a « w stopniac
TRZ 3600 b
P, ,
= % dla o w radianach
Skad pole wycinka kotowego
R2
P, = % dla o w stopniach
lub
2
P, = R 2* a dla o w radianach.

Przyklad 0.3 Oblicz pole wycinka kotowego P, opartego na kgcie srodkowym
a w okregu o promieniu R = 3, jezeli
T

(1) =45 (i) o=

Rozwiazanie. Pole wycinka kolowego P, obliczamy z proporcji

" P, 45 1
Y3360 8

T 32 9% 7

dla o = 45°

Pw: pr—
8 8
(11) 3?9 "8 dla o= 1
Pw_w*?)z :9*7'('
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0.0.6 Proste rownolegle. Katy wierzchotkowe, odpowiadajace, przy-
legle i naprzeciwlegle.

Konstrukcja prostych rownoleglych. Konstrukcja prostej rownoleglej do danej
prostej i przechodzacej przez dany punkt oparta jest na rysowaniu rownolegtoboku.
3

Opis konstrukeji: stwiamy nozke cyrkla w danym punkcje i zakreslamy okrag,
ktory przecina dana prosta w dwoch punktach. Laczymy pierwszy punkt
przeciecia z danym punktem linijka. Nastepnie stawiamy nozke cyrkla w
drugim punkcie i tym samym promieniem zakreslamy drugi okrag. Laczymy
punkt przeciecia okregow z danym punktem linika. Widzimy, ze w ten sposob
narysowalismy prosta rownolegta.

Na nizej danym rysunku mamy zaznaczone katy wierzchotkowe, katy odpowiadajace,
katy naprzemianlegle i katy przylegte:

1
34

5 6
7,8

Dwie linie proste rownolegle przeciete trzcia prosta

Katy parami rowne:
e katy wierzchotkowe
[1=1/4, £2=1/3, L5=18, [6=1/LT
e katy odpowiadajace
[1=1/5 [3=1/7, [2=16, [4=1/8
e katy naprzemianlegle wewnetrzne
/3=1/6, L4=/5,
e katy naprzemianlegle zewnetrzne
[1=1/8, L2=1/T,
e katy przylegte
L1922, (L3024, L1193, L21/4

[5i/6, LTil8, [5ilT, [6il8

3 Zasada rownolegloboku
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0.1 Zadania

Zadanie 0.1 Jeden z kqtow wierzchotkowych rowny jest 30°.
1,2
3 4

5/6
7,8

Fig. 4. Dwie proste rownolegte przeciete trzecig prostq

Oblicz wszystkie kqty

(a) wierchotkowe

(b) naprzemianlegle

(c¢) odpowiadajgce

(d) przylegte

Zaznacz wartosci wszystkich kgtow na rysunku

Zadanie 0.2 Wykaz, ze suma kgtow w dowolnym trojkacie rowna jest 180°
stopni, lub 7™ radianow korzystajgc z wlasnosci kgtow naprzemianleglych.

Konstrukcja prostych prostopadtych. Opis polozenia prostych na plaszczyznie
zacznijmy od konstrukeji prostej prostopadlej do danej prostej i przechodzacej
przez dany punkt.

Stawiamy nozke cyrkla w danym punktcje i zakreslamy tuki przecinajace dana
prosta. Nastepnie stawiamy nozke cyrkla w pierwszym punkcie przeciecia i za-
kreslamy okrag, podobnie stawiamy nozke cyrkla w drugim punkcie przeciecia
i zakreslamy drugi okrag. Laczymy punkty przeciecia okregow linijka. Widz-
imy, ze w ten spob narysowaliSmy prosta prostopadia do danej prostej i prze-
chodzaca przez dany punkt.

Zadanie 0.3 Narysuj prostq prostopadtq do prostej na rysunku i przechodzqcej
przez dany ponkt, wedtug powyzeszego opisu.

Zadanie 0.4 Narysuj prostqg rownoleglq do prostej na rysunku i przechodzgcej
przez dany ponkt
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Zadanie 0.5 Oblicz kgt wpisany w okrgg wiedzgce, zZe kgt srodkowy oparty na
tym samym tuku rowny jest 80°. Podaj odpowied? w radianach.

Zadanie 0.6 Oblicz kqt wpisany w okrgg o promieniu R = 2 oparty na tuku

m
l—g.

Zadanie 0.7 Oblicz miare tukwg kgtow
(i) 30, (i) 45°,  (iid) 60°
Zadanie 0.8 Oblicz miare tukwq kgtow
(1) 120°, (i) 150°

Zadanie 0.9 Oblicz dlugosc tuku | opartego na kgcie srodkowym o w okregu
o promieniu R =4, jezeli

(1) a=30° (i) a=060° (iii) o = 120°,

Zadanie 0.10 Oblicz dtugosé tuku I opartego na kgcie srodkowym o w okregu
o promieniu R =5, jezeli
2
() a= % (i5) o= g (i) o= %
Zadanie 0.11 Oblicz pole wycinka kotowego P, opartego na kgcie srodkowym
a w okregu o promieniu R =5, jezeli

(i) a=30°, (i) a=60° (4ii) o = 120°,

Zadanie 0.12 Oblicz pole wycinka kotowego P, opartego na kgcie srodkowym
a w okregu o promieniu R =5, jezeli

2
L () a=L

(1) a=—, (i) a= 3

w3
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