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Okrȩg i ko lo.

Miara ka̧towa i miara  lukowa ka̧tȯw.

0.0.1 Okra̧g i ko lo

Okrȩgiem o ṡrodku w punkcie p = (p1, p2) i promieniu R nazywamy zbiȯr
punktȯw

x = (x1, x2)

rȯwnoodleg lych o R od punktu p, piszemy

okrag : {x = (x1, x2) : ||p− x|| = R}, R =
√

(p1 − x1)2 + (p2 − x2)2.1

Zatem, mamy rȯwnie okrȩgu

(p1 − x1)
2 + (p2 − x2)

2 = R2. (1)

Punkt x = (x1, x2) leży na okrȩgu, jeżeli kwadrat jego odleg loṡci od ustalonego
punktu

p = (p1, p2)

jest sta ly rȯwny R2.

Na przyk lad, rȯwnanie okrȩgu

x2
1 + x2

2 = R2. (2)

To jest rȯwnanie okrȩgu w postaci kanonicznej o ṡrodku w pocza̧dku uk ladu
wspȯ lrzȩdnych, w punkcie p = (0, 0) i promieniu R

Obszar wewna̧trz okrȩgu nazywamy ko lem.

Na rysunku, zaznaczony jest ṡrodek okrȩgu punkt p = (0, 0), promieṅ okrȩgu
R, ṡrednica okrȩgu rȯwna 2R, ka̧t α pomiȩdzy ṡrednica̧ i promieniem R.

1Czytamy zbiȯr punktȯw x = (x1, x2) takich, że ||p − x|| = R
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Uzupa lnienie ka̧ta α do ka̧ta pe lnego rȯwne jest 3600 − α.

Obwȯd okrȩgu

obwod : Ob = 2 ∗ π ∗R,

pole ko la

pole : P = π ∗R2,

i liczba niewymierna

π ≈
314

100
= 3.14.

0.0.2 Ka̧ty. Miara ka̧towa i miara  lukowa ka̧ta

Miara̧ ka̧towa̧ sa̧ stopnie. Ka̧t pe lny rȯwny jest 3600 stopni. Jeden stopieṅ
piszemy

10 rȯwna siȩ
1

360
ka̧ta pe lnego.

Wyrȯżniamy nastȩpuja̧ce ka̧ty:

• ka̧t ostry 0 ≤ α < 900.

q -












�

0 ≤ α < 900

l

R

R

• ka̧t prosty α = 900.

q -

6

α = 900

l

R

R

• ka̧t rozwarty 900 < α ≤ 3600.

q -B
B

B
B

B
BBM

900 < α ≤ 3600

l

R

R
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• ka̧t ṡrodkowy o wierzcho lku w ṡrodku okrȩgu pomiȩdzy dwoma promieni-
amy oparty na  luku l.

R

R

l

&%
'$qJ

Jα = 120
0

Ka̧t ṡrodkowy α = 1200.

• Ka̧tem wpisanym nazywamy ka̧t, ktȯrego wierzcho lek leży na okrȩgu.
Na rysunku zaznaczony jest ka̧t α wpisany w okra̧g o wierzcho lku p na
okrȩgu pomiȩdzy dwoma ciȩciwami.

q
qqR R

p

&%
'$qJJ

J









α

Ka̧t wpisany α radianȯw.

• Zwia̧zek pomiȩdzy ka̧tem ṡrodkowym i ka̧tem wpisanym w okra̧g sfor-
muujemy w postaci nastȩpuja̧cego twierdzania

Twierdzenie 0.1 Miara ka̧ta ṡrodkowego jest dwa razy wiȩksza od miary
ka̧ta wpisanego opartego na tym samym  luku l co ka̧t ṡrodkowy.q

qq
l

&%
'$qHH��

J
J
J









α

2α

Ka̧t wpisany α radianȯw.
Ka̧t ṡrodkowy 2α radianȯw.

Dowȯd

Rozpatrzmy trzy przypadki

1. ṡrodek okrȩgu leży na jednym z ramion ka̧ta wpisanego opartego na
 luku l

q
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α

l

2α

α

Ka̧t wpisany α radianȯw.

Ka̧t ṡrodkowy 2α radianȯw.

Zauważmy, że trȯjka̧t rȯwnoramienny AOC o ramionach rȯwnych promieniowi
okrȩgu R ma przy podstawie AC rȯwne ka̧ty α. Suma ka̧tȯw w trȯjka̧cie
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rȯwna jest 1800. Zatem ka̧t

6 AOC = 1800 − 2α

Natomiast ka̧t ṡrodkowy 6 BOA jako dope lniaja̧cy do ka̧ta 6 AOC rȯwny
jest

6 BOA = 1800 − 6 AOC = 1800 − (1809 − 2α) = 2α

Ska̧d ka̧t ṡrodkowy rȯwny 2α jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta wpisanego α

opartego na tym samym  luku l.

2. ṡrodek okrȩgu leży wewna̧trz ka̧ta wpisanego

q
q qq �
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l0

l1

Ka̧t wpisany 6 DCA.
Ka̧t ṡrodkowy 6 DOA = 26 DCA .

Zauważamy na wyżej podanym rysunku, że jedno ramie ka̧tȯw ṡrodkowego
6 DOA i wpisanego i 6 DCA, leży na ṡrednicy okrȩgu DC . Oba te ka̧ty
oparte sa̧ na wspȯlnym  luku l0. Zatem, jak w przypadku 1, ka̧t ṡrodkowy
6 DOA jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta wpisanego 6 DCA, piszemy

6 DOA = 26 DCA

Podobnie jedno ramie ka̧tȯw ṡrodkowego 6 BOD i wpisanego 6 BCD, leży
na ṡrednicy okrȩgu DC. Oba te ka̧ty oparte sa̧ na  luku l1. Zatem, jak
w przypadku 1, ka̧t ṡrodkowy 6 BOD jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta
wpisanego 6 BCD, piszemy

6 BOD = 26 BCD

Zauważmy rȯwnież, że ka̧t ṡrodkowy 6 BOA rȯwny jest sumie ka̧tȯw
ṡrodkowych

6 BOA = 6 DOA + 6 BOD

= 26 DCA + 26 BCD

= 2(6 DCA + 6 BCD) = 26 BCA

opartych na jednym wspȯlnym  luku l = l0 + l1.

Ska̧d wynika, że ka̧t ṡrodkowy 6 BOA jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta
wpisanego 6 BCA, piszemy rȯwnoṡċ

6 BOA = 26 BCA
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3. ṡrodek okrȩgu O leży na zewna̧trz ka̧ta wpisanego 6 ACB
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l1

Ka̧t wpisany 6 ACD .
Ka̧t ṡrodkowy 6 AOD = 26 ACD.

Zauważamy na wyżej podanym rysunku, że jedno ramie ka̧tȯw ṡrodkowego
6 AOD i wpisanego i 6 ACD, leży na ṡrednicy okrȩgu DC . Oba te ka̧ty
oparte sa̧ na wspȯlnym  luku l0. Zatem, jak w przypadku 1, ka̧t ṡrodkowy
6 AOD jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta wpisanego 6 ACD, piszemy

6 AOD = 26 ACD

Podobnie jedno ramie ka̧tȯw ṡrodkowego 6 BOD i wpisanego 6 BCD, leży
na ṡrednicy okrȩgu DC. Oba te ka̧ty oparte sa̧ na  luku l0 + l1. Zatem,
jak w przypadku 1, ka̧t ṡrodkowy 6 BOD jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta
wpisanego 6 BCD, piszemy

6 BOD = 26 BCD

Zauważmy rȯwnież, że ka̧t ṡrodkowy 6 BOA rȯwny jest rȯżnicy ka̧tȯw
ṡrodkowych BOD i AOD, piszemy

6 BOA = 6 BOD − 6 AOD

= 26 BCD− 26 ACD

= 2(6 BCD− 6 ACD) = 26 BCA

opartych na jednym wspȯlnym  luku l1.

Ska̧d wynika, że ka̧t ṡrodkowy 6 BOA jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta
wpisanego 6 BCA, piszemy

6 BOA = 26 BCA

Z twierdzenia o ka̧cie ṡrodkowym i ka̧cie wpisanym w okra̧g wynika nastȩpuja̧cy
wniosek:

Wniosek 0.1 Ka̧ty wpisane w oka̧g oparte na tym samym  luku l sa̧ rȯwne.

Istotnie, jeżeli β jest ka̧tem wpisanym opartym na  luku l o dowolnym
wierzcho lku p na okrȩgu to na podstawie twierdzenia o ka̧cie ṡrodkowym
i ka̧cie wpisanym, ka̧t β jest rȯwny po lowie ka̧ta ṡrodkowego rȯwnego 2α.
piszemy

β = α.
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��
β = α

2α

Ka̧t wpisany β = α radianȯw.

←Ka̧t ṡrodkowy 2α radianȯw.

 Luk l.

Zatem, ka̧t ṡrodkowy jest sta ly rȯwny 2α, natomiast wierzcho lek p ka̧ta
wpisanego może leżyċ w dowolnym po lożeniu na okrȩgu.

0.0.3 Miara  lukowa ka̧ta.

Miarȩ  lukowa̧ ka̧ta ṡrodkowego α okreṡlamy jako stosunek d lugoṡci  luku l

opartego na ka̧cie α do promienia R

α =
l

R

q -













�

α = l
R

l

R

R

W istocie, miara  lukowa ka̧ta nie zależy od d lugoẇci promienia R. Dlatego
możemy przyja̧ċ R = 1.
Jednostdnostka̧ miary  lukowej ka̧ta jest 1 radian. 2

Definicja 0.1 Jeden 1 radian to ka̧t ṡrodkowy oparty na  luku o d lugoṡci promienia
R.

Ka̧t pe lny ma 2 ∗ π radianȯw, ktȯremu w mierze ka̧towej odpowiada 3600.
Zatem, jeden stopnieṅ

10 =
2 ∗ π

360
=

π

180
radianow

natomiast

1 radian =
180

π
stopni.

Przyk lad 0.1 Oblicz miarȩ  lukowa̧ ka̧ta 300.
Rozwia̧zanie. Korzytamy z proporcji, ka̧towi 1800 odpowiada miara  lukowa
tego ka̧ta π radianȯw. Zatema ka̧towi 300 odpowiada miara  lukowa x radianȯw.
Ta̧ proporcjȩ zapisujemy rȯwnaniem

π

180
=

x

30
2Nazwa radian pochodzi od s lowa radius, to znaczy promieṅ
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Ska̧d obliczamy miarȩ  lukowa̧ ka̧ 300

x =
30 ∗ π

180
=

π

6

q -













�

α = 1 radian

l = R

R

R

Ka̧t pe lny, ktȯry w mierze ka̧towej ma 3600 oparty jest na  luku l = 2π ∗ R

rȯwnym obwodowi okrȩgu. Zatem miara  lukowa ka̧ta pe lnego rȯwna jest

α =
2π ∗R

R
= 2π

Podobnie ka̧t pȯ lpe lny, ktȯry w mierze ka̧towej ma 1800 stopni oparty jest na
 luku l = π ∗ R rȯwnym po lowie obwodu okrȩgu. To znaczy, że miara  lukowa
ka̧ta pȯ lpe lnego rȯwna jest

α =
π ∗R

R
= π radianow

&%
'$qα = π

Ka̧t pȯ lpe lny α = π radianȯw.

Rȯwnież ka̧t prosty, ktȯry w mierze ka̧towej ma 900 stopni oparty jest na  luku

l =
2π ∗R

4
=

π ∗R

2

rȯwnym czwartej czȩṡci obwodu okrȩgu. To znaczy, że miara  lukowa ka̧ta
prostego rȯwna jest

α =
2π ∗R

4R
=

π

2
radianow.

&%
'$q α =

π

2

Ka̧t prosty α =
π

2
radianȯw.
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0.0.4 D lugoṡċ  luku .

D lugoṡċ  luku l opartego na ka̧cie ṡrodkowym α w okrȩgu o promieniu R

&%
'$qJ

J
R

l
α

Ka̧t ṡrodkowy α radianȯw

obliczamy z nastȩpuja̧ca̧ proporcji:

dlugosc luku

obwodu okregu
=

kat srodkowy α oparty na luku l

kata pelnego

l

2πR
=

α

3600
, dla α w stopniach

l

2πR
=

α

2π
dla α w radianach

Ska̧d d lugoṡċ  luku

l =
π ∗R ∗ α

180
dla α w stopniach

lub

l = α ∗R dla α w radianach.

Przyk lad 0.2 Oblicz d lugoṡċ  luku l opartego na ka̧cie ṡrodkowym α w okrȩgu
o promieniu R = 3, jeżeli

(i) α = 450, (ii) α =
π

4
.

Rozwia̧zanie. D lugoṡċ  luku l obliczamy z proporcji

(i)
l

2π ∗ 3
=

45

360
=

1

8
, dla α = 450

l =
2 ∗ π ∗ 3

8
=

3 ∗ π

4

(ii)
l

2π ∗ 3
=

π

4

2π
=

1

8
dla α =

π

4

l =
2 ∗ π ∗ 3

8
=

3 ∗ π

4
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0.0.5 Pole wycinka ko lowego.

Pole wycinka ko lowego Pw opartego na ka̧cie ṡrodkowym α w okrȩgu o promie-
niu R

&%
'$qJ

J
R

Pw
α

Ka̧t ṡrodkowy α radianȯw

obliczamy z nastȩpuja̧ca̧ proporcji:

pole wycinka kolowego

pole okregu
=

kat srodkowy α oparty na luku l

kata pelnego

Pw

πR2
=

α

3600
, dla α w stopniach

Pw

πR2
=

α

2π
dla α w radianach

Ska̧d pole wycinka ko lowego

Pw =
π ∗R2 ∗ α

360
dla α w stopniach

lub

Pw =
R2 ∗ α

2
dla α w radianach.

Przyk lad 0.3 Oblicz pole wycinka ko lowego Pw opartego na ka̧cie ṡrodkowym
α w okrȩgu o promieniu R = 3, jeżeli

(i) α = 450, (ii) α =
π

4
.

Rozwia̧zanie. Pole wycinka ko lowego Pw obliczamy z proporcji

(i)
Pw

π ∗ 32
=

45

360
=

1

8
, dla α = 450

Pw =
π ∗ 32

8
=

9 ∗ π

8

(ii)
Pw

π ∗ 32
=

π

4

2π
=

1

8
dla α =

π

4

Pw =
π ∗ 32

8
=

9 ∗ π

8
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0.0.6 Proste rȯwnoleg le. Ka̧ty wierzcho lkowe, odpowiadaja̧ce, przy-

leg le i naprzeciwleg le.

Konstrukcja prostych rȯwnoleg lych. Konstrukcja prostej rȯwnoleg lej do danej
prostej i przechodza̧cej przez dany punkt oparta jest na rysowaniu rȯwnoleg loboku.
3

Opis konstrukcji: stwiamy nȯżkȩ cyrkla w danym punkcje i zakreṡlamy okra̧g,
ktȯry przecina dana̧ prosta̧ w dwȯch punktach.  La̧czymy pierwszy punkt
przeciȩcia z danym punktem linijka̧. Nastȩpnie stawiamy nȯżkȩ cyrkla w
drugim punkcie i tym samym promieniem zakreṡlamy drugi okra̧g.  La̧czymy
punkt przeciȩcia okrȩgȯw z danym punktem linika̧. Widzimy, że w ten sposȯb
narysowaliṡmy prosta̧ rȯwnoleg la̧.
Na niżej danym rysunku mamy zaznaczone ka̧ty wierzcho lkowe, ka̧ty odpowiadaja̧ce,
ka̧ty naprzemianleg le i ka̧ty przyleg le:

1 2
3 4

5 6
7 8
�

�
�

�
�

�
�

�

Dwie linie proste rȯwnoleg le przeciȩte trzcia̧ prosta̧

Ka̧ty parami rȯwne:

• ka̧ty wierzcho lkowe

6 1 = 6 4, 6 2 = 6 3, 6 5 = 6 8, 6 6 = 6 7

• ka̧ty odpowiadaja̧ce

6 1 = 6 5, 6 3 = 6 7, 6 2 = 6 6, 6 4 = 6 8

• ka̧ty naprzemianleg le wewnȩtrzne

6 3 = 6 6, 6 4 = 6 5,

• ka̧ty naprzemianleg le zewnȩtrzne

6 1 = 6 8, 6 2 = 6 7,

• ka̧ty przyleg le

6 1 i 6 2, 6 3 i 6 4, 6 1 i 6 3, 6 2 i 6 4

6 5 i 6 6, 6 7 i 6 8, 6 5 i 6 7, 6 6 i 6 8

3Zasada rȯwnoleg loboku
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0.1 Zadania

Zadanie 0.1 Jeden z ka̧tȯw wierzcho lkowych rȯwny jest 300.

1 2
3 4

5 6
7 8
�

�
�

�
�

�
�

�

Fig. 4. Dwie proste rȯwnoleg le przeciȩte trzecia̧ prosta̧

Oblicz wszystkie ka̧ty
(a) wiercho lkowe
(b) naprzemianleg le
(c) odpowiadaja̧ce
(d) przyleg le
Zaznacz wartoṡci wszystkich ka̧tȯw na rysunku

Zadanie 0.2 Wykaż, że suma ka̧tȯw w dowolnym trȯjka̧cie rȯwna jest 1800

stopni, lub π radianȯw korzystaja̧c z w lasnoṡci ka̧tȯw naprzemianleg lych.

Konstrukcja prostych prostopad lych. Opis po lożenia prostych na p laszczyźnie
zacznijmy od konstrukcji prostej prostopad lej do danej prostej i przechodzacej
przez dany punkt.
Stawiamy nȯżkȩ cyrkla w danym punktcje i zakreṡlamy  luki przecinaja̧ce dana̧
prosta̧. Nastȩpnie stawiamy nȯżkȩ cyrkla w pierwszym punkcie przeciecia i za-
kreṡlamy okra̧g, podobnie stawiamy nȯżkȩ cyrkla w drugim punkcie przeciȩcia
i zakreṡlamy drugi okra̧g.  La̧czymy punkty przeciȩcia okrȩgȯw linijka̧. Widz-
imy, że w ten spȯb narysowaliṡmy prosta̧ prostopad la̧ do danej prostej i prze-
chodza̧ca̧ przez dany punkt.

Zadanie 0.3 Narysuj prosta̧ prostopad la̧ do prostej na rysunku i przechodza̧cej
przez dany ponkt, wed lug powyżeszego opisu.

q

Zadanie 0.4 Narysuj prosta̧ rȯwnoleg la̧ do prostej na rysunku i przechodza̧cej
przez dany ponkt

q
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Zadanie 0.5 Oblicz ka̧t wpisany w okra̧g wiedza̧c, że ka̧t ṡrodkowy oparty na
tym samym  luku rȯwny jest 800. Podaj odpowiedź w radianach.

Zadanie 0.6 Oblicz ka̧t wpisany w okra̧g o promieniu R = 2 oparty na  luku

l =
π

3
.

Zadanie 0.7 Oblicz miarȩ  lukwa̧ ka̧tȯw

(i) 300, (ii) 450, (iii) 600

Zadanie 0.8 Oblicz miarȩ  lukwa̧ ka̧tȯw

(i) 1200, (ii) 1500

Zadanie 0.9 Oblicz d lugoṡċ  luku l opartego na ka̧cie ṡrodkowym α w okrȩgu
o promieniu R = 4, jeżeli

(i) α = 300, (ii) α = 600, (iii) α = 1200.

Zadanie 0.10 Oblicz d lugoṡċ  luku l opartego na ka̧cie ṡrodkowym α w okrȩgu
o promieniu R = 5, jeżeli

(i) α =
π

6
, (ii) α =

π

3
, (iii) α =

2π

3
.

Zadanie 0.11 Oblicz pole wycinka ko lowego Pw opartego na ka̧cie ṡrodkowym
α w okrȩgu o promieniu R = 5, jeżeli

(i) α = 300, (ii) α = 600, (iii) α = 1200.

Zadanie 0.12 Oblicz pole wycinka ko lowego Pw opartego na ka̧cie ṡrodkowym
α w okrȩgu o promieniu R = 5, jeżeli

(i) α =
π

6
, (ii) α =

π

3
, (iii) α =

2π

3
.

Prof. dr Tadeusz STYŠ Warszawa, grudzieṅ 17, 2018 rok


