Uklady rownan liniowych.

0.1 Metoda eliminacji Gaussa

Uniwersalna metoda eliminacji Gaussa stosuje sie z powodzeniem'® do rozwiazywania
uktadow n rownan liniowych z n niewiadomymi w skonczonej ilosci oper-

acji arytmetycznych, jezeli operacje arytmetyczne wykonywane sa zmalymi
btedami zaokran. Ilos¢ operacji arytmetycznych potrzebna do znalezienia
rozwiazania n rownan z n niewiadomymi jest proporcjonalna do n®.

Na przyktad, jezeli rozwiazujemy 1000 rownan z 1000 niewiadomymi to ilos¢
operacji arytmrtycznych potrzebna do rozwiazania tego ukladu dla n = 1000

is rtowna okoto k * 1000% ~ 1000000, dla pewnej statej k.

Zacznijmy opis metody eleliminacji Gaussa od uktadu dwoch rownan z dwiema
niewiadomymi w postaci ogolnej

a11T1 + a12T2 = a13 (1)
2171 + Q22T2 = Q23

Uklad rownan (1) piszemy rowniez w postaci wektorowe;
AY =d,

w ktorej wektor-kolumna niewiadomychZ i wektor-kolumna prawych stron @
T2 a23

A— [ a1z iz Aais ]
(2x3)

oraz macilerz:

Q21 Q22 A23

Example 0.1 Rozwiqz uktad dwoch rownan lintowych z dwiema niewiadomymsi

X1 il’g
61’1 + 51’2 = 27.

Rozwiazanie.
Pierwszy krok eleminacji. W pierwszym kroku eleminacji eliminujemy niewiadoma
x1 7z drugiego rownania.

Dla uktadow stabilnych



Zeby wyeliminowa¢ niewiadoma x; z drugiego rownania, mnozymy pierwszwe
rownanie w ukladzie (2) przez wspotczynnik

a91 6
m21 = — = — = 3’
a1 2

i dejmujemy stronami od drugiego rownania.
Wten sposob otrzymamy zredukowany uktad dwoch rownan Gaussa eliminacj

3x1+ 22, = 12
(3)
T2 = 3,
Skad obliczamy
Ty = 3,
3r1+2x3=2, 3r1=12—-6 =6,

6
I1:§:2

Sprawdzenie metoda starozytnych przez podstawienie rozwiazania x; = 2 i
zy = 3 do uktadu rownan (2)?

3x24+2%x3 = 12

6x2+5x3 = 27

Example 0.2 Rozwiqz ukltad trzech rownan liniowch z trzema niewiadomyms
X1 1 i)
21’1 + 31’2 + 41’3 = 20

31’1 — 41’2 + 21’3 =1 (4)
621 + 4ao + 53 = 29

Rozwiazanie.

Pierwszy krok eleminacyi. W pierwszym kroku eleminacji eliminujemy niewiadoma
x1 z drugiego rownania i z rownania trzeciego uktadu (4).
Zeby wyeliminowa¢ niewiadoma x; z drugiego rownania, mnozymy pierwszwe
rownanie uktadu (4) przez wspotczynnik

a91 3 3

m21:—:—:—
a1 2 2’

2Metoda starozytnych polega na podstawieniu rozwiazania do orginalnego uktadu rownan, nie
zaleznie od sposobu rozwigzania.



i dejmujemy stronami od drugiego rownania. Wtedy otrzymamy uktad rownan

3
2y + 3w9 + 43 = 20| * 5

17
—31’2—41’3 = =29 (5)

621 + 4xo 4+ dxs = 29

Podobnie dejmujemy stronami od trzeciego rownania rownanie pierwsze pomnozone
przez wspotczynnik
asy 6
m31 = — = — = 3’
a1 2
Po elminacji niewiadomej z; z drugiego i z trzeciego rownania otrzymamy
pierwszy zredukowany uklad rownan liniowych

6
21’1+3l’2+41’3 = 20|>l< 523
17
—?l’g — 71’3 = 38 (6)
) To — 71’3 = =31

Drugi krok eleminacji. W drugim kroku eleminacji eliminujemy niewiadoma
Ty 7 traciego rownania uktadu (6) .

Zeby wyeliminowac niewiadoma 3 z trzeciego rownania uktadu (6) , mnozymy
drugie rownanie rownanie przez wspolczynnik

(1)

m aso -5 10
39 = ——~ = - = —,
ayy —5 17

i dejmujemy stronami od trzeciego rownania uktadu (6).
W ten sposob otrzymamy zredukowany system trzech rownan Gaussa elimi-
nacji

6
21’1+3l’2+41’3 = 20|>l< 523

17 10
———XT2 —71’3 = —29| * 1—7

2
49 147
w7 T Ty



Skad obliczamy

147
495 = 147 = =3
X3 P x3 49
17
—?I2—7*3:—38, —1709 = —38%x24+7%x3%x2=—-76+442 = —34,

—34
:—:2
B T
2

201 +3%24+4%x3=20, 20, =20—6—12=2,, :B1:§:1.

Sprawdzenie metoda starozytnych przez podstawienie rozwiazania x; = 1, x9 =
2 i z3 = 3 do uktadu rownan (4)3

2«1 4+3%x24+4+«3 = 20
31 —4%x2+2%x3 = 1
6x14+4%x2+5H%x3 = 29

Example 0.3 Rozwiqz uktad czterech rownan liniowych z czterema niewiadomymi
X1, T2, T3 [ Tq

21’1+l’2+41’3—3l’4 = 4 |m21:2|m31:3|m41:4

41’1 — 31’2 + Tr3 — 21’4 = -7 (7)
61’1 + 41’2 — 31’3 — Xy = 1

81’1 + 21’2 + Tr3 — 21’4 = 7

Pierwszy krok eliminacji. W pierwszym kroku eliminacji Gaussa eliminujemy
niewiadoma x; z drugiego, trzeciego i z czwartego rownania uktadu (7).
Zeby wyeliminowa¢ niewiadoma x; z drugiego rownania uktadu (7), mnozymy
pierwszwe rownanie przez wspolczynnik

a91 4

m21 = — = — = 2

a1 2
i dejmujemy stronami od drugiego rownania.
W ten sposob otrzymamy drugie zredukowane rownanie

—51’2 — 71’3 + 41’4 = —15.

Zeby wyeliminowa¢ niewiadoma x; z trzeciego rownania, mnozymy pierwszwe
rownanie przez wspotczynnik
asy 6

a1 2

3Metoda starozytnych polega na podstawieniu rozwiazania do orginalnego uktadu rownan, nie
zaleznie od sposobu rozwiazania.



i odejmujemy tronami rownania.
W ten sposob otzymamy trzecie zredukowane rownanie

To — 151’3 + 81’4 = —11.

Zeby wyeliminowac niewiadoma x; z czwartego rownania, mnozymy pierwszwe
rownanie przez wspotczynnik

aq1 8
my = — = =< =4
a1 2

i odejmujemy stronamy rownania.
W ten sposob otrzymamy czwarte zredukowane rownanie

—2x9 — 1523 + 1024 = —9.

Po wykonaniu pierwszego kroku eleiminacji niewiadomej x; otrzymamy
Pierwszy zredukowany uktad rownan liniowych

21’1 +I9 —|—4ZL’3 —31’4 = 4

—dTg _7I3 +4zy, = —15 | ms3o = —% Myo = % (8)
To —1dx3 +8ry = -—11
—2r9 —1bz3 +10z, = -9

Drugi krok eliminacji. W drugim kroku eliminacji Gaussa eliminujemy niewiadoma
T9 7 rOwnania trzeciego i z rownania czwartego uktadu (8).
Zeby wyeliminowa¢ niewiadoma x, z trzeciego rownania, mnozymy drugie
rownanie w zredukowanym uktadzie rownan (8) przez wspotczynnik
1
agz) 1
)~ _
A2 5
i odejmujemy od rownania trzeciego.
W ten sposob otrzymamy zredukowane rownanie trzecie
82 44
——I3+ —x4 = —14.
5 5
Zeby wyeliminowac¢ niewiadoma zo z czwartego rownania, mnozymy drugie
rownanie w zredukowanym uktadzie rownan (8) przez wspotczynnik

- afllg) 2
2= —m ==
agz) =5

i odejmujemy od rownania czwartego.
W ten sposob otrzymamy zredukowane rownanie czwarte
61 42

— @t == =3,



Po wykonaniu drugie kroku eliminacji otrzymamy nastepujacy zredukowany
uktad rownan liniowych

21’1 + X9 + 41’3 — 31’4 = 4
- 51’2 — 71’3 + 41’4 = —15
82 44 61
- = Zri= —14 -
=3 + =2 | Mg D) (9)
6L 2
5 5T

Trzeci krok eleminacji. W trzecim kroku eleminacji eliminujemy niewiadoma
T3 7 czwartego rownania.

Zeby wyeliminowa¢ niewiadoma x3 z czwartego rownania, mnozymy trzecie
rownanie przez wspotczynnik

—— afé) _ 61
43— T (2) T Qo
aly) 82

i dejmujemy stronami od czwartego rownania.
W ten sposob otrzymamy zredukowane czwarte rownanie

76 304
—Xy = —.
TN RE]

W rezultacie eliminacji kolejnych niewiadomych xy, x5 i x3 dojszlismy do

trzeciego zredukowanego uktadu rownan liniowych.

Trzeci uktad zredukowany

21’1 + X9 + 41’3 — 31’4 = 4
- 51’2 — 71’3 + 41’4 = —15
82 44 10)
_ o S = —14 (
51’3 + 51’4
w6, 3m
a4t T 4

Zauwazmy, ze trzeci zredukowany uklad rownan liniowych ma postac trojkatna
gorna i jego rozwiazanie tatwo znajdujemy przez podstawienie zaczynajac od
konca.

Istotnie, z czwartego rownania znajdujemy

z trzeciego rownania znajdujemy

) 44
=2 (14— —4) =



z drugiego rownania znajdujemy
1
Ty = _3(_15+7*3_4*4) =2,

i z pierwszego rownania zndajdujemy
1
T = 5(4—1*2—4*3—{—3*4) =1

W systemie Mathematica program

n=4;

a={{2,1,4,_3,4},{4,_3,1;_2,_7}:{6:4:_3:_1:1},{8:2:1:_2’7}};
fila_,i_]:=ReplacePart[a,al[[i]]- allsll*alli,s]]/alls,s]],il;
iter[a_,s_]:=Fold[fi,a,Range[s+1,n]];

Dola=iter[a,s],{s,1,n}];
MatrixForm[a]
oblicza macierz trojkatna gorna

2 1 4 -3 4
0O -5 =7 4 —-15

0 0 B2 o4 —14
5 5

76 304

0 0 0 1 4l

Rownie:z w w systemie Mathematicarozwiazanie z = {1, 2, 3,4} uktadu rownan
(7) znajdziemy wykonujac nastepujacy program
x=Table[0,{i,1,n}]; x[[n]]l=alln,n+1]1]/al[n,n]];
Do[x[[n-il]l=(al[n-i,n+1]]-
Suml[al[n-i,j1]1*x[[j1],{j,n-i+1,n}])/alln-i,n-i]1]1,{i,1,n-1}];

Teraz, podajmy metode eliminacji Gaussa w zastosowaniu do uktadu n rownan
z n niewiadomymi.

0.2 Metoda eliminacjii Gaussa w ogolnej formie

Dowolny uktad rownan liniowych piszemy w nastepujacej ogolnej formie

a1121 + a12T2 + @133 + - -+ + A1pTy = A1n+1
A21%1 + A22T2 + @233 + - -+ + A2pTy = A2p41
3171 + a32%2 + A33T3 + - - - + A3 Ty, = A3n41 (11)

Ap1T1 + Ap2X2 + Ap3T3 + - -+ + AppTy = Ann+1



lub w formie wektorowej
AZ =d,

gdzie wektor niewiadomych 7 i wektor danych prawych stron a:

1 Q1n+1

X2 A2n+1

r= |3 |, a= | @3n+1

Tn Apn+1

oraz macierz:

[ a1 Q12 A3 - Ain-1 QAin
Q21 Q22 A23 -°* A2p—1 A2n
A= a3 as as -+ ap—1 asp
Gp1 Anp2 0p3 - QAppn—1 Qnn

Zaktadamy, ze macierz A jest nieosobliwa, to znaczy jej wyroznik A # 0
jest rozny od zera. Wtedy uklad rownan liniowych (11) ma doktadnie jedno
rozwigzanie.

Teraz podamy ogolny schemat rozwiazania ukladu rownan liniowych (11)
Pierwszy krok eliminacji. W pierwszym kroku eliminacji eliminujemy niewiadoma
7y z drugiego, trzeciego, i z .. .,n-th rownania, jezeli ai; # 0.

Zeby wyeliminowac¢ niewiadoma x; z drugiego rownania,trzecie itd..., az do
rownania n-tego mnozymy pierwsze rownanie w uktadzie (11) przez wspotczynnik

i odejmujemy stronami pierwsze rownanie od drugiego, trzeciego i od i-tego
rownania dla i = 2,3,...,n.

W ten sposob dojdziemy do pierwszego zredukowanego ukladu r ownan
Pierwszy zredukowany uktad rownan

(0) (0) (0)

ai; 1+ ajre tajz3rs+---+ a(o) (0)

InTn = Qinyq

aw + algles + -+ ahle, = a)s

aglz)il?z + aé?:vg +-o 4+ aéi):rn = a&)ﬂ (12)

ai}z)xg + a%):vg +ot aﬁ},?:vn = aﬁfﬂ

gdzie

V= ap, i=1,2,....n, k=12....n+]1,



al(-,? = aﬁ,ﬂ) —milag(;f), 1=2,3,...,n; k=23,...,n+1.
Drugi zredukowany uktad rownan
Drugi krok eliminacji. W drugim kroku eliminacji eliminujemy niewiadoma s
z trzeciego, i z ...,n-th rownania, jezeli aglz) # 0.
Zeby wyeliminowac niewiadoma x; z trzeciego, czwrtego rownania, itd..., az
do rownania n-tego mnozymy drugie w ukladzie (12) przez wspotczynnik

i odejmujemy stronami drugie rownanie od trzeciego i od i-tego rownania dla
1=2,3,...,n.
W ten sposob dojdziemy do drugiego zredukowanego uktadu rownan liniowych

Drugi zredukowany uktad rownan

(0) (0)

551 zl‘l’ aq9 l’g—l— ag%)l’g + .. 4 a(o) (0)

InTn = Ainy1

(1) (1)

a22 1:2"’ a23 T3 _I_ ttt _I_ a(l) (1)

onTn = Qopiq

agé)ff?) +oe aéi):vn = agi)ﬂ
(13)
az(é)ffs +oet afli)ffn = Clzﬁ)ﬂ
a%)f”?) +-+ agzzfszn = afgﬂ
gdzie
al(-,z) = al(-,? —migag?, 1=3,4,...,n, k=3,4,...,n+1.
Kontynuujemy eleminacje kolejnych niewiadomych z3, x4 . . ., x,,—1, jezeli wspotezynniki

that afy # 0, afy #0, afy #0, a2 | #0.
W ostatnim kroku eliminacji dojdziemy do ostatniego uktadu rownan liniowych
Ostatni zredukowany uktad eliminacji Gaussa

(0) (0) (0) (0) (0)

ajp L1+ Q19 Tt ajgx3+ T F A, Tp = Gipg
ot ayrat - abhw, = ab,
ag?fl73+ e ‘|’a§i)55n = agi)ﬂ (14)
alnVa, = ag;;rlf
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gdzie
(s—1)

(s) _  (s—1) (s—1) _ Qs
Qg = Qi " = Mgl "5 Mis = —( 77y

Ass
s=12....n—1, i=s+1,s+2,....n, k=s+1,s+2,....n+ 1.

Zauwazmy, ze ostatni zredukowany uktad rownan liniowych (??) ma postac
trojkatna gorna i jego rozwiazanie latwo znajdujemy przez podstawienie za-
czynajac od konca.

(n—1)

T, = ann—l—l
aln
: . (15)
i—1 i—1
Ti = (i—1) [az('n—l—l) - Z al('j )$j]>
Qj; j=i+1

dlat=n—-1,n—-2...,1.
W systemie Mathematica rozwiazanie uktadu rownan liniowych dostaniemy
wykonujac jedna instrukcje

LinearSolve[A,b]
gdzie dana macierz
a1z a2 a3 -+ Qip—1 Qin
Q21 Q22 Q23 --+ Q2p—1 QA2n
A= | a3 as as -+ Azp_1 A3p
Ap1 Ap2 Qp3 - Qpp—1 Qnpp (an)
i dana kolumna prawych stron
A1n+1
A2n+1
b= a3n+1
Ann+1

Na przyklad, przy aktynym systemie Mathematica, wprowadzamy macierz A
wymiarow 4 x 4 jako liste w nawiasach klamrowych jak nizej

n=4;
A={{2a134:_3:4}:{4:_3:1:_2;_7}:
{6:4’_33_1:1}:{8:2’1:_2:7}};

oraz wektor prawych stron

b={4:_731:7}
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Nastepnie wykonujemy Mathematica instrukcje
LinearSolve[A,b]
W rezultacie otrzymamy rozwiazanie w formie listy

{1,2,3,4}

Zadanie 0.1 Rozwiqz uklad czterech rownan liniowych z czterema niewiadomymi
T, T2, T3 1 Xy
21’1 + 31’2 + 31’3 + 51’4 = 35
61’1 — 51’2 + 41’3 — 21’4 = 22
81’1 — 71’2 + 51’3 — 41’4 = 26
91’1 — 31’2 — 21’3 — 41’4 = M4

(16)

SprawdZz rozwigzanie metodq starozytnych.

Prof. dr Tadeusz STYS Warszawa, listopad 3, 2018



