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Uk lady rȯwnaṅ liniowych.

0.1 Metoda eliminacji Gaussa

Uniwersalna metoda eliminacji Gaussa stosuje siȩ z powodzeniem1 do rozwia̧zywania
uk ladȯw n rȯwnaṅ liniowych z n niewiadomymi w skoṅczonej iloṡci oper-
acji arytmetycznych, jeżeli operacje arytmetyczne wykonywane sa̧ zma lymi
b lȩdami zaokra̧ṅ. Iloṡċ operacji arytmetycznych potrzebna do znalezienia
rozwia̧zania n rȯwnaṅ z n niewiadomymi jest proporcjonalna do n3.

Na przyk lad, jeżeli rozwia̧zujemy 1000 rȯwnaṅ z 1000 niewiadomymi to iloṡċ
operacji arytmrtycznych potrzebna do rozwia̧zania tego uk ladu dla n = 1000
is rȯwna oko lo k ∗ 10003 ≈ 1000000, dla pewnej sta lej k.

Zacznijmy opis metody eleliminacji Gaussa od uk ladu dwȯch rȯwnaṅ z dwiema
niewiadomymi w postaci ogȯlnej

a11x1 + a12x2 = a13

a21x1 + a22x2 = a23
(1)

Uk lad rȯwnaṅ (1) piszemy rȯwnież w postaci wektorowej

A~x = ~a,

w ktȯrej wektor-kolumna niewiadomych~x i wektor-kolumna prawych stron ~a

~x =

[

x1

x2

]

, ~a =

[

a13

a23

]

oraz macierz:

A =

[

a11 a12 a13

a21 a22 a23

]

(2×3)

Example 0.1 Rozwia̧ż uk lad dwȯch rȯwnaṅ liniowych z dwiema niewiadomymi

x1 i x2

3x1 + 2x2 = 12 | ∗ 3
6x1 + 5x2 = 27.

(2)

Rozwia̧zanie.

Pierwszy krok eleminacji. W pierwszym kroku eleminacji eliminujemy niewiadoma̧
x1 z drugiego rȯwnania.

1Dla uk ladȯw stabilnych
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Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x1 z drugiego rȯwnania, mnożymy pierwszwe
rȯwnanie w uk ladzie (2) przez wspȯ lczynnik

m21 =
a21

a11
=

6

2
= 3,

i dejmujemy stronami od drugiego rȯwnania.
Wten sposȯb otrzymamy zredukowany uk lad dwȯch rȯwnaṅ Gaussa eliminacj

3x1 + 2x2 = 12

x2 = 3,
(3)

Ska̧d obliczamy

x2 = 3,

3x1 + 2 ∗ 3 = 2, 3x1 = 12 − 6 = 6,

x1 =
6

3
= 2.

Sprawdzenie metoda̧ starożytnych przez podstawienie rozwia̧zania x1 = 2 i
x2 = 3 do uk ladu rȯwnaṅ (2)2

3 ∗ 2 + 2 ∗ 3 = 12

6 ∗ 2 + 5 ∗ 3 = 27

Example 0.2 Rozwia̧ż uk lad trzech rȯwnaṅ liniowch z trzema niewiadomymi

x1 i x2

2x1 + 3x2 + 4x3 = 20

3x1 − 4x2 + 2x3 = 1

6x1 + 4x2 + 5x3 = 29

(4)

Rozwia̧zanie.

Pierwszy krok eleminacji. W pierwszym kroku eleminacji eliminujemy niewiadoma̧
x1 z drugiego rȯwnania i z rȯwnania trzeciego uk ladu (4).
Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x1 z drugiego rȯwnania, mnożymy pierwszwe
rȯwnanie uk ladu (4) przez wspȯ lczynnik

m21 =
a21

a11
=

3

2
=

3

2
,

2Metoda starożytnych polega na podstawieniu rozwia̧zania do orginalnego uk ladu rȯwnaṅ, nie

zależnie od sposobu rozwia̧zania.
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i dejmujemy stronami od drugiego rȯwnania. Wtedy otrzymamy uk lad rȯwnaṅ

2x1 + 3x2 + 4x3 = 20| ∗
3

2

−
17

2
x2 − 4x3 = −29

6x1 + 4x2 + 5x3 = 29

(5)

Podobnie dejmujemy stronami od trzeciego rȯwnania rȯwnanie pierwsze pomnożone
przez wspȯ lczynnik

m31 =
a31

a11
=

6

2
= 3,

Po elminacji niewiadomej x1 z drugiego i z trzeciego rȯwnania otrzymamy
pierwszy zredukowany uk lad rȯwnaṅ liniowych

2x1 + 3x2 + 4x3 = 20| ∗
6

2
= 3

−
17

2
x2 − 7x3 = −38

−5 x2 − 7x3 = −31

(6)

Drugi krok eleminacji. W drugim kroku eleminacji eliminujemy niewiadoma̧
x2 z traciego rȯwnania uk ladu (6) .
Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x3 z trzeciego rȯwnania uk ladu (6) , mnożymy
drugie rȯwnanie rȯwnanie przez wspȯ lczynnik

m32 =
a

(1)
32

a
(1)
22

=
−5

−17
2

=
10

17
,

i dejmujemy stronami od trzeciego rȯwnania uk ladu (6).
W ten sposȯb otrzymamy zredukowany system trzech rȯwnaṅ Gaussa elimi-
nacji

2x1 + 3x2 + 4x3 = 20| ∗
6

2
= 3

−
17

2
x2 − 7x3 = −29| ∗

10

17

−
49

17
x3 = −

147

17
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Ska̧d obliczamy

49x3 = 147, x3 =
147

49
= 3

−
17

2
x2 − 7 ∗ 3 = −38, −17x2 = −38 ∗ 2 + 7 ∗ 3 ∗ 2 = −76 + 42 = −34,

x2 =
−34

−17
= 2,

2x1 + 3 ∗ 2 + 4 ∗ 3 = 20, 2x1 = 20 − 6 − 12 = 2,, x1 =
2

2
= 1.

Sprawdzenie metoda̧ starożytnych przez podstawienie rozwia̧zania x1 = 1, x2 =
2 i x3 = 3 do uk ladu rȯwnaṅ (4)3

2 ∗ 1 + 3 ∗ 2 + 4 ∗ 3 = 20

3 ∗ 1 − 4 ∗ 2 + 2 ∗ 3 = 1

6 ∗ 1 + 4 ∗ 2 + 5 ∗ 3 = 29

Example 0.3 Rozwia̧ż uk lad czterech rȯwnaṅ liniowych z czterema niewiadomymi

x1, x2, x3 i x4

2x1 + x2 + 4x3 − 3x4 = 4 | m21 = 2 | m31 = 3 | m41 = 4
4x1 − 3x2 + x3 − 2x4 = −7
6x1 + 4x2 − 3x3 − x4 = 1
8x1 + 2x2 + x3 − 2x4 = 7

(7)

Pierwszy krok eliminacji. W pierwszym kroku eliminacji Gaussa eliminujemy
niewiadoma̧ x1 z drugiego, trzeciego i z czwartego rȯwnania uk ladu (7).
Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x1 z drugiego rȯwnania uk ladu (7), mnożymy
pierwszwe rȯwnanie przez wspȯ lczynnik

m21 =
a21

a11
=

4

2
= 2

i dejmujemy stronami od drugiego rȯwnania.
W ten sposȯb otrzymamy drugie zredukowane rȯwnanie

−5x2 − 7x3 + 4x4 = −15.

Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x1 z trzeciego rȯwnania, mnożymy pierwszwe
rȯwnanie przez wspȯ lczynnik

m31 =
a31

a11
=

6

2
= 3

3Metoda starożytnych polega na podstawieniu rozwia̧zania do orginalnego uk ladu rȯwnaṅ, nie

zależnie od sposobu rozwia̧zania.
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i odejmujemy tronami rȯwnania.
W ten sposȯb otzymamy trzecie zredukowane rȯwnanie

x2 − 15x3 + 8x4 = −11.

Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x1 z czwartego rȯwnania, mnożymy pierwszwe
rȯwnanie przez wspȯ lczynnik

m41 =
a41

a11
=

8

2
= 4

i odejmujemy stronamy rȯwnania.
W ten sposȯb otrzymamy czwarte zredukowane rȯwnanie

−2x2 − 15x3 + 10x4 = −9.

Po wykonaniu pierwszego kroku eleiminacji niewiadomej x1 otrzymamy
Pierwszy zredukowany uk lad rȯwnaṅ liniowych

2x1 +x2 +4x3 −3x4 = 4
−5x2 −7x3 +4x4 = −15 | m32 = −1

5
| m42 = 2

5
x2 −15x3 +8x4 = −11

−2x2 −15x3 +10x4 = −9

(8)

Drugi krok eliminacji. W drugim kroku eliminacji Gaussa eliminujemy niewiadoma̧
x2 z rȯwnania trzeciego i z rȯwnania czwartego uk ladu (8).
Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x2 z trzeciego rȯwnania, mnożymy drugie
rȯwnanie w zredukowanym uk ladzie rȯwnaṅ (8) przez wspȯ lczynnik

m32 =
a

(1)
32

a
(1)
22

=
1

−5

i odejmujemy od rȯwnania trzeciego.
W ten sposȯb otrzymamy zredukowane rȯwnanie trzecie

−
82

5
x3 +

44

5
x4 = −14.

Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x2 z czwartego rȯwnania, mnożymy drugie
rȯwnanie w zredukowanym uk ladzie rȯwnaṅ (8) przez wspȯ lczynnik

m42 =
a

(1)
42

a
(1)
22

=
−2

−5

i odejmujemy od rȯwnania czwartego.
W ten sposȯb otrzymamy zredukowane rȯwnanie czwarte

−
61

5
x3 +

42

5
x4 = −3.
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Po wykonaniu drugie kroku eliminacji otrzymamy nastȩpuja̧cy zredukowany
uk lad rȯwnaṅ liniowych

2x1 + x2 + 4x3 − 3x4 = 4
− 5x2 − 7x3 + 4x4 = −15

−
82

5
x3 +

44

5
x4 = −14 | m43 =

61

82

−
61

5
x3 +

42

5
x4 = −3

(9)

Trzeci krok eleminacji. W trzecim kroku eleminacji eliminujemy niewiadoma̧
x3 z czwartego rȯwnania.
Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x3 z czwartego rȯwnania, mnożymy trzecie
rȯwnanie przez wspȯ lczynnik

m43 =
a

(2)
43

a
(2)
33

=
61

82

i dejmujemy stronami od czwartego rȯwnania.
W ten sposȯb otrzymamy zredukowane czwarte rȯwnanie

76

41
x4 =

304

41
.

W rezultacie eliminacji kolejnych niewiadomych x1, x2 i x3 dojszliṡmy do
trzeciego zredukowanego uk ladu rȯwnaṅ liniowych.
Trzeci uk lad zredukowany

2x1 + x2 + 4x3 − 3x4 = 4
− 5x2 − 7x3 + 4x4 = −15

−
82

5
x3 +

44

5
x4 = −14

76

41
x4 =

304

41

(10)

Zauważmy, że trzeci zredukowany uk lad rȯwnaṅ liniowych ma postaċ trȯjka̧tna̧
gȯrna̧ i jego rozwia̧zanie  latwo znajdujemy przez podstawienie zaczynaja̧c od
koṅca.
Istotnie, z czwartego rȯwnania znajdujemy

x4 =
304
41
76
41

= 4,

z trzeciego rȯwnania znajdujemy

x3 = −
5

82
(−14 −

44

5
4) = 3,
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z drugiego rȯwnania znajdujemy

x2 = −
1

5
(−15 + 7 ∗ 3 − 4 ∗ 4) = 2,

i z pierwszego rȯwnania zndajdujemy

x1 =
1

2
(4 − 1 ∗ 2 − 4 ∗ 3 + 3 ∗ 4) = 1.

W systemie Mathematica program

n=4;

a={{2,1,4,-3,4},{4,-3,1,-2,-7},{6,4,-3,-1,1},{8,2,1,-2,7}};

fi[a_,i_]:=ReplacePart[a,a[[i]]- a[[s]]*a[[i,s]]/a[[s,s]],i];

iter[a_,s_]:=Fold[fi,a,Range[s+1,n]];

Do[a=iter[a,s],{s,1,n}];

MatrixForm[a]

oblicza macierz trȯjka̧tna̧ gȯrna̧

2 1 4 −3 4
0 −5 −7 4 −15

0 0 −
82

5

44

5
−14

0 0 0
76

41

304

41

Rȯwnie.̇z w w systemie Mathematica rozwia̧zanie x = {1, 2, 3, 4} uk ladu rȯwnaṅ
(7) znajdziemy wykonuja̧c nastȩpuja̧cy program

x=Table[0,{i,1,n}]; x[[n]]=a[[n,n+1]]/a[[n,n]];

Do[x[[n-i]]=(a[[n-i,n+1]]-

Sum[a[[n-i,j]]*x[[j]],{j,n-i+1,n}])/a[[n-i,n-i]],{i,1,n-1}];

Teraz, podajmy metodȩ eliminacji Gaussa w zastosowaniu do uk ladu n rȯwnaṅ
z n niewiadomymi.

0.2 Metoda eliminacjii Gaussa w ogȯlnej formie

Dowolny uk lad rȯwnaṅ liniowych piszemy w nastȩpuja̧cej ogȯlnej formie

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1nxn = a1n+1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · · + a2nxn = a2n+1

a31x1 + a32x2 + a33x3 + · · · + a3nxn = a3n+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + an3x3 + · · · + annxn = ann+1

(11)
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lub w formie wektorowej
A~x = ~a,

gdzie wektor niewiadomych ~x i wektor danych prawych stron ~a:

~x =

















x1

x2

x3
...
xn

















, a =

















a1n+1

a2n+1

a3n+1
...
ann+1

















oraz macierz:

A =















a11 a12 a13 · · · a1n−1 a1n

a21 a22 a23 · · · a2n−1 a2n

a31 a32 a33 · · · a3n−1 a3n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 an3 · · · ann−1 ann















Zak ladamy, że macierz A jest nieosobliwa, to znaczy jej wyrȯżnik ∆ 6= 0
jest rȯżny od zera. Wtedy uk lad rȯwnaṅ liniowych (11) ma dok ladnie jedno
rozwia̧zanie.

Teraz podamy ogȯlny schemat rozwia̧zania uk ladu rȯwnaṅ liniowych (11)
Pierwszy krok eliminacji. W pierwszym kroku eliminacji eliminujemy niewiadoma̧
x1 z drugiego, trzeciego, i z . . .,n-th rȯwnania, jeżeli a11 6= 0.
Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x1 z drugiego rȯwnania,trzecie itd..., aż do
rȯwnania n-tego mnożymy pierwsze rȯwnanie w uk ladzie (11) przez wspȯ lczynnik

mi1 =
ai1

a11
, i = 2, 3, . . . , n

i odejmujemy stronami pierwsze rȯwnanie od drugiego, trzeciego i od i-tego
rȯwnania dla i = 2, 3, . . . , n.
W ten sposȯb dojdziemy do pierwszego zredukowanego uk ladu r ownaṅ
Pierwszy zredukowany uk lad rȯwnaṅ

a
(0)
11 x1+ a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 + · · · + a

(0)
1nxn = a

(0)
1n+1

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · · + a

(1)
2nxn = a

(1)
2n+1

a
(1)
32 x2 + a

(1)
33 x3 + · · · + a

(1)
3nxn = a

(1)
3n+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a
(1)
n2 x2 + a

(1)
n3 x3 + · · · + a(1)

nnxn = a
(1)
nn+1

(12)

gdzie

a
(0)
ik = aik, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , n + 1,
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a
(1)
ik = a

(0)
ik − mi1a

(0)
1k , i = 2, 3, . . . , n; k = 2, 3, . . . , n + 1.

Drugi zredukowany uk lad rȯwnaṅ

Drugi krok eliminacji. W drugim kroku eliminacji eliminujemy niewiadoma̧ x2

z trzeciego, i z . . .,n-th rȯwnania, jeżeli a
(1)
22 6= 0.

Żeby wyeliminowaċ niewiadoma̧ x1 z trzeciego, czwrtego rȯwnania, itd..., aż
do rȯwnania n-tego mnożymy drugie w uk ladzie (12) przez wspȯ lczynnik

mi2 =
a

(1)
i2

a
(1)
22

, i = 3, 4, . . . , n

i odejmujemy stronami drugie rȯwnanie od trzeciego i od i-tego rȯwnania dla
i = 2, 3, . . . , n.
W ten sposȯb dojdziemy do drugiego zredukowanego uk ladu rȯwnaṅ liniowych

Drugi zredukowany uk lad rȯwnaṅ

a
(0)
11 x1+ a

(0)
12 x2+ a

(0)
13 x3 + · · · + a

(0)
1n xn = a

(0)
1n+1

a
(1)
22 x2+ a

(1)
23 x3 + · · · + a

(1)
2n xn = a

(1)
2n+1

a
(2)
33 x3 + · · · + a

(2)
3n xn = a

(2)
3n+1

a
(2)
43 x3 + · · · + a

(2)
4n xn = a

(2)
4n+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a
(2)
n3 x3 + · · · + a(2)

nnxn = a
(2)
nn+1

(13)

gdzie

a
(2)
ik = a

(1)
ik − mi2a

(1)
2k , i = 3, 4, . . . , n, k = 3, 4, . . . , n + 1.

Kontynuujemy eleminacje kolejnych niewiadomych x3, x4 . . . , xn−1, jeżeli wspȯ lczynniki

that a
(2)
33 6= 0, a

(3)
44 6= 0, a

(4)
55 6= 0, ... a

(n−2)
n−1n−1 6= 0.

W ostatnim kroku eliminacji dojdziemy do ostatniego uk ladu rȯwnaṅ liniowych
Ostatni zredukowany uk lad eliminacji Gaussa

a
(0)
11 x1+ a

(0)
12 x2+ a

(0)
13 x3+ · · · +a

(0)
1nxn = a

(0)
1n+1

a
(1)
22 x2+ a

(1)
23 x3+ · · · +a

(1)
2nxn = a

(1)
2n+1

a
(2)
33 x3+ · · · +a

(2)
3nxn = a

(2)
3n+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a(n−1)
nn xn = a

(n−1)
nn+1

(14)
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gdzie

a
(s)
ik = a

(s−1)
ik − misa

(s−1)
sk , mis =

a
(s−1)
is

a
(s−1)
ss

.

s = 1, 2 . . . , n − 1, i = s + 1, s + 2, . . . , n, k = s + 1, s + 2, . . . , n + 1.

Zauważmy, że ostatni zredukowany uk lad rȯwnaṅ liniowych (??) ma postaċ
trȯjka̧tna̧ gȯrna̧ i jego rozwia̧zanie  latwo znajdujemy przez podstawienie za-
czynaja̧c od koṅca.

xn =
a

(n−1)
nn+1

a
(n−1)
nn

xi =
1

a
(i−1)
ii

[a
(i−1)
in+1 −

n
∑

j=i+1

a
(i−1)
ij xj],

(15)

dla i = n − 1, n − 2, . . . , 1.
W systemie Mathematica rozwia̧zanie uk ladu rȯwnaṅ liniowych dostaniemy
wykonuja̧c jedna̧ instrukcjȩ

LinearSolve[A,b]

gdzie dana macierz

A =















a11 a12 a13 · · · a1n−1 a1n

a21 a22 a23 · · · a2n−1 a2n

a31 a32 a33 · · · a3n−1 a3n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 an3 · · · ann−1 ann















(n×n)

i dana kolumna prawych stron

b =















a1n+1

a2n+1

a3n+1

· · ·
ann+1















Na przyk lad, przy aktynym systemie Mathematica, wprowadzamy macierz A

wymiarȯw 4 × 4 jako listȩ w nawiasach klamrowych jak niżej

n=4;

A={{2,1,4,-3,4},{4,-3,1,-2,-7},

{6,4,-3,-1,1},{8,2,1,-2,7}};

oraz wektor prawych stron

b={4,-7,1,7}



11

Nastȩpnie wykonujemy Mathematica instrukcjȩ

LinearSolve[A,b]

W rezultacie otrzymamy rozwia̧zanie w formie listy

{1,2,3,4}

Zadanie 0.1 Rozwia̧ż uk lad czterech rȯwnaṅ liniowych z czterema niewiadomymi

x1, x2, x3 i x4

2x1 + 3x2 + 3x3 + 5x4 = 35
6x1 − 5x2 + 4x3 − 2x4 = 22
8x1 − 7x2 + 5x3 − 4x4 = 26
9x1 − 3x2 − 2x3 − 4x4 = 34

(16)

Sprawdź rozwia̧zanie metoda̧ starożytnych.

Prof. dr Tadeusz STYŠ Warszawa, listopad 3, 2018


