System liczbowy o0semkowy.

0.1 Wstep

Ogolna forma systeméw pozycyjnych liczbowych ma postaé¢ wielomianu

U1 P F g p" 2+ o+ app® + a1p + o, (1)
gdzie liczbe naturalna p > 2 nazywamy podstawa systemu liczbowego. Nato-
miast wspotczynniki o, 1, i, o, ..., a1, ap nazywamy cyframi systemu liczbowego.
Cyfry systemu liczbowego o podstawie p sa to liczby jednocyfrowe:

0,1,2,3,...p— 1

z ktorych tworzone sa liczby systemu. Ilos¢ cyfr zalezy od podstawy p i jest
rowna p.
Sama liczbe x piszemy umownie jako nastepujacy ciag cyfr

T = (an_lan_g...aloéo)p

W przypadku systemu dziesietnego, ktory jest powszechnie uzywany, nawias
z indeksem p opuszczamy

(an_lan_g...alao)p.
Wtedy liczbe dziesietna piszemy bez nawiasu
T = Op_10p_2...0010Q

jako ciag wspolczynnikow wielomianu (1).

0.2 Przyklady zapisu liczb w roznych systemach

Przyklad 0.1 W systemie dziesietnym p = 10. Liczbe
r=2x104+4=24

piszemy bez nawiasu r = 24

Przyklad 0.2 W systemie binarnym p = 2. Tqg samg liczbe

r=1%2"4+1x224+0%2°+0x2"+0x2" =24

piszemy z nawiasem x = (10000),

Przyklad 0.3 W systemie oktalnym p = 8. Tg samq liczbe
r=3x8+0=24

piszemy z nawiasem x = (30)s



0.3 System osemkowy. Octalny

W systemie pozycyjnym osemkowym podstawa p = 8. Wielomian jest wyrazeniem
algebraicznym

Un 18" 28" -+ a8 + a8 = (an_1Gn_2...a100)8
Cyfry systemu osemkowego to liczby
0,1,2,3,4,5,6,7
Zatem, wspolczynniki systemu osemkowego *

(Oéo, Qp,: 0, Oén—l)s

przyjmuja wartoci 0,2, 3,4, 5,6, 7.

Na przyktad, liczba osemkowa x = (azazaiag)s = (1257)s ma

ilose jednosci 8° =1, ag = 7,

ilosc osemek 8', a; = 5,

ilos¢ kwadratow osemek 82, g = 2

ilose kubikow osemek 8%, g = 1.

Zauwazmy, ze w systemie dziesietnym podstawa jest liczba 10. W systemie
dziesietnym piszemy liczby uzywajac 10-ciu cyfr

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Natomiast w systemie osemkowym podstawa jest liczba 8. W osemkowym
systemie jest osiem cyfr
0,1,3,4,5,6,7

ktore sa jednoczesnie liczbami jednocyfowymi osemkowymi.
Liczby osemkowe dwucyfrowe piszemy w ogolnej postaci

a1 * 8+ ap = (a1a0)s

gdzie cyfra osemek jest wspolczynnik aq, cyfra jednosci jest wspotczynnik ag

Przyklad 0.4 Liczba ésemkowa x = (65)s

6 %8+ 58 = (65)s.

Tytaj cyfrg osemek jest wspotczynnik a1 = 6, cyfra jednosci wspotczynnik ag =
5. Wartosc tej liczby osemkowe) w zapisie dziesietnym jest rowna 53.
Rzeczywiscie, obliczmy wartosé dziesietng liczby osemkowej (65)s

(65)s = 6 %8+ 5% 1 =53

MLiczby oktalne piszemy (ag, a1, -,an_1)g W nawiasie z ideksem na dole 8



Liczby osemkowe trzycyfrowe piszemy w ogolnej postaci
ag * 8% + ay x 8" + ag * 8° = (aga1a9)2
gdzie kolejne potegi osemki
8x8=8% gl=8 g =1.

Przyklad 0.5 Na przykltad liczbe osemkowg x = (256)s w ogdlnym zapisie
piszemy
ag * 8% + ay x 8" + ag * 8° = (aga1a0)2,

2% 8 + 58 +6x8 = (256)s,

gdzie cyfra osemkowa as = 2 jest wpotczynnikiem przy 82,
cyfra osemkowa ay; =5 jest wpotczynnikiem przy 8,

cyfra osemkowa jednosci ag = 6.

Wartosc tej liczby w systemie dziesienym

(256)s =2 %2> + 58" + 6% 8% = 174

Ogolnie liczby n-cyfrowe w pozycyjnym systemie osemkowym zapisujemy jako
wspolczynniki wyrazenia algebraicznego

Un 18" a8+ b 18 +ag 80 = (@p—1Gn_2...a1a0)s

Przyklad 0.6 Niech n =5, wtedy liczbe dsemkowg czterocyfowg x = (1024)s.
piszemy w postaci wyrazenia arytmetyczneqo

18 +0%8% +2%8" +4x%8" = (1024)s

gdzie wpsotczynnik przy 8% jest rowny asz = 1,
wpsoltczynnik przy 82 jest rowny as = 0,
wpsoltczynnik przy 8 jest rowny a; = 2,
wpsoltczynnik jednosci przy 8° jest rowny ag = 4,
Obliczmy wartosc dziesietng tej liczby

158 +0%x8+2x8 +4x8 =512+ 16+ 4 = 536

0.4 Przeliczanie liczb dziesietnym na liczby osemkowe

Kazda liczbe dziesietna mozna przeliczyc na liczbe osemkowa, oktalna. Tak

jak dla systemu binarnego to przeliczanie jest proste. Mianowicie, dzielimy

liczbe dziesietna przez 8 i zapisujemy reszte. Nastepnie czesc catkowita tego

dzielenia dzielimy przez 8 i zapisujemy reszte. Dalej kontynuujemy dzielenie

czesci catkowitych przez 8 zapisujac ich reszty tak dlugo az w wyniku dzielenia

przez 8 otrzymamy czesc catkowita rowna 0.

Liczbe osemkowa otrzymujemy piszac reszty z dzielenia w kolejnosci zaczy-

najac od ostatniej reszty i konczac na pierwszej reszcie jako cyfrze osemkowej

jednosci. Zobaczmy przeliczanie liczb dziesietnych na 6semkowe na przykladach.



Przyklad 0.7 Przelicz liczbe dziesietng x = 38 na liczbe osemkowq

Wykonujemy dzielenia liczby dziesietnej x = 38 przez 8

wo

8

6
:4+§ resztarg =6 bo 38=8x%x4+6

=0 resztari =4 bo 4=0+4%1

®l B o

Piszac reszty w kolejnosci od ostatniej do pierwszej otrzymamy liczbe 6semkowa

xr = (7’17’0)8 = (46)8

Powtorzmy kolejne dzielenia liczby 38 przez 8 wedlug innego stosowanego
schematu

Liczba /2 |  Reszta z dzielenia przez 2
38/8=4 | 6
4/8 = | 4

W wyniku otrzymujemy liczbe dsemkowa piszac reszty w kolejnosci od os-
tatniej do pierwszej

Sprawdzenie:

7= (46)s =4%8+ 6% 8" =8+ 1 = 38.

0.5 Schemat ogolny przeliczania liczb z sytemu dziesietnego
na osemkowy

Podobnie jak w wyzej w podanych przyktadach, w schemacie ogolnym dzielimy
liczbe dziesietna x przez 8.

g:k‘o—l—%}, 1’22*/{50+T0

gdzie kg to calosc i rg to reszta z dzielenia x przez 8



0.6 Algorytm

Zapiszmy powyzsze kolejne dzielenia przez 8 w nastepujacym schemacie

Liczba © Reszta
l’/8:k‘0—|—’f’0/8 To
ko/8 = ki +1r1/8 71

|
|
|
|
k1/8:k52—|—7’2/8 | D)
|
|
|
|

ko/8 = ks + 73/8 ry
km—2/8 - km—l + Tm—1/8 Tm—1
k‘m_l/8:0—|—’f’m/8 Tm

W wyniku otrzymujemy liczbe 6semkowa piszac reszty w kolejnosci od ostat-
niej do pierwszej
xr = (’f’m’f’m_l’f’m_g...’f’l’f’o)g

0.7 Dowod Alegorytmu
2 Zauwazmy, ze wyzej podany algorytm prowadzi do przeliczenia liczby dziesietnej

x na liczbe osmkowa.
7 tego algorytmu znajdujemy

x = 8ko+ro | ko =8k1+m
= 8%y + 8%ry + 8 + 19 | ko =8ks+13
= 84k?3+83T3+82T2+8T1—|—T0 | k‘3:8/€4—|—’f’4

e | .........
= 8" ko + 8" o+ + &+ 811 10 | ko = 8km_1 + T
= 8"k + 8"y - 4+ 8% 4 811 410 | k1 = 8k + 7
= 8mrm + 8m_lrm—1 + -+ 82T2 + 8T1 + 7o | km =Tm
= (’f’m’f’m_l’f’m_g...’f’g’f’l’f’o)g |

Zastosujmy powyzszy algorytm przeliczajac liczbe dziesietna x = 256 na osemkowa.

Liczba /8 |  Reszta z dzielenia przez 8

256/8 =32 | 0
I

32/8 =4

4/8 =0 4

W wyniku otrzymujemy liczbe osemkowa piszac reszty z powyzszej tabeli w
kolejnosci od ostatniej do pierwszej

z = 256 = (400)s

2Dowod mozna pominaé. Zanajomosé dowodu algorytmu jest nie konieczna w przeliczaniu



Sprawdzenie:

z = (400)s = 4 % 8 + 0% 8" + 0% 8% = 256.

0.8 Operacje arytmetyczne w systemie 6semkowym

Operacje arytmetyczne w systemie osemkowym dodawanie, odejmowanie, mnozenie
i dzielenie wykonujemy w podobny sposob jak w systemie dziesietnym. Przy-
pominamy, ze w systemie dziesietnym uzupelmiamy do podstawy p = 10
wykonujac operacje na liczbach (cyfrach dziesietnych),0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Podobnie w systemie binarnym uzupeliamy do podstawy p = 2 wykonujac
operacje na liczbach (cyfrach binarnych) 0, 1.

0.8.1 Oktalne dodawanie

Tabliczka oktalnego dodawania

Dodawanie oktalnego
+10 |1 2 |3 4 |5 |6 |7
0101 2 |3 4 |5 | 6 7
1 112 |3 | 4 5 | 6 7 | 10
2 21 3 4 ) 6 7 10 | 11
3 31 4 ) 6 7 10 11| 12
4 41 5 6 7 10 11} 12| 13
) 5| 6 7 10 11} 12| 13| 14
6 6|7 | 10| 11] 10| 13| 14| 15
7 7110 11| 12 13| 14| 15| 16

Dodawanie 6semkowe wyjasniamy na przyktadach
Przyklad 0.8 Wykonaj dodawanie osemkowe liczb dziesietnych 25 i 13

Liczba dziesietna 25 w zapisie oktalnym 25 = (31)s, liczba dziesietna 13 w
zapisie oktalnym 13 = (15)s.
Wykonujemy pisemne osemkowe dodawanie (31)s + (13)s, stosujac tabliczke
osemkowego dodawania.
31
+ 15

46

Sprawdzenie:

(46)s = 4% 8+ 6 % 8° = 38.



0.8.2 Oktalne odejmowanie

Tabliczka oktalnego odejmowania

Odejmowanie oktalne

-0 ]1 (2 |3 4 |5 |6 |7
010 |-1 | -2|-3|] 4| 5| 6] -7
1 1] 0 -1 -2 -3| 4] -5| -6
21 2|1 0 1 -2 -3 4] -5
3132|110 -1 2| 3| 4
41 4] 3 2 1 0 1] -2 -3
51( 51| 4 3 2 1 0 -1 -2
6 6|5 | 4| 3 2 1110 -1
7716 |5 |4 3121110

Odejmowanie oktalne wyjasniamy na przyktadach
Przyklad 0.9 Wykonaj odejmowanie oktalne liczb dziesietnych 9 i 8

Liczba dziesietna 9 w zapisie oktalnym 8 = (11)g, liczba dziesietna 8 w zapisie
oktalnym 8 = (10)s.
Wykonujemy pisemne oktalne odejmowanie (11)s — (10)s, stosujac tabliczke

oktalnego odejmowania.
11
— 10

1

Sprawdzenie:
9—8=(11)s — (10)s = (1)s = 1.

0.8.3 Oktalne mnozenie

Tabliczka oktalnego mnozenia

Mnozenie oktalne

1 |2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7
4 6 10 12| 14| 16
6 11 14| 17| 22| 25
10| 14 | 20| 24| 30| 34
12| 17| 20| 31| 36| 43
14| 22| 24| 31| 36| 52
16 | 25| 34| 43| 52| 61

N O U R WND ¥
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Mnozenie oktalne wyjasniamy na przyktadach



Przyklad 0.10 Wykonaj mnozenie oktalne liczb dziesietnych 9 i 15

Liczba dziesietna 9 w zapisie oktalnym 9 = (11)g, liczba dziesietna 15 w zapisie
oktalnym 15 = (17)s.

Wykonujemy pisemne binarne mnozenie (11)s * (17)s, stosujac tabliczke ok-
talnego mnozenia i dodawania.

17
* 11
17
17
207
Sprawdzenie:
Mnozenie liczb dziesietnych
9% 15 =135

Mnozenie liczb oktalnych

(11)g % (17)s = (207)s

(207)s =28 + 0% 8 + 7x8 =2%64+7=135
0.8.4 Oktalne dzielenie
Dzielenie oktalne wyjasniamy na przykladach

Przyklad 0.11 Wykonaj dzielenie oktalne liczb dziesietnych 45 podziel przez
3

Liczba dziesietna 45 w zapisie oktalnym 45 = (55)g, liczba dziesietna 3 w
zapisie oktalnym 3 = (3)s.
Wykonujemy pisemne oktalne dzielenie (17)s : (3)s.

17

Sprawdzenie:

45:3=15



0.9 Liczby oktalne parzyste i nieparzyste

Podobnie jak w systemie dziesietnym, liczby oktalne parzyste i nie parzyste
poznajemy po cyfrze jednosci. Mianowicie, jezeli cyfra jednosci liczby oktalnej
jest rowna 0 lub 2 lub 4 lub 6 to liczba oktalna jest parzysta, w przeciwnym
przypadku, jezeli cyfra jednosci liczby oktalnej jest 1 lub 3 lub 5 lub 7 to liczba
oktalna jest nieparzysta.

0.9.1 Liczby oktalne parzyste

1. Liczby oktalne parzyste maja cyfry jednosci 0.
Na przkiad liczby oktalne

0, 2, 4, 6, 10, 12, 14, 16, 20, 22, 24
maja cyfre jednosci 0, 2 4, 6, dlatego sa parzyste.

2. Liczby oktalne parzyste sa podzielne przez oktalna 2, zatem maja ogolna
postac 3

n=2xk, dlak=0,1,234,56,710,12 14, ...

Na przyktad

k=0, n=2x0=0,
k=1 n=2x1=2,
k=2 n=2%x2=4,
k=3, n=2%3=06,
k=4, n=2%x4=10,
k=5 n=2x5=12,

3. Suma, roznica i iloczyn liczb oktalnych parzystych jest liczba oktalna
parzysta
Na przykiad:
a = (12)8, b = (36)8,
a+ b= (12)8 + (36)8 = (50)8,
a—b= (12)8 — (50)8 = _(24)87

3Tutaj oktalne liczby (1)s = 1, (2)s = 2, (3)g itd...; piszemy bez nawiasow
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0.9.2 Liczby oktalne nieparzyste

Wrtasnosci liczb oktalnych nieparzystych

1. Liczby oktalne nieparzyste maja cyfry jednosci 1 lub 3 lub 5 lub 7.
Na przklad liczby binarne

123, 35, 47, 121, 123, 125, 127
maja odpowiednio cyfry jednosci1l, 3571, 357..

2. Liczby pktalne nieparzyste maja ogolna postac
n=2gxk+1, lubn=2)sxk—1, dla £=0,1,2,3,4,...;
Na przyktad

k=0, n=2x0+1=1, lub n=2x0—-—1=-1
k=1, n=2x1+1=3, lub n=2x1—-1=1

k=2 n=2x2+1=05, lub n=2%x2—-1=3
k=3, n=2+«3+1=7, lub n=2x3—-1=5
k=4, n=2x4+1=11, lub n=2x4—-1=7
k=5 mn=2x5+1=13, lub n=2x5—1=11

k=6, n=2%6+1=15 Ilub n=2%6-1=13

3. Suma lub roznica dwoch liczb oktalnych nieparzystych jest liczba parzysta.
(13)s + (11)s = (24)s, (13)s — (11)gs =2
Podaj inny przykiad.

4. Tloczyn liczb oktalnych nieparzystych jest liczba nieparzysta
Na przykiad:
(13)s * (11)s = (143)s,
Podaj inny przykiad.

5. Natomiast suma liczby oktalnej nieparzystej i liczby oktalnej parzystej
jest liczba nieparzysta.

Na przyktad

(26)s + (15)s = (43)s.
Podaj inny przyktad

7. Podobnie, roznica liczby binarnej nieparzystej i liczby binarnej parzystej
jest licbanieparzysta. Na przyklad

(26)s — (15)s = (11)s
Podaj inny przykiad.
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0.10 Cwiczenia

Zadanie 0.1 Przelicz liczby dziesietne na liczby oktalne
(a) z=100
(b) y=500

Rozwiazanie (a):
Dzielimy liczbe dziesietna 100 przez 8 wedtug schematu

Liczba /8 |  Reszta z dzielenia przez 8

12/8 =1

100/8 =12 | 4
|
1/8=0 |

Zapis oktalny liczby dziesietnej x = 100 otrzymamy piszac reszty tego dzielenie
od ostatniej do pierwszej

Sprawdzenie:

r=(144)g = 1% 8 +4 %8 +4=64+32+4 =100

Rozwigzanie (b):
Dzielimy liczbe dziesietna 500 przez 8 wedtug schemtatu

Liczba x/8 |  Reszta z dzielenia przez 8

500/8 =62 | 4
I

62/8 =7
7/8 =0

Zapis oktalny liczby dziesietnej x = 500 otrzymamy piszac reszty tego dzielenie
od ostatniej do pierwszej

Sprawdzenie:
7= (764)s = T*8 4+ 68+ 4 =064+ 32+4 =448 + 48 + 4 = 500

Zadanie 0.2 Suma dwoch kolejnych liczb oktalnych nieparzystych rowna jest
(500)s. Znajdz te liczby binarne.

Rozwiazanie:
Dwie kolejne liczby oktalne nieparzyste to

(2)g*xn—1, (2)s*xn+1
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Ich suma *
(2xn—1)+(2*xn+1)=4%n=>500

Obliczamy n:

4% n=>500, to n=>500:4=120
Obliczmy dwie kolejne liczby nieparzyste oktalne
(2)sxn—1=(2)sx(120)s — 1 = (237)s,
(2)sxn+1=(2)g* (1205 + 1 = (241)s.
Sprawdzenie w systemie oktalnym:
(2)sxn—1)+ ((2)gxn+1) = (237)s + (241)s = (500)s
Sprawdz rozwiazanie w systemie dziesietnym.

Zadanie 0.3 Suma trzech kolejnych liczb oktalnych parzystych réwna jest (52)s.
Znajdz te liczby.

Rozwiazanie:
Kolejne trzy liczby oktalne parzyste to

(2)s*xn —(2)s, (2)s*n, (2)gxn+ (2)s.
Ich suma
[(2)s xn = (2)s] + (2)s x n + [(2)s x n+ (2)s] = (6)s * n = (52)s.
Obliczamy n:

(6)8 *xN = (52)8, n = (52)8 . (6)8 = (7)8
Obliczmy trzy kolejnych liczb binarne parzyste

(2)sxn—(2)s = (2)s * (T)s — (2)s = (14)s,
(2)s xn = (2)s * (7)s = (16)s,
(2)sxn+(2)s = (2)s * (7)s + (2)s = (20)s.

Sprawdzenie:
(14)s + (16)s + (20)s = (52)s.

Sprawdz rozwiazanie w systemie dziesietnym.
Zadanie 0.4 Oblicz sume liczb oktalnych
Sp=10+11+124+ 134+ 14+ 15+ 20

uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia oktalnego i jednej operacji dzielenia
oktalnego.

4Tutaj pomijamy nawias 2 = (2)g wykonujac operacje na liczbach oktalnych
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Rozwiazanie:
Zapiszmy sktadniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami sktadniki
sumy wykonujac dodawanie oktalne na liczbach oktalnych, jak nizej:

Sy = 10+11+124+13+14+15+16+ 17420
Sy = 204+17+16+15+14+13+124+ 11410

2% Sy = 304304 304 30+ 30+ 30 + 30 + 30 + 30

(11)g oktalnych skladnikow sumy

Skad obliczmy sume So uzywajac jednej operacji oktalnego mnozenia i jednej
operacji oktalnego dzielenia.

(2)8 * 520 = (11)8 * (36)8 = (416)8
520 == (416)8 : (2)8 == (207)8

Sprawdz rozwiazanie w systemie dziesietnym.

0.11 Zadania

Zadanie 0.5 Przelicz liczby dziesietne na liczby oktalne stusujgc algorytm ok-
talnego przeliczania.

(a) x =53
(b) x = 1025
Sprawdz otrzymane wyniki przeliczenia w systemie oktalnym i systemie dziesietnym.

Zadanie 0.6 .
(a)  Przelicz liczby dziesietne 513 i 25 na liczby oktalne.
(b) Dodaj liczby oktalne

(1003)s + (10005)s
Sprawdz wynik dodawania w systemie oktalnym i dziesietnym

Zadanie 0.7 .
(a)  Przelicz liczby dziesietne 256 i 16 na liczby oktalne.
(b) Odejmij liczby oktalnych

(10005)s — (1003)s

Sprawdz wynik odejmowanie w systemie oktalnym i dziesietnym.
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Zadanie 0.8 .

(a) Przelicz liczby dziesietne 129 i 3 na liczby binarne.

(b) Pomnoz liczby 129 i 3 w systemie oktalnym Sprawdz wynik mnozenia w
systemie oktalnym i dziesieetnym.

Zadanie 0.9 Ile jest roznych liczb oktalnych dwucyfrywych?

Zadanie 0.10 Oblicz wartos¢ wyrazenia arytmetycznego liczb oktalnych za-
chowugjgc kolejnosc operacyi dodawania,odejmowania, mnozenia i dzielenia.

(10)s * (11)s + (12)s * (13)s — (14)s : (4)s

Zadanie 0.11 Oblicz wartosc wyrazenia arytmetycznego zachowujgc kolejnosc
operacyi arytmetycznych z nawiasami.

(a)
(2)s * [(10)s * (11)s + (11)g * (12)s].

(b)
(3)8 * [(160)8 : (10)8 - (20)8 : (100)8]

Sprawdz wynik oktalnych obliczen w systemie dziesietnym.

Zadanie 0.12 Suma trzech kolejnych liczb oktalnych parzystych rowna jest
(14)s. Znajdz te liczby.

Zadanie 0.13 Oblicz sume liczb oktalnych nieparzystych
Sag = (11)s + (13)s + (15)s + (17)s + (21)s + (23)s

uzywajgce tylko jednej operacji mnozenia oktalnego.



