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Rȯwnania rekurencyjne.
Algorytmy iteracyjne

0.1 Rȯwnanie liniowe jednorodne rzȩdu pierwszego

Zacznijmy od prostego rȯwnania rekurencyjnego pierwszego rzȩdu w postaci
ogȯlnej

yn+1 + a0yn = 0, n = 0, 1, . . . ; (1)

o danym rzeczywistym wspȯ lczynniku a0 6= 0 rȯżnym od zera.
Rozwia̧zaniem tego rȯwnania jest nieskoṅczony cia̧g y0, y1, y2, ..., yn, ...; o niewiadomych
wyrazach yn, n = 0, 1, 2, ...;

Rozwia̧zania rȯwnania (1) szukamy w postaci

yn = λn, n = 0, 1, 2, ...;

o niewiadomej wartoṡci parametru λ 6= 0 rȯżnej od zera.
Zatem, podstawiaja̧c do rȯwnania (1) yn = λn otrzymamy rȯwnanie

λn+1 + a0λ
n = 0, dla n = 0, 1, 2, ...;

z niewiadoma̧ λ.

Dziela̧c obie strony powyższego rȯwnania przez λn 6= 0 obliczamy wartoṡċ
niewiadomej λ

λ + a0 = 0,

λ1 = −a0.

Ska̧d rozwia̧zanie

yn = λn
1 = (−a0)

n, dla n = 0, 1, 2, ..., ;

Zauważmy, że jeżeli yn = λn
1 jest rozwia̧zaniem rȯwnania (1) to rȯwnież

yn = C ∗ λn
1 , n = 0, 1, 2, ...;

jest rozwia̧zaniem tego rȯwnania dla sta lej wartoṡci C niezależnej od n.

Mianowicie, sprawdzamy przez podstawienie yn = C ∗ λn
1 do rȯwnania (1), że

dla dowolnej sta lej C cia̧g

C ∗ λn
1 , n = 0, 1, 2, ..;

spe lnia rȯwnanie

C ∗ λn+1
1 + a0λ

n
1 = C ∗ (−a0)n+1 + a0 ∗ C ∗ (−a0)

n

= C ∗ (−a)n+1 − C ∗ (−a0)
n+1 = 0.
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W ten sposȯb otrzymaliṡmy wszystkie możliwe rozwia̧zania rȯwnania (1) w
postaci ogȯlnej

yn = C ∗ (−a0)
n, n = 0, 1, 2, ...;

dla dowolnej wartoṡci sta lej C niezależnej od n.

Example 0.1 Znajdź cia̧g liczb naturalnych ktȯrego pierwszy wyraz y0 = 1 a
każdy nastȩpny jest dwa razy wiȩkszy od poprzedniego. To znaczy

yn+1 = 2yn, dla n = 0, 1, 2, ...;

Rozwia̧zanie.

Szukamy rozwia̧zania rȯwnania rekurencyjnego

yn+1 − 2yn = 0, n = 0, 1, 2, ...;

Podstawiaja̧c do powyższego rȯwnania

yn = λn, n = 0, 1, 2, ..;

obliczamy λ
λn+1 − 2λn = 0, | : λn

λ − 2 = 0, λ = 2.

Ska̧d otrzymujemy wszystkie rozwia̧zania

yn = C ∗ 2n, n = 0, 1, 2, ...;

dla dowolnej sta lej C niezależnej od n.

Z warunku pocza̧tkowego y0 = 1 wyznaczamy sta la̧ C.

yn = C ∗ 2n dla n = 0, y0 = C ∗ 20 = C = 1

Odpowiedź: Rozwia̧zaniem zadania jest cia̧g

yn = 2n, n = 0, 1, 2, ...;

0.2 Rȯwnanie liniowe niejednorodne rzȩdu pierwszego

W poprzednim paragrafie rozpatrzyliṡmy rȯwnanie jednorodne rzȩdu pier-
wszgo, gdy prawa strona rȯwnania fn = 0, dla n = 0, 1, 2, ...;
Niżej podamy rozwia̧zanie rȯwnania niejednorodnego

yn+1 + a0yn = fn, n = 0, 1, . . . ; (2)

ktȯrego prawa strona fn, n = 0, 1, 2, ...; jest danym cia̧giem liczb i dany jest
rȯwnież wspȯ lczynnik a0 6= 0 rȯżny od zera.
Natomiast niewiadomym jest cia̧g liczb yn, n = 0, 1, 2, ...;
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Rȯwnanie niejednorodne (2) rozwia̧zujemy korzystaja̧c z ogȯlnego rozwia̧zania
rȯwnania jednorodnego (1).
Mianowicie, maja̧c rozwia̧zanie

yn = C ∗ (−a0)
n, n = 0, 1, 2, ...;

rȯwnania jednorodnego (1), szukamy rozwia̧zania yf
n, n = 0, 1, 2, ...; rȯwnania

niejednorodnego (2) w postaci sumy rozwia̧zania rȯwnania jednorodnego i
rozwia̧zania szczegȯlnego rȯwnania niejednorodnego

yf
n = C ∗ (−a0)

n + y∗

n, n = 0, 1, 2, ...;

gdzie y∗

n, n = 0, 1, 2, ...; jest rozwia̧zaniem szczegȯlnym rȯwnania niejednorod-
nego (2).
Zatem, żeby znaleźċ wszystkie rozwia̧zania rȯwnania niejednorodnego (2) wystar-
czy tylko znależċ rozwia̧zanie szczegȯlne y∗

n, n = 0, 1, 2, ...;
Rozwia̧zanie szczegȯlne y∗

n, n = 0, 1, 2, ...; znajdziemy w postaci

y∗

n = Kn(−a0)
n, n = 0, 1, 2, ...;

dobieraja̧c odpowiedni cia̧g liczb K0, K1, ..., Kn, ...;
Podstawiaja̧c do rȯwnania (2)

y∗

n = Kn ∗ (−a0)
n

otrzymamy

Kn+1 ∗ (−a0)
n+1 + a0 ∗ Kn ∗ (−a0)

n = fn, n = 0, 1, 2, ...;

lub
[Kn+1 − Kn] ∗ (−a0)

n+1 = fn, n = 0, 1, 2, ...;

Ska̧d znajdujemy proste rȯwnanie rekurencyjne na wyrazy cia̧gu Kn

Kn+1 − Kn ==
fn

(−a0)n+1
, n = 0, 1, 2, ...;

 Latwo znajdujemy rozwia̧zanie tego rȯwnania dodaja̧c stronami rȯwnoṡci

K1 − K0 =
f0

(−a0)0

K2 − K1 =
f1

(−a0)1

K3 − K2 =
f2

(−a0)2

..............................................

Kn−1 − Kn−2 =
fn−2

(−an−2)n−2

Kn − Kn−1 =
fn−1

(−a0)n−1

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Kn − K0 =

f0

(−a0)0
+

f1

(−a0)1
+

f2

(−a0)2
+ · · · +

fn−1

(−a0)n−1



4

Ska̧d rozwia̧zanie

Kn = K0 +
n−1∑

i=0

fi

(−a0)i
, n = 1, 2, ...;

Ponieważ wystarczy znaleźċ jedno rozwia̧zanie szczegȯlne, możemy wybraċ
K0 = 0.
Wtedy rozwia̧zanie szczegȯlne rȯwnania niejednorodnego (2)

y∗

n =
f0

(−a0)0
+

f1

(−a0)1
+

f2

(−a0)2
+ · · · +

fn−1

(−a0)n−1
, n = 0, 1, 2, ...;

Ostatecznie rozwia̧zanie ogȯlne rȯwnannia niejednorodnego (2)

yn = C ∗ (−a0)
n +

f0

(−a0)0
+

f1

(−a0)1
+

f2

(−a0)2
+ · · · +

fn−1

(−a0)n−1
, n = 0, 1, 2, ...;

(3)
dla dowolnej sta lej C niezależnej od n.

Example 0.2 Znajdź rozwia̧zanie rȯwnania niejednorodnego

yn+1 − 2yn = n, n = 0, 1, . . . ; (4)

ktȯre spe lnia warunek pocza̧tkowy y(0) = 1

Rozwia̧zanie.

Z poprzedniego przyk ladu znamy rozwia̧zanie ogȯlne rȯwnania jednorodnego

yn = C ∗ 2n, n = 0, 1, 2, ...;

Rozwia̧zanie szczegȯlne y∗

n, n = 0, 1, 2, ...; znajdziemy w postaci

y∗

n = Kn(−a0)
n, n = 0, 1, 2, ...;

dobieraja̧c odpowiedni cia̧g liczb K0, K1, ..., Kn, ...;
Podstawiaja̧c do rȯwnania (4) fn = n oraz

y∗

n = Kn ∗ 2n

otrzymamy

Kn+1 ∗ 2n+1 + 2 ∗ Kn ∗ 2n = n, n = 0, 1, 2, ...;

lub
[Kn+1 − Kn] ∗ 2n+1 = n, n = 0, 1, 2, ...;

Ska̧d znajdujemy proste rȯwnanie rekurencyjne na wyrazy cia̧gu Kn

Kn+1 − Kn =
n

2n+1
, n = 0, 1, 2, ...;
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 Latwo znajdujemy rozwia̧zanie tego rȯwnania dodaja̧c stronami rȯwnoṡci

K1 −K0 =
0

20

K2 −K1 =
1

21

K3 −K2 =
2

22

..............................................

Kn−1 − Kn−2 =
n − 2

2n−2

Kn − Kn−1 =
n − 1

2n−1

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Kn − K0 =

0

20
+

1

21
+

2

22
+ · · · +

n − 1

2n−1

Ska̧d rozwia̧zanie

Kn = K0 +
n−1∑

i=0

i

2i
, n = 1, 2, ...;

Wystarczy znaleźċ rozwia̧zanie szczegȯlne, dlatego możemy wybraċ K0 = 0.
Wtedy rozwia̧zanie szczegȯlne rȯwnania niejednorodnego (4)

y∗

n =
1

21
+

2

22
+ · · · +

n − 1

2n−1
, n = 0, 1, 2, ...;

Ostatecznie rozwia̧zanie ogȯlne rȯwnannia niejednorodnego (4)

yn = C ∗ 2n +
1

21
+

2

22
+ · · · +

n − 1

2n−1
, n = 0, 1, 2, ...; (5)

dla dowolnej sta lej C niezależnej od n.

Z warunku pocza̧tkowego y0 = 1 znajdujem sta la̧ C

y0 = C = 1

Zatem rozwia̧zaniem rȯwnania niejednorodnego (4), ktȯre spe lnia warunek
pocza̧tkowy y0 = 1 jest cia̧g

yn = 2n +
1

21
+

2

22
+ · · · +

n − 1

2n−1
, n = 0, 1, 2, ...; (6)

Wiadomo, że suma

1

21
+

2

22
+ · · · +

n − 1

2n−1
=

2n − n − 1

2n−1

Zatem rozwia̧zanie

yn = 2n +
2n − n − 1

2n−1
, n = 0, 1, 2, ...;
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0.3 Rȯwnanie liniowe jednorodne rzȩdu drugiego

Podobnie jak dla rȯwnaṅ rzȩdu pierwszego, zacznijmy od prostego rȯwnania
rekurencyjnego rzȩdu drugiego w postaci ogȯlnej

yn+2 + a1yn+1 + a0yn = 0, n = 0, 1, . . . ; (7)

o danych rzeczywistych wspȯ lczynnikach a0 6= 0, a1

Rozwia̧zaniem tego rȯwnania jest nieskoṅczony cia̧g y0, y1, y2, ..., yn, ...; o niewiadomych
wyrazach yn, n = 0, 1, 2, ...;

Rozwia̧zania rȯwnania (7) szukamy w postaci

yn = λn, n = 0, 1, 2, ...;

o niewiadomej wartoṡci parametru λ 6= 0.
Zatem, podstawiaja̧c do rȯwnania (7) yn = λn otrzymamy rȯwnanie

λn+2 + a1λ
n+1 + a0λ

n = 0, dla n = 0, 1, 2, ...;

z niewiadoma̧ λ.

Dziela̧c obie strony powyższego rȯwnania przez λn 6= 0 obliczamy wartoṡċ
niewiadomej λ rozwia̧zuja̧c rȯwnanie kwadratowe

λ2 + a1λ + a0 = 0,

λ1 =
−a1 −

√
∆

2
, λ2 =

−a1 +
√

∆

2

gdy wyrȯżnik ∆ = a2
1 − 4a0 ≥ 0.

W ten sposȯb otrzymaliṡmy dwa fundamentalne rozwia̧zania

y(1)
n = λn

1 , y(2)
n = λn

2 , dla n = 0, 1, 2, ..., ;

Zauważmy, że jeżeli y(1)
n = λn

1 i y(2)
n = λn

2 sa̧ rozwia̧zaniami rȯwnania (7) to
rȯwnież kombinacja liniowa tych rozwa̧zaṅ

yn = C1 ∗ λn
1 + C2λ

n
2 , n = 0, 1, 2, ...;

jest rozwia̧zaniem tego rȯwnania dla dowolnych sta lych C1 i C2 niezależnych
od n.
Mianowicie, sprawdzamy przez podstawienie yn = C1∗λn

1 +C2∗λn
2 do rȯwnania

(7), że dla dowolnych sta lych C1 i C2 cia̧g

C1 ∗ λn
1 + C2 ∗ λn

2 , n = 0, 1, 2, ..;
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jest rozwia̧zaniem rȯwnania (7)

yn+2 + a1yn+1 + a0yn = C1 ∗ λn+2
1 + C2 ∗ λn+2

2 + a1(C1 ∗ λn+1
1 + C2 ∗ λn+1

2 )

+ a0(C1 ∗ λn+1
1 + C2 ∗ λn+1

2 )

= C1 ∗ (λn+2
1 + a1 ∗ λn+1

1 + a0 ∗ λn
1 )

︸ ︷︷ ︸

0

+ C1 ∗ (λn+2
2 + a1 ∗ λn+1

2 + a0 ∗ λn
2 )

︸ ︷︷ ︸

0

= C2 ∗ (λn+2
1 + a1 ∗ λn+1

1 + a0 ∗ λn
1 )

︸ ︷︷ ︸

0

+ C2 ∗ (λn+2
2 + a1 ∗ λn+1

2 + a0 ∗ λn
2 )

︸ ︷︷ ︸

0

= 0

W ten sposȯb otrzymaliṡmy wszystkie możliwe rozwia̧zania rȯwnania (7) w
postaci ogȯlnej

yn = C1 ∗ λn
1 + C2 ∗ λn

2 , n = 0, 1, 2, ...; (8)

dla dowolnych wartoṡci sta lych C1 i C2 niezależnych od n.

Example 0.3 .
• Znajdź wszystkie rozwia̧zanie rȯwnania jednorodnego rekurencyjnego rzȩdu
drugiego

yn+2 − 5yn+1 + 6yn = 0, dla n = 0, 1, 2, ...; (9)

• Znajdź rozwia̧zanie yn, n = 0, 1, 2, ...; powyższego rȯwnania, ktȯre spa lnia
nastȩpuja̧ce warunki pocza̧tkowe

y0 = 0, y1 = 1.

Rozwia̧zanie.

Rozwia̧zania rȯwnania (9) szukamy w postaci

yn = λn, n = 0, 1, 2, ...;

o niewiadomej waroṡci parametru λ 6= 0.
Zatem, podstawiaja̧c do rȯwnania (9) yn = λn otrzymamy rȯwnanie

λn+2 − 5λn+1 + 6λn = 0, dla n = 0, 1, 2, ...;

z niewiadoma̧ λ.

Dziela̧c obie strony powyższego rȯwnania przez λn 6= 0 otrzymamy rȯwnanie
kwadratowe

λ2 − 5λ + 6 = 0.

 Latwo rozwia̧zujemy rȯwnania kwadratowego (9).
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Mianowicie, wyrȯżnik tego r.̇ownania ∆ = 52 − 4 ∗ 6 = 1,
i obliczamy piewiastki

λ1 =
5 −

√
1

2
= 2, λ2 =

5 +
√

1

2
= 3

Ska̧d otrzymujemy dwa rozwia̧zania fundamentalne

y(1)
n = 2n, y(2)

n = 3n, n = 0, 1, 2, ...;

Zauważmy, że jeżeli y(1)
n = λn

1 = 2n i y(2)
n = λn = 3n sa̧ dwoma rozwia̧zaniami

rȯwnania kwadratowego to rȯwnież kombinacja liniowa

yn = C1 ∗ (λ
(1)
1 )n + C2 ∗ (λ

(1)
2 )n = C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n, n = 0, 1, 2, ...;

jest rozwia̧zaniem tego rȯwnania dla dowolnych sta lych C1 i C2 niezależnych
od n.
Mianowicie, sprawdzamy przez podstawienie

yn = C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n, n = 0, 1, 2, ...;

do rȯwnania (9), że dla dowolnej sta lych C1 i C2 cia̧g

C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n, n = 0, 1, 2, ...;

spe lnia rȯwnanie

yn+2 − 5yn+1 + 6yn = C1 ∗ 2n+2 + C2 ∗ 3n+2

︸ ︷︷ ︸

yn+2

−5 (C1 ∗ 2n+1 + C2 ∗ 3n+1)
︸ ︷︷ ︸

yn+1

+6 (C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n

︸ ︷︷ ︸

yn

= C1 ∗ (2n+2 − 5 ∗ 2n+1 + 6 ∗ 2n)
︸ ︷︷ ︸

0

+ C2 ∗ (3n+2 − 5 ∗ 3n+1 + 6 ∗ 3n)
︸ ︷︷ ︸

0

= 0.

W ten sposȯb otrzymaliṡmy wszystkie możliwe rozwia̧zania rȯwnania (9) w
postaci ogȯlnej

yn = C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n, n = 0, 1, 2, ...;

dla dowolnych wartoṡci sta lych C1 i C2 niezależnych od n.

0.4 Rȯwnanie rekurecyjne niejedorodne drugiego rzȩdu

W poprzednim paragrafie rozpatrzyliṡmy rȯwnanie jednorodne rzȩdu drugiego,
gdy prawa strona rȯwnania fn = 0, dla n = 0, 1, 2, ...;
Niżej podamy rozwia̧zanie rȯwnania niejednorodnego drugiego rzȩdu

yn+2 + a1yn+1 + a0yn = fn, n = 0, 1, . . . ; (10)
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ktȯrego prawa strona fn, n = 0, 1, 2, ...; jest danym cia̧giem liczb i dane sa̧
rȯwnież wspȯ lczynniki a1, a0 6= 0.
Natomiast niewiadomym jest cia̧g liczb yn, n = 0, 1, 2, ...;
Rȯwnanie niejednorodne (10) rozwia̧zujemy korzystaja̧c z ogȯlnego rozwia̧zania
rȯwnania jednorodnego.
Mianowicie, maja̧c rozwia̧zanie ogȯlne (8)

yn = C1 ∗ y(1)
n + C2 ∗ y(2)

n , n = 0, 1, 2, ...;

rȯwnania jednorodnego (7), szukamy rozwia̧zania yf
n, n = 0, 1, 2, ...; rȯwnania

niejednorodnego (10) w postaci sumy rozwia̧zania ogȯlnego rȯwnania jednorod-
nego i rozwia̧zania szczegȯlnego rȯwnania niejednorodnego

yf
n = C1 ∗ y(1)

n + C2 ∗ y(2)
n + y∗

n, n = 0, 1, 2, ...;

gdzie y∗

n, n = 0, 1, 2, ...; jest rozwia̧zaniem szczegȯlnym rȯwnania niejednorod-
nego (10).

Example 0.4 Rozpatrzmy przypadek gdy prawa strona jest sta la

fn = f, n = 0, 1, 2...;

Wtedy  latwo sprawdzamy, że cia̧g o wyrazach

y(∗)
n =







f

1 + a1 + a0
if 1 + a1 + a0 6= 0, n = 0, 1, 2, ...;

n ∗ f

2 + a1
if 1 + a1 + a0 = 0, i 2 + a1 6= 0, n = 0, 1, 2, ...;

n2 ∗ f

2
if 1 + a1 + a0 = 0, i 2 + a1 = 0, n = 0, 1, 2, ...;

jest rozwia̧zaniem szczegȯlnym rȯwnania (10).

Mianowicie, podstawiaja̧c do rȯwnania (10)

y∗

n =
f

1 + a1 + a0
, 1 + a1 + a0 6= 0, n = 0, 1, 2, ...; (11)

sprawdzamy że

y
(∗)
n+2 + a1y

(∗)
n+1 + a0y

∗

n =
f

1 + a1 + a0

+ a1
f

1 + a1 + a0

+ a0
f

1 + a1 + a0

=
f

1 + a1 + a0
(1 + a1 + a0) = f,

dla 1 + a1 + a0 6= 0
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Podobnie dla y∗

n =
n ∗ f

2 + a1
, n = 0, 1, 2, ...; sprawdzmy, że

y
(∗)
n+2 + a1y

(∗)
n+1 + a0y

∗

n =
f

2 + a1
[(n + 2) + a1(n + 1) + a0n]

=
f

2 + a1
[n (1 + a1 + a0)

︸ ︷︷ ︸

0

+2 + a1] = f,

dla 2 + a1 6= 0

oraz dla y∗

n =
n2 ∗ f

2
, n = 0, 1, 2, ...; sprawdzamy, że

y
(∗)
n+2 + a1y

(∗)
n+1 + a0y

∗

n =
f

2
[(n + 2)2 + a1(n + 1)2 + a0n

2]

=
f

2
[(n2 + 4n + 4) + a1(n

2 + 2n + 1) + a0n
2]

=
f

2
[(n2 (1 + a1 + a0)

︸ ︷︷ ︸

0

+2n (2 + a1)
︸ ︷︷ ︸

0

+4 + a1]

=
f

2
[2 + (2 + a1)

︸ ︷︷ ︸

0

] = f,

dla 1 + a1 + a0 = 0 i 2 + a1 6= 0

Example 0.5 Znajdź rozwia̧zanie yn, n = 0, 1, 2, ...; rȯwnania rekurencyjnego

yn+2 − 5yn+1 + 6yn = 1, n = 0, 1, 2, ...; (12)

ktȯre spe lnia nastȩpuja̧ce warunki poczcza̧tkowe

y(0) = 1, y(1) = 2.

Rozwia̧zanie.

W pierwszej kolejnoṡci znajdujemy rozwia̧zanie ogȯlne rȯwnania jednorodnego

yn+2 − 5yn+1 + 6yn = 0, n = 0, 1, 2, ...; (13)

Rozwia̧zanie tego rȯwnania jednorodnego znaleźliṡmy w paragrafie poprzed-
nim. To rozwia̧zanie powtarzamy niżej.

Mianowicie rozwia̧zania rȯwnania (13) szukamy w postaci

yn = λn, n = 0, 1, 2, ...;

o niewiadomej waroṡci λ 6= 0.
Zatem, podstawiaja̧c do rȯwnania (13) yn = λn otrzymamy rȯwnanie

λn+2 − 5λn+1 + 6λn = 0, dla n = 0, 1, 2, ...;
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z niewiadoma̧ λ.

Dziela̧c obie strony powyższego rȯwnania przez λn 6= 0 otrzymamy rȯwnanie
kwadratowe

λ2 − 5λ + 6 = 0.

 Latwo rozwia̧zujemy rȯwnania kwadratowego.

Mianowicie, wyrȯżnik tego r.̇ownania ∆ = 52 − 4 ∗ 6 = 1,
i obliczamy piewiastki

λ1 =
5 −

√
1

2
= 2, λ2 =

5 +
√

1

2
= 3

Ska̧d otrzymujemy dwa rozwia̧zania fundamentalne

y(1)
n = 2n, y(2)

n = 3n, n = 0, 1, 2, ...;

Zauważmy, że jeżeli y(1)
n = λn

1 = 2n i y(2)
n = λn = 3n sa̧ dwoma rozwia̧zaniami

rȯwnania kwadratowego to rȯwnież kombinacja liniowa

yn = C1 ∗ (λ
(1)
1 )n + C2 ∗ (λ

(1)
2 )n = C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n, n = 0, 1, 2, ...;

jest rozwia̧zaniem tego rȯwnania dla dowolnych sta lych niezależnych od n.
Mianowicie, sprawdzamy przez podstawienie

yn = C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n, n = 0, 1, 2, ...;

do rȯwnania (13), że dla dowolnej sta lych C1 i C2 cia̧g

C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n, n = 0, 1, 2, ...;

spe lnia rȯwnanie

yn+2 − 5yn+1 + 6yn = C1 ∗ 2n+2 + C2 ∗ 3n+2

︸ ︷︷ ︸

yn+2

−5 (C1 ∗ 2n+1 + C2 ∗ 3n+1)
︸ ︷︷ ︸

yn+1

+6 (C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n

︸ ︷︷ ︸

yn

= C1 ∗ (2n+2 − 5 ∗ 2n+1 + 6 ∗ 2n)
︸ ︷︷ ︸

0

+ C2 ∗ (3n+2 − 5 ∗ 3n+1 + 6 ∗ 3n)
︸ ︷︷ ︸

0

= 0.

W ten sposȯb otrzymaliṡmy wszystkie możliwe rozwia̧zania rȯwnania (13) w
postaci ogȯlnej

yn = C1 ∗ 2n + C2 ∗ 3n, n = 0, 1, 2, ...;

dla dowolnych wartoṡci sta lych C1 i C2 niezależnych od n.
Teraz szukamy rozwia̧zania rȯwnania niejednorodnego

yn+2 − 5yn+1 + 6yn = 1, n = 0, 1, 2, ...; (14)
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Ponieważ suma spȯ lczynnikȯw tego rȯwnania

1 + a1 + a0 = 1 − 5 + 6 = 2 6= 0

jest rȯżna od zera i prawa strona fn = 1, n = 0, 1, 2, ...; jest sta la to rozwia̧zanie
szczegȯlne wed lug wzoru (11)

y∗

n =
fn

1 + a1 + a0
=

1

1 − 5 + 6
=

1

2
, n = 0, 1, 2, ...;

Zatem wszystkie rozwia̧zania rȯwnania niejednorodnego sa̧ w postaci

yf
n = C1 ∗ 22 + C2 ∗ 3n +

1

2
, n = 0, 1, 2, ...;

gdzie sta le C1 i C2 nie zależa̧ od n.
Teraz, wybierzemy sta le C1 i C2 dla ktȯrych rozwia̧zanie yf

n spe lnia warunki
pocza̧tkowe

y
f
0 = C1 ∗ 20 + C2 ∗ 30 +

1

2
= C1 + C2 +

1

2
= 1,

y
f
1 = C1 ∗ 21 + C2 ∗ 31 +

1

2
= 2 ∗ C1 + 3 ∗ C2 +

1

2
= 2,

Z pierwzego rȯwnania obliczamy

C1 =
1

2
−C2

i podstawiamy do rȯwnania drugiego

2(
1

2
− C2) + 3C2 +

1

2
= 2, 1 − 2 ∗ C2 + 3C2 +

1

2
= 2.

Ska̧d obliczamy

C2 =
1

2
, C1 =

1

2
− 1

2
= 0

Odpowiedź: Rozwia̧zanie rȯwnania (14)

yn =
1

2
3n +

1

2

spe lnia warunki pocza̧tkowe

y0 = 1, y1 = 2.

Podstawiaja̧c yn = 1
2
3n + 1

2
do rȯwnania (14) sprawdzamy, że

yn+2 − 5yn+1 + 6yn =
1

2
∗ 3n+2 +

1

2
− 5(

1

2
∗ 3n+1 +

1

2
) + 6(

1

2
∗ 3n +

1

2
)

=
1

2
3n (32 − 5 ∗ 3 + 6)

︸ ︷︷ ︸

0

+
1

2
− 5 ∗ 1

2
+ 3 = 1.
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oraz sprawdzamy waqrunki pocza̧tkowe

y0 =
1

2
30 +

1

2
= 1, y1 =

1

2
∗ 3 +

1

2
= 2.

W ogȯlnym przypadku dowolnej prawej strony fn, n = 0, 1, 2, ...; rozwia̧zanie
zagadnienia pocza̧tkowego dla rȯwnania niejdnorodnego (10) podane jest w
publikacji Tadeusz Styš, 2009, Lecture Notes in Numerical Solution of Differ-
ential Equations, Bentham Science publishers, chapter 1. pp. 1-16 on line.

0.5 Przyk lady rȯwnaṅ rekurencyjnych nieliniowych

Zdumiewaja̧ce, że w Babilonie ponad 1000 lat B.C. by la znana iteracyjna
formu la obliczania pierwiastka kwadratowego

√
2

xn+1 =
1

2
(xn +

2

xn

), n = 0, 1, 2, ...; (15)

Cia̧g o wyrazach x0, x1, x2, ..., xn →
√

2, gdy n → ∞, jest zbieżny do
pierwiastka kwadratowego

√
2, dla dowolnej wartoṡci pocza̧tkowej x0.

Example 0.6 Oblicz
√

2 z dok ladnoṡcia̧ 5 znakȯw po przecinku.

Rozwia̧zanie.

Pierwiastek kwadratowy
√

2 obliczymy z dok ladnoṡcia̧ 5 znakȯw po przecinku
stosuja̧c formu lȩ (15)

xn+1 =
1

2
(xn +

2

xn

), dla n = 0, 1, 2, 3, 4, 5;

startuja̧c z wyrazu pocza̧tkowego x0 = 1.

x0 = 1

x1 =
1

2
(x0 +

2

x0
) =

1

2
(1 +

2

1
) = 1.5

x2 =
1

2
(x1 +

2

x1
) =

1

2
(1.5 +

2

1.5
) = 1.41667

x3 =
1

2
(x2 +

2

x2

) =
1

2
(1.41667 +

2

1.41667
) = 1.41422

x4 =
1

2
(x3 +

2

x3
) =

1

2
(1.41422 +

2

1.41422
) = 1.41421

x5 =
1

2
(x4 +

2

x4
) =

1

2
(1.41421 +

2

1.41421
) = 1.41421

Zauważamy, że dwa ostatnie wyrazy cia̧gu x4 = 1.41421 i x5 = 1.414421
sa̧ rȯwne do pia̧tej cyfry po przecinku. To znaczy, że osia̧gneliṡmy wartoṡċ
pierwiastka

√
2 z dok ladnoṡcia̧ 5 znakȯw po przecinku.
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Ogȯlnie, pierwiastek kwadratowy
√

a z liczby nieujemnej a ≥ 0 obliczamy z
formu ly rekurencyjnej

xn+1 =
1

2
(xn +

a

xn

), n = 0, 1, 2, ...; (16)

Cia̧g o wyrazach x0, x1, x2, ..., xn → √
a, gdy n → ∞, jest zbieżny do

pierwiastka kwadratowego
√

a, dla dowolnej wartoṡci pocza̧tkowej x0.

Example 0.7 Oblicz
√

3 z dok ladnoṡcia̧ 5 znakȯw po przecinku.

Rozwia̧zanie.

Pierwiastek kwadratowy
√

3 obliczymy z dok ladnoṡcia̧ 5 znakȯw po przecinku
stosuja̧c formu lȩ (16)

xn+1 =
1

2
(xn +

3

xn

), dla n = 0, 1, 2, 3, 4, 5;

startuja̧c z wyrazu pocza̧tkowego x0 = 1.

x0 = 1

x1 =
1

2
(1 +

3

1
) = 2

x2 =
1

2
(2 +

3

2
) = 1.75

x3 =
1

2
(1.75 +

3

1.75
) = 1.7321

x4 =
1

2
(1.7321 +

3

1.7321
) = 1.73205

x5 =
1

2
(1.73205 +

3

1.75205
) = 1.73205

Zauważamy, że dwa ostatnie wyrazy cia̧gu x4 = 1.73205 i x5 = 1.73205 sa̧
rȯwne do pia̧tej cyfry po przecinku. To znaczy, że osia̧gneliṡmy wartoṡċ pier-
wiastka

√
3 z dok ladnoṡcia̧ 5 znakȯw po przecinku.

W systemie Mathematica formu lȩ iteracyjna̧ (16) piszemy w postaci nastȩpuja̧cej
funkcji rekurencyjnej

sol[1]=1.;

sol[n_]:=sol[n]=(sol[n-1]+a/sol[n-1])/2

Pierwiastek kwadratowy
√

a z liczby nieujemnej a ≥ 0 obliczamy w Mathe-
matica przez wykonanie instrukcji

sol[1]=1.;

sol[n_]:=sol[n]=(sol[n-1]+a/sol[n-1])/2;

Table[sol[n],{n,1,m}]
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dla danej liczby a ≥ 0 i danej iloṡci wyrazȯw cia̧gu iteracji m. 1

W wyniku wykonania powyższych instrukcji w Mathematica otrzymamy listȩ
m kolejnych wyrazȯw x0, x1, x2, ..., xm cia̧gu przybliżeṅ wartoṡci pierwiastka√

a.

Prof. dr Tadeusz STYŠ Warszawa, 25 październik, 2018

1W Mathematica, bez odwo lywania siȩ do rekurencji, wartoṡċ pierwiastka kwadratowego z liczby
a, otrzymujemy jedna̧ instrukcja̧ sqrt[a]. Dla liczby ujemnej a < 0 otrzymamy pierwiastek zespolony.


