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0.1 Prosta regresji.

Za lȯżmy, że w wyniku pomiarȯw wielkoṡci y(x) zależnej od argumentu x w
punktach

x0, x1 x2, ..., xm

otrzymaliṡmy wartoṡci

y0, y1 y2, ..., ym,

ktȯre zanotowaliṡmy w postaci tabeli

Tabela danych punktȯw (x, y)

x x0 x1 x2 ....... xm

y y0 y1 y2 ....... ym

Na przyk lad zmierzyliṡmy temperetarȩ w każda̧ poniedzia lek wrzeṡnia, 2018 i
zanotowaliṡmy wyniki pomiaru w tabeli

Tabela 1
dzieṅ 1 8 15 22 29

temperatuta 15 17 20 14 10

W tym doṡwiadczeniu m = 4

(1)

0.2 Prosta regresji

Prosta regresji o rȯwnaniu

y(x) = a1x + a0

jest najlepiej dopasowana̧ prosta̧ do danych punktȯw (xi, yi), i = 0, 1, 2, ...., m
w sensie najmniejszych kwadratȯw.
Prosta jest najlepiej dopasowana̧ do danych punktȯw w tabeli w sensie najm-
niejszych kwadratȯw, jeżeli suma kwadratȯw odlegoṡci wszystkich punktȯw od
prostej po lożonej na p laszczyźnie kartezjaṅskiej jest najmniesza.
Wspȯ lczynniki a0, a1 obliczmy rozwia̧zuja̧c nastȩpuja̧cy uk lad dwȯch rȯwnaṅ

s0a0 + s1a1 = v0

s1a0 + s2a1 = v1
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gdzie

s0 = m + 1,

s1 = x0 + x1 + x2 + · · · + xm =
m∑

i=0

xi,,

s2 = x2

0
+ x2

1
+ x2

2
+ · · · + x2

m
=

m∑

i=0

x2

i
,

v0 = y0 + y1 + y2 + · · · + ym =
m∑

i=0

yi,

v1 = x0 ∗ y0 + x1 ∗ y1 + x2 ∗ y2 + · · · + xm ∗ ym =
m∑

i=0

xi ∗ yi

Uk lad dwȯch rȯwnaṅ o wspȯ lczynnikach s0, s1, s2 i prawych stronach v0, v1

wynika z warunku na minimum funkcji

φ(a0, a1) = (a0 + a1 ∗ x0 − y0)2 + (a0 + a1 ∗ x1 − y1)2 + · · · + (a0 + a1 ∗ xm)2

=
m∑

i=0

(a0 + a1xi − yi)
2,

dwȯch zmiennych a0, a1.

Warunek na minimum funkcji dwȯch zmiennych jest sformu lowany w pojci-
ach pochodnych cza̧stkowych funkcji wielu zmiennych i wykracza poza za-
kres programu szkȯ l ṡrednich. Sam uk lad dwȯch rȯwnaṅ jest prosty i  latwo
rozwia̧zywany metoda̧ eliminacji niewiadomych a0, a1.

Przyk lad 0.1 Znajdź rȯwnanie prostej

y(x) = a1 ∗ x + a0

najlepiej dopasowane do danych w tabeli (1) i podaj jej wykres we wspȯ lrzȩdnych
kartezjaṅskich x, y.
Oblicz temperaturȩ 20-go wrzeṡnia, 2018 roku y(20) z rȯwnania prostej re-
gresji.

Rozwia̧zanie.

Obliczamy wspȯ lczynniki s0, s1, s2 i prawe strony v0, v1 dla m = 4 i danych w
tabeli (1)

s0 = m + 1 = 4 + 1 = 5,

s1 = x0 + x1 + x2 + · · · + xm = 1 + 8 + 15 + 22 + 29 = 75,

s2 = x2

0
+ x2

1
+ x2

2
+ · · · + x2

m
= 1 ∗ 15 + 8 ∗ 17 + 15 ∗ 20 + 22 ∗ 14 + 29 ∗ 10 = 1615,

v0 = y0 + y1 + y2 + · · · + ym = 15 + 17 + 20 + 14 + 10 = 76,

v1 = x0 ∗ y0 + · · · + xm ∗ ym = 1 ∗ 15 + 8 ∗ 17 + 15 ∗ 20 + 22 ∗ 14 + 29 ∗ 10 = 1049
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Dla danych w tabeli (1) otrzymamy nastȩpuja̧cy uk lad dwȯch rȯwnaṅ

5a0 + 75a1 = 76

75a0 + 1615a1 = 1049

Rozwia̧zanie uk ladu metoda̧ eliminacji Gaussa.
Pomnȯżmy obie strony pierwszego rȯwnanie przez 15 i odejmijmy stronami
rȯwnanie drugie od rȯwnania pierwszego, jak niżej

5a0 + 75a1 = 76 | ∗ 15, 75a0 + 1125a1 = 1140,

75a0 + 1615a1 = 1049, 75a0 + 1615a1 = 1049,

−−−−−−−−−−−−− −−−−−−−−−−

1125a1 − 1615a1 = 1140 − 1049, −490a1 = 91

Z rȯwnania −490a1 = 91 obliczamy

a1 =
91

−490
= −

13

70
= −0.185714

z rȯwnania 5a0 + 75a1 = 76 obliczamy

a0 =
76 + 75 ∗ 13

70

5
=

1259

70
= 17.9857

Rȯwnanie prostej regresji najlepiej dopasowanej do danych w tabeli (1) w
sensie metody najmniejszych kwadratȯw

y =
1259

70
−

13

70
x, lub y = 17.9857 − 0.185714x

Temperatura 20-go wrzṡnia y(20) = 17.9857 − 0.185714 ∗ 20 = 14.18856.
Wykres prostej regresji

y(x) = 17.9857 − 0.185714 ∗ x

-
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Prosta regresji y = 18 − 12.6x

Zauważmy, że żaden z danych punktȯw w tabeli (1) nie leży na prostej regresji.
Pomimo tego prosta jest najlepiej dopasowana do tych danych w sensie metody
najmniejszych kwadratȯw.
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0.3 Zadania

Zadanie 0.1 Wzrost ch lopca zanowtowano w tableli

Tabela 2
rok 1 rok 5 lat 10 lat 15 lat 20 lat

wzrost 80cm 100cm 140cm 160cm 180cm

W tym doṡwiadczeniu m = 4

• Znajdź rȯwnanie
y(x) = a1x + a0

prostej regresji dla danych w powyższej tableli 2.

• Na p laszcyźnie katezjaṅskiej we wspȯ lrzdnych x, y zaznacz punkty

(x0, y0) = (1, 80), (x1, y1) = (5, 100),

(x2, y2) = (10, 140), (x3, y3) = (15, 160),

(x4, y4) = (20, 180)

i podaj wykres prostej regresji.

• Oblicz wzrost ch lopca y(18) w wieku 18 lat z prostej regresji.

Prof. dr Tadeusz STYŠ Warszawa, 18 wrzesieṅ 2018.


