Chapter 1

Interpolacja

1.1 Interpolacja liniowa

Zacznijmy opis pojecia inter-polacji od prostego przyktadu.

Przyklad 1.1 Oblicz ile kilometrow przejechat samochod po 8 godzinach jazdy,
jezeli po jednej godzinie jazdy przejechat 100km, a po 6 godzinach jazdy przejechat 500km.
Zatem mamy dane

czast || to=1h t*=3h | t; =6h
droga s || so = 100km | s* =7 so = H00km

Mowimy inter-polacja, gdyz punkt t* € [to,t1] w ktorym szukamy wartosci
interpolowanej s* lezy pomiedzy danymi weztami to = 11 t; = 6.
Przez dwa punkty

(t(], SQ) = (1, 100), (tl, 81) = (6, 500)

na plaszczyznie kartezjanskiej prowadzimy prosta o rownaniu

t—1 t—1g
= So—l— S
to — 11 t1 — g

Sprawdzamy, ze prosta o rownaniu (1.1) przechodzi przez dane punkty (o, so) ¢ (1, $1)-

Mianowicie

to — 11 to — to
S0 S

to — 11 to — 1o

t1 — 11 t1 — g

dlat=1 obliczam s(ty) = s 1 = S1.
15 Yy (1) to—t10 tl—tol 1

dlat =ty, obliczamy s(to) = 1 = So,

Podstawiajac do rownania (1.1)
t(]:l, 50:100 1 t1:6, s1 = 500

1



otrzymamy rownanie prostej interpolacji

t—6

t—1
s(t) = ——100 + ——500,

s(t) = —(t — 6)20 + (t — 1)100,
s(t) = 80t — 20.

1-6

prosta interpolacji

6—1

(1.2)

Teraz mozemy obliczyc¢ ile kilometrow samochod przejechal po 3 godzinach
jazdy.

Y

400

300

200

$(3) =80 %3 — 20 = 240 — 20 = 220

Okazalo sig, ze kierowca przekroczyl predkose, ktora kamera zarejestrowala
i po 3 godzinach jazdy samochod przejechat 230km o 10km wiegcej niz inter-
polowana wartosc¢ 220km.
Na rysunku zaznaczone sa interpolowana odleglos¢ 220km i rzeczywista od-
legtose 230km po 3 godzinach jazdy (t* = 3h).

Wysokos¢ rzeczwista s = 230m

¢ « s1 = 500m

1.2 Ekstra-polacja liniowa

Ekstra-polacje liniowa wyjasniamy w nastepnym przykladzie.

Przyklad 1.2 Oblicz ile kilometrow przejechat samochod po 7 godzinach jazdy,
jezeli po jednej godzinie jazdy przejechat 100km, a po 6 godzinach jazdy przejechat 500km.
Zatem mamy dane

czast

to = 1h

t; = 6h

t*=T7h

droga s

so = 100km

s1 = 500km

s* =7

Mowimy ekstra-polacja, gdyz punkt t* ¢ [to, 1] w ktorym szukamy wartosci
ekstra-polowanej s* lezy poza danymi weztami tp =11 t; = 6.
Przez dwa dane punkty

(t(], S(]) = (1, 100) 7 (tl, 81) = (6,500)



na plaszczyznie kartezjanskiej prowadzimy prosta

t—1; t—to

t —
s(t) 1+t1—tos

_ 1.3
to—t1 2 (1.3)

Sprawdzamy, ze prosta o rownaniu (1.3) przechodzi przez dane punkty (o, so) 7 (t1, $1)

to — t1 to — to
s(tg) = So + So = Sy,
(t0) = (o s0+ s = 5o
t1 — 1o t1 —to
s(t1) = So + S9y = S7.
(1) to—tlo tl_t02 1

Podstawiajac do rownania (1.3)
t(]:l, 80:100 1 t1:6, s1 =500

otrzymamy rownanie prostej interpolacji

t—6 t—1
-1 -
() = 7100 + =500,
s(t) = —(t — 6)20 + (¢ — 1)100, (1.4)
s(t) = 80t — 20.

Zatem po 7 godzinach jazdy samochod przejechat
s(3) =80 % 7 — 20 = 560 — 20 = 540

Na rysunku zaznaczona jest ekstra-polowana odlegltosc 540km po 7 godzinach
jazdy (t; = Th).

Y

Wysokosé ekstrapolowana s* = 540m.

*
— s¥ = 540m

@« 59 = 500m

1.3 Interpolacja kwadratowa

Interpolacja kwadratowa polega na znalezieniu trojmianu kwadratowwego, ktorego
wykres przechodzi przez 3 dane wezly interpolacyjne.
Rozpatrzmy nastepujacy przyktad.



Przyklad 1.3 Oblicz na ile metrow w gore wzniesie sie samolot po 4 minutach
lotu, jezeli po 1 minucie lotu samolot osiggngt wysoksc 1000m, a po & minutach
samolot osiggngt 10000m. Zatem mamy dane

czast to=0min. | t1=1min. | t* =4 min. | t2 = 5 min.
wysokosc h || ho =0m hi1 = 1000 h* =7 he = 10000 m

Mowimy inter-polacja, gdyz punkt t* € [to,t2] w ktorym szukamy wartosci
interpolowanej h* lezy pomiedzy danymi weztami to = 0 ity = 5.
Przez 3 dane punkty

(t0> hO) = (0> 0)> (tb h2) = (1> 1000)> (t2> h2) = (5> 10000)
na plaszczyznie kartezjanskiej przechodzi jeden trojmian kwadratowy

(t —t1)(t — t2) (t —to)(t — t2) h (t —to)(t — t1)
(to — t1)(to — t2) ’ (t1 —to)(t1 — t2 ' (ta —to)(t2 — t1)

h(t) = he (1.5)

Sprawdzamy, ze trojmian o rownaniu (1.5) rzeczywiscie przechodzi przez dane
punkty (to, so), (t1,%1) @ (t2, ho)

(to — t1)(t — t2) (to — to)(to — t2) (to — to)(to — t1)
h(to) = ho + hi + hy = ho,
(to) Eto—tlggto—tgg T T Etg—toggtg—tlg 20
t1 —11)(t1 — ¢ t to)(t1 — t2) t1 —1g)(t1 — ¢
h(tl) 1 1 1 2 0 (1 0 1 2 1 0 1 1 h,g :h,l,
T e e Y
to —11)(to — 1o to — tg)(to — 1o to —1tg)(to — 1
h(ty) = ho = h
(t2) (to — t1)(to — t2) ’ (tl—to)(t1—t2 (tz—to)(tz—t1) ? ?

Po podstawieniu do rownania (1.5) danych

(t0> hO) = (0> 0)>
(t1,h1) = (1,1000)
(t2, h2) = (5, 10000)

otrzymamy rownanie trojmianu interpolacji

(t—1)(t—5) (t—0)(t—5) (t—0)(t—1)
h(t) = %0 2 % 1000 + % % 10000
O = w-no=s T acoa=s "t 500"
t2 —6t+5 (t? — 5t 2 —t
— 1 1
- # 0 = #1000 + ——= + 10000
h(t) = —250t% + 1250t + 500 * t* — 500¢)

= 250t% 4 750t.
N—————

trojmian interpolacji



Teraz mozemy obliczyc¢ na ile metrow samolot wniost sie w gore po 4 minutach
lotu
h(4) = 250 * 4°m + 750m * 4 = 4000m + 3000m = 7000m

Na rysunku zaznaczona jest interpolowana wysokos¢ samolotu 7000m po 4
mbnutach (t* = 4 min.) lotu.

R hy = 10000m

e TO00L 4 B* = 7000m

tg £ 0 tp =1 2 3 t* =4 ty =5

1.4 Interpolacja kubiczna

Podobnie jak interpolacja liniowa i kwadratowa, interpolacja kubiczna polega
na wyznaczeniu wielomianu 3-go stopnia (n = 3), ktory w danych 4-ech
weztach interpolacyjnych

to, 1, t2,t3

przyjmuje zadane wartosci

ho, hi, ha, hs.
Rozpatrzmy nastepujacy przyktad.

Przyklad 1.4 Oblicz na ile metrow w gore wzniesie sie samolot po 4 min-
utach lotu, jezeli po 1-ej minucie lotu samolot osiggngt wysoks¢ 1000m, po
3-ej minucie lotu samolot osiggngt 3000m, i po 5-ciu minutach lotu samolot
ostggnal wysokosé 10000m.

Zatem mamy dane do wyznaczenia jedynego wielomianu kubicznego w nizej
podanej tabeli

czast t(]:O t1:1 t2:3 t* =4 t3:5
droga s || ho = 0m | hy = 1000km | he = 3000m | h* =7 | hg = 10000m

Mowimy inter-polacja, gdyz punkt t* € [to,t3] w ktorym szukamy wartosci
interpolowanej h* lezy pomiedzy danymi weztami to = 01 t3 = 5.
Przez 4 dane punkty

(t07 hO) = (07 0)7

(t1, he) = (1,1000),
(t2, ho) = (5,3000),
(t3,h3) = (5, 10000)



na plaszczyznie kartezjanskiej przechodzi jedyny wielomian kubiczny

(t—t1)(t —t2)(t — t3)
h) = (to — t1)(to — t2)(to — t3) o
(t —to)(t —t2)(t — t5) L
(t1 —to)(tr — t2)(t1 — t3) ' (1.7)
(t —to)(t —t1)(t —t5) '
(ta —to)(t2 — t1)(t2 — t3)
(t —to)(t —t1)(t — ta)
(ts —to)(ts — t1)(ts — t2)

+ 2

+ 3

Latwo sprawdzi¢, ze wielomian kubiczny o rownaniu (1.7) przechodzi przez
dane punkty (to, s0), (t1,h1), (t2, he2), (ts, hs), to znaczy ze

h(to) = ho, h(t1) = h1, h(t2) = ha, ,h(ts) = hs.

Po podstawieniu danych

(t0> hO) = (07 0)7
(t1,hy1) = (1,1000)
(t2, ho) = (3,3000)
(t3, hg) = (5,10000)

do rownania (1.7), otrzymamy rownanie wielomianu kubicznego interpolacji

_ (=1)(t=3)(t=5) (t=0)(t=3)(t—5)
h(t) = we-s0-s) * O T (—oy=s)i=s * 1000
(t=0)(t—1)(t-5) (t=0)(t—1)(t—=3)
+ GooeoneE—) * 3000 + (5-0)(5-1)(5-3) ¥ 10000

(t—
(0—

)
t(t—3)(t—5) t(t—1)(t—5) t(t—1)(t—3)

= 125t(t — 3)(t — 5) + 250t(t — 1)(t — 5) + 250t(t — 1)(¢t — 3)

= 125t(t* — 4t + 11)

wielomian interpolacji

Teraz mozemy obliczyc¢, ze po t* = 4 minutach lotu samolot wzniost si¢ na
interpolowana wysokosc h* = 5500m.
Mianowicie podstawiajac do rownania (1.8) ¢ = 4, otrzymamy

h(4) = 125 % (4* — 4% 4 + 11) = 5500



Na rysunku zaznaczona jest interpolowana wysokos¢ h* = 5500m po 4-ech
minutach lotu samolotu.

10000
— — h3 = 10000m

9000

8000

7000

6000 Wysokosé interpolowana = 5500m

SOG ‘— h* = 5500
4000

000.

l X
2 ty =3 t* =4 tz =

1.5 Iterpolacja wielomianem stopnia n > 4

Ogolnie zagadnienie interpolacji polega na wyznaczeniu wielomianu, ktory w
zadanych n + 1 weztach interpolacyjnych z przedziatu [a, b]

Oa=To<T1 <Xy < ---<xT,=b
przyjmuje zadane wartosci

Yo, Y1, Y2, s Yn.

Doktadniej zagadnienie interpolacji wielomianem formulujemy w nastepujacy
Sposob:
Wyznacz wielomian

Pn(®) = ana” + a1z 4 -+ a1z + ag
stopnia co najwyzej n taki, ze
p(zi)=vy; dla 1=0,1,2,....,n.

W kazdym podreczniku Analyzy Numerycznej mozna znalezé dowod istenia
jedynego wielomianu p,(x), ktory spelia wyzej sformutowane warunki inter-
polacji.

Takim wielomianem interpolacyjnym jest wielomian w postaci Lgrange’a

Pn(®) = Ynln(2) + Yn-1ln-1(2) + yn-2ln—2(x) + - + 1101 (z) + yolo(x),
gdzie wielomiany Lagrange’a

(o) = (z—zo)(w —21) - (@ — i) (@ — @) - (T — xn)
lw) = z; — o) (w; — 1) -+ (T — i) (T — Tigr) - (T — )
dla 1=0,1,2,...,n.




Latwo sprawdzamy, ze wielomiany Lagrange’a [;(x) speliaja warunek

1, gdy i=k,
li(ze) = { 0, gdy 1i+#k.

Dlatego wielomian Lagrange’a p,(z) spelmia warunki interpolacji
po(zi) =1, 1=0,1,2,.. n.

Przyklad 1.5 W paragrafie interpolacja liniowa podalismy wielomian Lagrange’a

t—11 t—to
S0
to — t1 t1 — to

s(t) =

S1.

ktory dla zmiennej x = t, wezlow xg = tg, x1 = t1 i wartosci yo = So, Y1 = S1
przygmuje postac wielomianu Lagrange’a stopnia n =1
r — T r — X9

= ) 1.9
pi(z) $0_$190+I1_$0y1 (1.9)

Latwo sprawdzamy, Ze wielomian py(z) w weztach xo, 1 przyjmuje wartosci
Yo, Y1-

Mianowicie, przez podstawienie do rownosci (1.9) x = xqg lub x = 1, obliczamy
pi(zo) =0,  pi(z1) =1

Przyklad 1.6 W paragrafie interpolacja kwadratowaa podalismy wielomian
Lagrange’a

(t—t1)(t —t2) he (t—to)(t—tg)h N (t—to)(t —t1)

) = (to — t1)(to — t2) ’ (t1 —to)(t1 — t2 ' (t2 = to)(t2 — t1)

ha
ktory dla zmiennej x = t, weztow xg = to, ©1 = t1, T3 = ty i wartosci

Yo = ho, y1 = h1, yo = ho przyjmuje postac wielomianu Lagrange’a stopnia
n=2

(x — x1)(x — x2) (x — x0)(x — x2) (x — x0)(x — 1)
0 1
ZTo —1’1)(1’0 —1’2) (1’1 —1’0)(1’1 ) (1’2 —1’0)(1’2 —1’1)
(1.10)
Latwo sprawdzamy, ze wielomian py(x) w weztach xg, x1, xo przyjmuje wartosci

Yo, Y1, Y2.

p2(I) = (

Mianowicie, przez podstawienie do rownosci (1.10) x = xg, x = x1 lub x = 9,
obliczamy

p2(x0) =yo, pa(x1) =1,  Dpa(T2) = Yo



Przyklad 1.7 W paragrafie interpolacja kubiczna podalismy wielomian La-
grange’a
(to —t1)(to — t2)(to — t3)

(t—to)(t —t2)(t — t3)

+ 1
(t1 —to)(ts — t2)(t1 — t3)
(t—to)(t =)t —ts) | (1.11)
(ta —to)(t2 — t1) (t2 — t3)
N (t—to)(t —t1)(t — ta) ,

(ts — to)(ts — t1)(t5 — t2)
ktory dla zmiennej x = t, weztow xg = tg, x1 = t1, o = to, x3 = t3 1 wartosci
Yo = ho, y1 = h1, y2 = ha, ys = t3 przyjmuje postac¢ wielomianu Lagrange’a
stopnia n =3

p3(x) = e~ )@ = 2)( - z5) Yo
(zo — 1) (0 — 22) (w0 — 3)
(z — o) (z — 22)(x — x3)

- (9«&1 - 930))((931 - 932))((931 - Jf)s)yl
- (22 — 20) (22 — 1) (2 — Is)yz
N (x — o) (x — x1) (T — x2) s

(23 — o) (23 — 1) (73 — 22)
Latwo sprawdzamy, Ze wielomian ps(x) w weztach xo, x1, T2, T3 przyjmugje
wartosci Yo, Y1, Y2, Ys. Mianowicie, przez podstawienie do réownosci (1.11)
T =229, * =21 lub x = x5, x = x3, obliczamy
ps(zo) =vo, ps(x1) =w1, ps(x2) =v2, p3(x3) = v

Przykiad 1.8 .
Rozpatrz funkcje

(a) ZnajdZ prostg interpolacyi y(x), ktora w punktach
r=0, =9

przyjmuje wartoscs
y(0) = £(0),  y(9) = f(9).
(b)  Oblicz wartosé¢ interpolowang y(4).

(¢) Podaj wykres prostej interpolacji y(x) i zaznacz na wykresie wartosé in-
terpolowang y(4). Oblicz blgd interpolacyi

e=f(4) —y(4)
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Rozwiazanie.

To (a). Rownanie prostej przechodzacej przez punkty (xo,v0), (z1,y1) dla

20 =0, yo=f(0)) =v0=0,

w postaci Lagrange’a

1'1:9, ylzf(g)

xr— T — Xy
y(r) = * 1Yo + * Y1,
Tog — X1 Tr1 — X
r—9 z—0
T) = *0 *3
-9
yla) = "= * 0+ 5 %3,
1
————
prosta interpolacji
To (b). Wartos¢ interpolowana
1 4
N~ —*xd=—.
y4) =3 3
Bilad interpolacji
1 4 2
= 4) — 4) = 4— —%4=2——-—=—
€= f(4) —p4) = Vi- 2 ~—+
Y
Funkcja y(z) = V&
3o Warteske y(0) =v9=3 + 4o = V=3
% - l:{@d el — y(4) = % Wartosé interpolowana

1.6 Zadania

Zadanie 1.1 .
Znajdz rownanie prostej interpolacji y(x) dla danych w tabeli

(a)

(b)

T

0

Y

1

Oblicz wartosé interpolowang y(1).

V9 =3
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(¢) Oblicz wartos¢ ekstra-polowang y(3).
(d)  Podaj wykres prostej interpolacji y(z).

(e)  Zaznacz wartosé interpolowang y(1) i wartosé ekstra-polowang y(3) na
wykresie prostej interpolacyi y(x).

Zadanie 1.2 .

(a) Znajdz rownanie trojmianu interpolacyi y(x) dla danych w tabeli
z||0]2]8
y|1]5] 10

(b)  Oblicz wartosé¢ interpolowang y(1).

(¢)  Zaznacz wartosé interpolowang y(1) na wykresie tréjmianu interpolacyi
y(@).
Zadanie 1.3 .

(a) ZnajdZ réwnanie wielomianu kubicznego interpolacyi y(x) dla danych w
tabeli

z|—=1|1]|2
yil 0 12]9

(b)  Oblicz wartosé interpolowang y(0).
(¢)  Podaj wykres wielomianu kubicznego interpolacji y(x).

(e) Zaznacz wartosé interpolowang y(0) na wykresie wielomianu kubicznego
interpolacji y(x).

Zadanie 1.4 .
Rozpatrz funkcje

flx)=+vVx—-1, dla z>1.

(a) Znajdz prostg interpolacyi y(x), ktora w punktach
r=1 =10
przyjmuje wartosct
y(0) = f(1),  »(9) = f(10).
(b)  Oblicz wartosé interpolowang y(5).

(¢)  Podaj wykres prostej interpolacji y(z) i zaznacz na wykresie wartosé
interpolowang y(5). Oblicz blgd interpolaciji

e=f(5) —y(®)

Prof. dr Tadeusz STYS Warszawa 8 pazdziernik, 2018



