Chapter 1

Wielomiany stopnia n

Pod pojeciem wielomiany rozumiemy najprostrza klase funkcji o bardzo sze-
rokim zakresie zastosowan.

W programnie rozszerzonym matematyki szkolty podstawowej wielomiany roz-
patrujemy jako naturalne uogolnienie funkcji liniowej i trojmianu kwadra-
towego w nastepujacej postaci:

Wielomianem stopnia n o danych wspotczynnikach ag, ay,as, - - -, a, i zmiennej
T nazywamy wyrazenie algebraiczne

() = ap+ a12 + agr® + azz® + -+ ap 02" A ap 12" Fanz”,  a, #0.
lub wielomiany zapisane w odwrotne;j kolejnosci wyrazow
Pu(®) = anz™ 4+ ap 12" Fap 0" 4 -+ arr +ag,  an #0.
dla zmiennej x € (—00,00).
Jezeli a, = 0 to wielomian jest stopnia co najwyzej n — 1.

Przyklad 1.1 W szczegolnosci wielomian stopnia n = 1

p1(x) = ap+ arz, x € (—00,00)
lub
p1(x) = a1 + ao, x € (—00,00)

jest funkcjg lintowq, ktora dla wspotczynnikow ag = 3, a; = 2 ma postac
p1(z) =3 + 2z, x € (—00,00)
lub

pi(x) =2z + 3, x € (—00,00).



Przyklad 1.2 W szczegolnosci wielomian stopnia n = 2

p1(z) = ap + a1z + axx?, 1 € (—00,00)
lub
p1(z) = asx® + a1x + ag, 1 € (—00,00)

jest trogmianem kwadratowym, ktory dla wspotczynnikow as = 2, as = 3,
a1 =4, ag = 5. ma postac

pi(x) =5+ 4z + 222, x € (—00,00)
lub
pi(x) = 22% + 4o + 5, x € (—00,00).

Przyklad 1.3 Wielomian stopnia n = 3

3

p3(T) = ap + a1z + ax?® + azz® € (—00,0)

lub

p3(x) = azx® + axx® + iz + a1 x € (—00,00)

jest wielomianem kubicznym, ktory dla wspolczynnikow ag =1, a; = 2
az = 3, 1 a3 = 4 ma postac

p3(z) =142+ 322 +42°, 1z € (—00,0),

ps(x) =42 + 327 + 22 + 3 x € (—00,00)

1.1 Operacje arytmetyczne na wielomianach

Operacje arytmetyczne na wielomianach wykonujemy w ten sam sposob jak
na wyrazeniach algebraicznych o danych w postaci wielomianow.

Suma 1 roznica dwumianow liniowych jest dwumainem liniowym.
[totnie, rozpatrzmy dwa dwumiany liniowe (dwie funkcje liniowe)
pi(z) = ag + arz,
pa(z) = bo + bix.

Suma i roznica tych dwumianow

p1(z) p2(z)

pi(z) £pa(x) = (ao+ ar1z) = (bo + biv),

= (a(] + b(]) + (a1 + bl)l’



jest dwumianem
q(x) = co + a1z,
o wsplezynnikach cg = ag & bg i a; £ by.
Przyklad 1.4 Rozpatrzmy dwa dumiany liniowe (funkcji liniowych)

b1 ($) =1+ 2I>
pa(z) = 3 + 4.
Suma 1 roznica tych dwumianow

p1(z) p2(z)
—_— ——
pi(x) £pa(r) = (14 22)+ (3 +4z),

= (143)+(2+4)

jest dwumianem liniowym dla sumy
q(z) =4+ 6z,
1 dla roznicy
q(z)=—-2—-2x
Lloczyn dwumianow liniowych ( funkcji liniowych)
p1(z) p2(z)

p1(x) xpa(x) = (ap+ arx)*(by + bix)

= ag* Dby + (ar * bo + ag * by)x + ay * by * x*

jest tromianem kwadratowym
p3(7) = co + 17 + cox®

o wsplezynnikach
Co = Qqp * b(],

c1 = (ay * bp + ag * by,

Co = al*bl,

Przyklad 1.5 lloczyn dwumianow liniowych

p1(z) p2(z)
—_—— ——
p1(x) xpo(x) = (14 2x)%(3+ 4x)

= 1%3+ (2%3+1%x4)x+2x4x2?

jest tromianem kwadratowym

pa(x) = 3 + 10z + 82



lloraz dwumianow liniowych (funkcji liniowych)

p1(z)
—_——
p1(x) ao + a1x
D2 ([L’) b(] + bll’
—_————

p2(z)

jest funkcjg wymierng
(:17) ag + a1 x
w = —
b(] + bll’
b
okreslong dla x # —b—o, jezeli by # 0
1

Przyklad 1.6 lloraz dwumianéw liniowych ( funkcji liniowych)

jest funkcjg wymierng

okreslong dla x # —%

Zauwazmy, ze funkcje wymierng w(x) mozemy przedstawic¢ w postaci

1 1

wir) =503

3
), TF# 1
Suma 1 roznica troymianow kwadratowych jest trogmianem kwadratowym.
Itotnie, rozpatrzmy dwa trojmiany kwadratowe
p1(x) = ap + a1w + asx?,
pa(x) = by + bz + box?.
Suma i roznica tych trojmianow

p1(z) p2(z)

pi(z) £pa(z) = (ap+ a1x + azz?) £ (b + b1z + box?),

= (a(] + b(]) + (a1 + bl)l’ + (ag + 62)1’2



jest trojmianem kwadratowym
q(z) = co + 17 + ca2?,

o wsplezynnikach cog = ag & by, a1 £ b1 1 co = ag £ bs.
lloczyn trojmianow kwadratowych

p1(z) p2(z)

p(x) xpa(x) = (ag+ arx+ agxz) * (bo + bix + 621’2)

= ag* by + (ag * by + ay * by)x + (ag * by + asby) * 2*
+ (ay * by + ag * by)x® + ay * by

jest wielomianem czwartego stopnia n = 4.
p3(z) = co + 1w + cpx? + c32® + cqn?

o wsplczynnikach
Co = Qqp * b(],

c1 = (ag * by + aq * by,
ngao*bg‘l'agbo,
ngal*bg—l—ag*bl,
C4:a2>l<bg

lloraz trojmianow kwadratowych

p1()
p(r)  aotaw+ asa?
po(x) by 4 bz + boa?
p2(z)

jest funkcjg wymierng
w(x) _ap T ax+ asx?
by + by + by

b
okreslong dla x # _b_o’ jezeli by # 0
1

Przyklad 1.7 Rozpatrzmy dwa trojmiany kwadratowe
pi(z) = 1+ 2z + 322,

po(x) = 3+ 4x + ba?.



Suma 1 roznica tych trojmianow

p1(z) p2(z)

pi(r) £ pa(x) = (14 22+ 32%) (3 + 4z + 52?),

= (143)+2+4z+ (3+5)22

jest trogmianem dla sumy

q(z) = 4 + 62 + 822,
1 dla roznicy

q(r) = —2 — 22 — 22°
lloczyn trojmianow

p1(z) p2(z)

pi(x) * pa(x) = (1422 + 32%) % (3 + 4z + 527)

= 143+ (1%4+2%3)x+ (1%5+3%3+2x4)z?
+ (2%5+3%4)z3 + 3 x5t

jest wielomianem czwartego stopnia n = 4
p3(x) = 3+ 100 + 222% + 222° + 152%.
lloraz trojmianow kwadratowych

p1(z)
—_—

() 1+ 2z + 322

p2(7) 3 + 4a + 52

p2(z)

jest funkcjg wymierng

() 1+ 2x + 322

w(r) = ——
3+ 4z + 5z

okreslong dla wszstkich liczb rzeczywistych x € (—o0,00), gdyz tréjmian
3+4r +52° >0
jest dodatni dla wszystkich rzecywistych wartosci zmiennej x

Rozpatrzmy dwumian liniowy i trojmian kwadratowym.

Suma i roznica dwumianu lioniowego i troymianu kwadratowego jest troymianem
kwadratowym.



[totnie, rozpatrzmy dwa trojmiany kwadratowe
pi(z) = ag + arz,
pa(x) = by + by + box?.
Suma i roznica tych trojmianow

p1(z) p2(z)

pi(x) £ pa(x) = (a0 + arz) = (bo + brz + bo?),

= (ag % bo) + (ay £ by)x + bya?

jest trojmianem kwadratowym
q(z) = co + 12 + cp2?,

o wsplezynnikach ¢ = ag & bg, a1 £ b1 1 co = bs.
lloczyn dwumianu liniowego przez trojmian kwadratowych

p1(z) p2(z)

pi(z) *pa(z) = (ao+ arx) * (bo + b1z + bez?)

= ag* by + (ag * by + ay *x bg)x + (ag * by + ay * by) * 2
+  (ay * bea®

jest wielomianem kubicznym stopnia n = 3.

3

25! (93) =co+ r + 02x2 + c3x

o wsplczynnikach
Co = Qqp * b(],

c1 = (ag * by + ay * by,
Cy = ao*bg +albl,
C3 = al*bg,

lloraz trojmianow kwadratowych

p1(z)

—_—
() _ ag + a1x
p2(x) bo + bz + by”
p2()
jest funkcjg wymierng
ao + a1 x

w(z)

B by + bix + byx?



okreslong dla x dla poza pierwiastkami rownania kwadratowego
bo + bix + bax? =0
Przyklad 1.8 Rozpatrzmy dwumian liniowy i trojmian kwadratowy
pi(z) =1+ 2z,
po(x) = 3+ 4x + ba?.

Suma 1 roznica tych trojmianow

pi(z) p2(z)
—_— r—’ﬁ
pi(x) £pa(x) = (14 2z)£ 3+ 42+ 527),

= (1+£3)+(2+4)z + 52?

jest trogmianem kwadratowym dla sumy

q(z) = 4 + 62 + 522,
1 dla roznicy

q(x) = -2 — 2z — 52?

lloczyn dwumainu przez trogmian

pi(z) p2(z)
—_— r—’ﬁ
pr(@) * po(x) = (142x) (344 + 527)

= 1%x34+ (1*%442%3)x+ (1 x5+ 2*4)a?+ 2% 5z?

jest wielomianem kubicznym n = 3
p3(x) = 3+ 10z + 132* + 102°

lloraz trojmianow kwadratowych

p1(z)
—
pi(r) 1+ 22

pa(z) 344w+ 5o’

p2(z)

jest funkcjg wymierng
142z

wiz) = 3+ 4x + ba?
okreslong dla wszstkich liczb rzeczywistych x € (—o0,00), gdyz tréjmian

3+4x+522 >0

jest dodatni dla wszystkich rzecywistych wartosci zmiennej x



W przypadku ogolnym operacje arytmetyczne na wielomianach wykonujemy
tak samo jak na wyrazeniach algebraicznych o danych sktadowych

pu(T) = ag + a1z + asx® + - -+ + a,a™,

pm(x) = bo + bix + box? + + - + bpz™.

1.1.1 Dazielenie wielomianu p,(z) przez dwumian = — x.
Wielomian
_ n n—1 n—2 2
Pn(®) = @p" + n 1"+ Ap o™+ -+ apx” + a1 + a,

dzielimy przez dwumian x—x wedlug schematu dzielenia podanego w nastepujacych
przyktadach:

Przyklad 1.9 Wykonaj dzielenie:

(> =1 :(z—1) = 2°+x+1

PR
2 -1

2 —x
r—1

r—1

0

Zauwazmy, ze wykonujemy odejmowanie pod kreska.

Zatem wielomian x® — 1 dzieli si¢ przez dwumian z — 1 i wynikiem dzielenia
jest tréjmian z? + x + 1.

Sprawdzamy wykonujac mnozenie

(z—D@* 4o+ =2+ -2 -1=2"-1
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Przykilad 1.10 Wykonaj dzielenie:
(2t =P —2?—2-2):(x-2) = 23+ +zx+1

xt — 223
x3 — 2
x3 — 222
2 —x
2

xr° — 2
xr—2

xr—2

0

Zauwazmy, ze wykonujemy odejmowanie pod kreska.

Zatem wielomian 2% — 23 — 22 — x — 2 dzieli sie przez dwumian x —2 i wynikiem
dzielenia, ktérym jest wielomian 2® + 2% + 2 + 1.

Sprawdzamy, ze

(z—=2)(x*+2?+2+1) = 2*+ad +a*+r—22° - 2207 —20 -2 = p'—2* —2? —x -2,

1.1.2 Dzielenie wielomianu p,(z) przez dwumian x — 7, z reszta.

Algorytm dzielenia wielomianéw jest rozszerzeniem algorytmu dzielenia liczb
czikowitych.

W powyzszych przykladach wykonaliSmy dzielenie wielomianu 3-go i 4-go stop-
nia przez dwumian x — xy bez reszty, r = 0. Na ogél wielomiany dziela sig¢
przez dwumian z reszta r # 0.

Jezeli dzielimy wielomian stopnia n > 1

pn(z) = ans™ + an12" '+ +aw +ag,  n>1,

przez dwumian x — xg to reszta r jest liczba.
Operacje dzielenia wielomianu p, (x) przez dwumian x — xg piszemy w postaci
pn(T) r

ZQn—l(I)_l' 5
xr — X T — Zo

n>1

gdzie q,—1(x) jest wielomianem stopnia n — 1, a r jest reszta.

Wynik dzielenia wielomianu p,(z) przez dwumian x — xo piszemy rowniez w
postaci
Pn(x) = g (x)(2 — 20) + 7

7 powyzszej rownosci wynika wzor na reszte, mianowicie

7 = pn(xo).
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Przykilad 1.11 Wykonaj dzielenie
(22" + 32 — 42* + 52 +6) : (z — 3)

(221 +32% — 42 + 52 +6) : (v —3) = 223+ 92% +232 + 74

2% — 623
9x3 — 4x?
9x3 — 2722
2322 + bz
2322 — 69z
T4z + 6
T4x — 222

Odpowiedz: Dzielac wielomian
pa(z) = 20" + 32° — 42° + 52 + 6
przez dwumian z — 3 otrzymamy wynik
g3(r) = 22° + 92° + 23z + 74

z reszty r = 226.
Wtedy piszemy

226
r—3

pa()
r—3

= (22° + 92* + 237 + 74) +

lub
pa(w) = 22" + 32° — 42 + 51 + 6 = (22° 4+ 92° + 237 + 74)(x — 3) + 226.

Skad reszta z dzielenia
r = ps(3) = 226.

1.1.3 Pierwiastki wielomianéw. Twierdzenie Bezouta

Zera funkcji liniowej lub funkcji kwadratowej znajdujemy stosujac znane wzory
podane w poprzednich artykutach na stronie heliantus.pl pod linkiem Prosem-
inarium. Znane sa rowniez wzory Cardano na pierwiastki wielomianéw trze-
ciego stopnia i czwartego stopnia. Wiadomo jednak, ze pierwiastkow wielomi-
anu stopnia wyzszego lub rownego 5 nie mozna wyrazic przez wspolczynniki
tego wielomianu uzywajac czterech operacji arytmetycznych i operacji pier-
wiastek. (Twierdzenie Abela-Ruffiniego, 1824-1845 A.D.)
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Natomiast pierwiastki niektérych wielomianéw stopni wyzszych znajdujemy
stosujac nastepujace kryterium:
Kryterium. Jezeli wielomian

Pu(®) = an2" + an_12" '+ -+ aw +ag,  n>1,

o wspotczynnikach ag,aq,as, ..., a, catkowitych ma pierwiastek xq, ktory jest
liczbg catkowitq, to pierwiastek xqy jest dzielnikami jego wyrazu wolnego ag,
piszemy Tolag.

To kryterium dotyczy tylko wielomianéw o wspoétczynnikach catkowitych, ktore
maja pierwiaski catkowite .

Usasadnienie tego kryterium jest proste. Mianowicie, niech calkowita liczba
xo # 0 bedzie pierwiastkiem wielomianu p,(x) stopnia n o wspdlczynnikach
catkowitych. Teraz pokazemy, ze xy jest dzielnikiem wyrazu wolnego ay.
Zachodzi oczywista réwnoscé:

pn(w0) =0,
(1.1)
Ll(ﬂ]) = anl’g_l + an_1$8_2 + -4 —I-@ =0.
Zo Lo

Wyrazenie podkreslone nawiasem

-1 -2
anTy  +an—1ry A+t an

jest liczba catkowita jako suma iloczynéw liczb catkowitych. Z réwnosci (1.1)
wynika, ze iloraz 90 ter jest liczba catkowita, gdyz suma jest zerem. Zatem
x

pierwiastek xq jest (c]lzielnikiem wyrazu wolnego ay.
Przyklad 1.12 ZnajdZ pierwiastk: catkowite wielomianu
p3(z) =2 —2°+2 -6
Rozwiazanie. Pierwiastka wielomianu
p3(r) =2 —2*+2—-6=0

szukamy wsrdd dzielnikéw 2 lub 3 wspélczynnika ag = —6.
Sprawdzamy czy xg = 2 jest pierwiastkiem tego wielomianu

p3(2) =22 —-2242-6=8-44+2-6=0

Zatem, dzielnik xg = 2 jest pierwiastkiem wielomianu py(z).
Teraz sprawdzamy czy xo = 3 jest pierwiastkiem tego wielomianu

p3(2) =3 -3"4+3-6=2T-94+3-6=12#0

Dzielnik xy = 3 nie jest pierwiastkiem wielomianu p3(z).
Zauwazmy, ze dla niektérych wielomianow zaden z dzielnikéw wspdtezynnika
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ap nie jest pierwiastkiem.
Na przyktad wielomian
po(x) = 2% + 22 + 8

nie ma zer rzeczywistych, gdyz wyréznik A = —28 jest ujemny.
Podstawowa informacja o istnieniu pierwiastkow wielomianu jest twierdzenie
Bezouta.

Twierdzenie 1.1 Liczba xq jest pierwiastkiem wielomianu
pu(®) = an2" + ap12" '+ -+ ax +ag, n>1,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ten wielomian jest podzielny przez dwumian x — xg.

Dowéd. Zauwazmy, ze twierdzenie Bezouta jest warunkiem koniecznym i
dostatecznym na to zeby liczba xy € R byta pierwiastkiem wielomianu.
Warunek konieczny znaczy:

Jezeli wielomian p,(x) jest podzielny przez dwumian x — xo to liczba xq jest
pierwiastkiem wielomianu, to znaczy pn(xo) = 0 oraz reszta r = 0.

Zatem niech wielomian p,, (z) bedzie podzielny przez dwumian x—x( bez reszty.
wtedy ten wielomian ma postaé

pn(z) = (¥ — 20)gn-1(2)

gdzie ¢,—1(x) jest wielomianem stopnia co ajwyyzej n — 1.

Skad dla z = xy wynika réwnos¢ p,(z¢) = 0 i dlatego xo jest pierwiastkiem
tego wielomianu.

Warunek dostateczny znaczy:

Jezeli liczba xy € R jest pierwiastekiem wielomian p,(x) to ten wielomian jest
podzielny przez dwumian x — xg z ressztg v = 0.

Wiadomo, ze dzielac wielomia p, (x) przez dwumian x—xy otrzymamy réwnosé

Pn(x) = gn-1(2)(x — 20) + 1, (1.2)
gdzie ¢,_1(x) jest wielomianem stopnia n — 1.
Jezeli xg jest pierwiastkiem wielomianu, to
pn(z0) =0 @ przez rownanie (1.2) p,(xo) =7
Zatem reszta r = 0. Wtedy z réwnosci (1.2) wynika posta¢ wielomianu
Pn(®) = Gnr(2)(z — 20), (13

w ktérej jest czynnik x — xy. Dlatego wielomian p,(x) jest podzielny przez
dwumian x — zy z reszta r = 0.
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1.1.4 Rozklad wielomianu na czynniki

Z twierdzenia Bezouta wynika nastepujacy wniosek:
Whniosek. Niech liczby rzeczywiste x1, xo, ..., xg, k < n bedq zerami wielomi-
anu

Pn(T) = and™ + an1z" '+ aw +ag, n>1,

wtedy ten wielomian mozna zapisaé w postact iloczynu
Pu(x) = (x —21) (0 — 22) -+ (¥ — k) G-k () (1.4)

n — k czynnikow liniowych (r — x;), i = 1,2,....k, 1 wielomianu G,—i(x)
stopnia n — k.
Istotnie dla & = 1 z twierdzenia Bezouta wprost wynika iloczyn

pn(z) = (¥ — 21)gn-1(2)

Stosujac powtdrnie twierdzenie Bezouta do wielomianu g,_;(x) dla zera xo
otrzymammy rozktad

o) = (z = 21)(2 = 22)gn—2()

Powtarzajac zastosowanie twierdzenia Bezouta dla nastepnych zer wielomianu
pn(z) otrzymamy rozktad (1.4) wielomianu na czynniki liniowe i wielomianu

Gn—1 (7).
Zauwazmy, ze rozktad wielomianu stopnia n > 1

() = apt" + ap_12" M 4+ - F a1 +ag,  an #0,
jest réwnowazny z rozktadem wielomianu
pu(z) ="+ ap 12" '+ +ax+a, n>1,

ze wspotezynnikiem a,, = 1, gdyz wspolezynnik a,, # 0 zawsze mozemy wyciagnac
przed nawias.

Teraz z sformutujemy twierdzenie podstawowe o rozktadzie wielomianu naczyn-
niki nierozktadalne:

Twierdzenie 1.2 KazZdy wielomian
po(z) =" +ap 12" '+ +ax+a, n>1,

rozktada sie na czynniki liniowe  — xo lub czynniki kwadratowe x* 4 a1x + ag
z wyrdznikiem a? — 4ag < 0 wjemnym. Ten rozklad jest jednoznaczy.

Nizej wyliczmy nastepujace metody rozkladania wielomianéw na czynniki:
Sposoby rozkladania wielomianéw na czynniki.

1. Roktad tromianu kwadratowego az? + bx + ¢
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2. Wyciaganie wspolnego czynnika przed nawias
3. Sposéb grupowania wyrazow
4. Stosowanie wzoréw uproszczonego mnozenia
5. Znajdowanie zer wielomianu o wspétczynnikach catkowitych.
Przyklad 1.13 Roztoz na czynniki wielomian kwadratowy
po(7) = ax® + br + ¢

Rozwiazanie. Wielomian kwadratowy rozktada sie na czynniki w zaleznosci
od znaku wyréznika A = b* — 4ac. Mianowicie, jezeli wyréznik A > 0 jest
nieujemny, wtedy ten tréjmian ma dwa pierwiastki rzeczywiste i rozklada sig
na czynniki

ar? +br +c = a(x — z1) (v — 23)

Ten przypadek obejmuje rowniez pierwiastek podwéjny kiedy A = 01 x1 = xo.
Jezeli wyréznik A < 0 jest ujemny to tréjmian ax?+ bx + c jest nie rozkladalny
i wtedy czynnikiem jest wyrazenie ax? + bz + c.

Przyklad 1.14 Rozléz na czynniki nastepujgcy wielomian przez grupowanie
wyrazow 1 wycigganie wspolnego czynnika

p3(z) = 2° — 20% — 4z + 8

Rozwiazanie. Stosujemy kombinacje powyzszych sposobéw. W tym przy-
padku grupujemy wyrazy pierwszy i drugi oraz trzeci i czwarty potem wyciagajaamy
przed nawias 22 oraz 4, w ten soséb otrzymamy

p3(x) =23 — 222 — 42 +8 = 2*(x—2)—4(xr—2)
= (v —2)(z* —4)

Dalej, stosujac wzér na réznice kwadratéow 2 — 4 = (z — 2)(z + 2) dostajemy
rozktad tego wielomianu na czynniki

p3(r) =23 — 222 — 4o +8 = 2*(v—2)—4(r—2) = (v —2)(a® — 4)
= (z-2)(z —2)(x+2) = (z—2)*(x +2).
Przyklad 1.15 Rozloz na czynniki nastepujacy wielomian
pa(x) = 2 + 52% + 22 + 10

Rozwiazanie. Stosujemy kombinacje powyzszych sposobéw. W tym przy-
padku wyciagajac przed nawias z? oraz 5, otrzymamy

p3(r) =23+ 522+ 20+ 10 = 2%*(z+5) + 2(z + 10)

= (z+5)(a*+2)
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Poniewaz wyrazenie kwadratowe x2 + 2 > 0 jest wszedzie dodatnie to rozklad
tego wielomianu na czynniki

p3(z) = 2% + 52220 — 10 = 2*(z +5) + 2(z + 10)
= (z+5)(="+2)
zawiera czynnik liniowy x + 5 i czynnik kwadradratowy z? + 2, ktéry jest nie
rozktadalny.
Przyklad 1.16 Rozloz na czynniki nastepujgcy wielomian
pa(z) = 2" — 42 — 2% + 162 — 12
Rozwiazanie. W tym przypadku zer wielomianu o wspdtczynnikach catkowitych
szukamy wsréd dzielnikéw —2, —1,1,2, 3,4, 6 wyrazu wolnego ay = —12.
1. Sprawdzamy czy dzielnik xo = —2 jest zerem tego wielomianu

pa(—2) = (—2)*—4(=2)> - (=2)2+16(-2)—12 = 16 +32—4—32—12 = 0

Zatem xy = —2 jest zerem tego wielomianu i wielomian zawiera czynnik
T+ 2.
2. Sprawdzamy czy dzielnik xo = —1 jest zerem tego wielomianu

pa(—1) = (=1)*=4(=1)>—(=1)*+16(—1)—12 = 14+4—-1-16—12 = —32 £ 0.
Zatem zy = —1 nie jest zerem tego wielomianu.
3. Sprawdzamy czy dzielnik x¢o = 1 jest zerem tego wielomianu
pa(1) = (D" —4(1)* — (1)* +16(1) —12=1-4—-14+16-12=0

Zatem xy = 1 jest zerem tego wielomianu i wielomian zawiera czynnik
xr—1.

4. Sprawdzamy czy dzielnik zo = 2 jest zerem tego wielomianu
pa(2) = (2)* —4(2)° = (2)* +16(2) —12=16—-32—-4+32—-12=0

Zatem xy = 2 jest zerem tego wielomianu i wielomian zawiera czynnik
T — 2.

5. Sprawdzamy czy dzielnik xy = 3 jest zerem tego wielomianu
pa(3) = (3)* —4(3)> = (3)* +16(3) —12=81 —108 — 9+ 48 — 12 =10

Zatem xy = 3 jest zerem tego wielomianu i wielomian zawiera czynnik
x — 3.
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Odpowiedz: Rozktad wielomian ps(x) na czynniki liniowe
pa(z) =2 —42® — 2 + 162 — 12 = (2 + 2)(x — 1)(z — 2)(z — 3).
Zadanie 1.1 Rozloz na czynniki nastepujgce wielomiany:
1. Trojmian kwadratowy

po(x) = 22% + 62 + 4

2. Wielomian
ps(z) = (2° — 8) + (% — 4)
3. Wielomian
pa(z) = 2% + 62° + 1222 + 112 + 6
1.1.5 Nieréwnosci wielomianowe

W tematach funkcje liniowe i kwadratowe opisane zostaly sposoby rozwiazywania
nierownosci linowych i kwadratowych. Teraz zajmiemy sie rozwiazywniem
nieréwnosci wyzszych stopni n > 3.

Rozpatrzmy nastepujaca nierownosc:

() =anz" +ap 12"+ fartag >0 n>1, a,#O0.
Rozwiazujac powyzsza nierdwnosé¢ wykonujemy nastepujace czynnosci:
1. Rozkladamy ten wielomian na czynniki
() = an(z — x1)(x — 22).... (T — T ) @i (), @, # 0.

W powyzszym rozktadzie dopuszczamy k pierwiastkéw rzeczywistych wlaczajac

pierwiastki wielokrotne, x1, x2, ...., xx. Zauwazmy, ze jezeli k = n to wielo-
mian p,(x) rozklada sie na czynniki lioniowe i ma wszystkie pierwiastki
rzeczywiste Ty, Ta, ..., Tp.

Tutaj g,—r(z) jest wielomianem stopnia n — k nie rozktadalnym na czyn-
niki liniowe. To znaczy, ze wielomian g,_(z) zawiera tylko czynniki
kwadratowe postaci 22 +bx +e¢, z wyréznikiem A = b —4¢ < 0 ujemnym.

2. Zuwazamy, ze nier6wnos¢é
() = an(z — 1) (x — x2).... (T — 2 ) @i () > 0, a, #0.
jest réwnowazna z nieréwnoscia
pu(r) = (v — 1) (T — 22). (¥ — 21)Gni(7) >0, gdy a, >0,
lub réwnowazna z nieréwnoscia

() = (x — 1) (2 — 22).c( — 2k)Gn—i(x) <0, gdy a,<0.
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Poniewaz obie strony nieréwnosci zawsze mozemy podzieli¢ przez liczbe

a, # 0 rézna od zera zachowujac kierunek nieréwnosci, gdy liczba wspotczynnik
a, > 0 jest dodatni i zmieniajac zwrot nieréwnosci, gdy wspotczynnik

an < 0 jest ujemny.

3. Rozwiazanie odczytujemy z wykresu funkcji
e Przypadek a, > 0 i wszystkie zera wielomianu xy, xa,..., Tx sa rozne
x; # x; dlai # 7.
Na rysunku przykiad nieréwnosci dla wielomianu

ps(z) = 22° — ' —102° +52° + 82 -4 >0, a5=2>0.

Rozkladamy ten wielomian na czynniki

ps(z) =(z+2)(z+1)(z — %)(a: —1)(xz-2)>0

Odczytujemy zera r; = —2, :E%/: -1, x3 = %, ry=1, x5 =2
RN
/_T_\ e \ —+
Z —_/’_2 To~= —1 T3~ % 1’4: 1 Ty = 2
) \\__ ////////
\\\\_’//
Nieréunosé dla wielomianu ps(x) > 0.

7 wykresu odczytujemy rozwiazanie, to znaczy te przedzialy w ktérych
wielomian jest nieujemny:
Zatem, nieréwnos¢ ta jest prawdziwa dla z € [—2, —1] U [3,1] U [2, o0]

e Przypadek a, < 0 i wszystkie zera wielomianu xy, xa,..., ) sa rozne
x; # x; dlai # 7.
Na rysunku przykiad nieréwnosci dla wielomianu

ps(x) = —22° + 2 +102° =522 —8x4+4>0, a5=—-2<0.

Rozkladamy ten wielomian na czynniki

po(r) = ~2a + 2)(x + Dle — )&~ 1)z ~2) >0

Dzielac obie strony tej nieréwnosci przez —2, otrzymamy nierdwnosé
przeciwna i réwnowazna

ps(x) = (2 + 2)(z + 1)(z — %)(x 1)@ -2)<0.
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7. wykresu odczytujemy zera x; = —2, 19 = —1, x3 = %, Ty =
1, x5 = 2 i zaznaczmy te zera na nizej podanym rysunku
Yy
ST
-~ \\
/—\ /_/ \\\
\‘\\ - // \\: //////
Y
\\\__,//

Nieréunosé dla wielomianu ps(x) < 0.

Z wykresu odczytujemy rozwiazanie to znaczy te przedziaty w ktorych

wielomian jest niedodatni:

Zatem nier6wnos¢ ta jest prawdziwa dlaz € [—oo, —2|U[—1, 3]U[1, 2].
e Przypadek gdy wielomian ma wielokrotne zera. Wtedy wykres wielo-

mianu nie przecina osi x, jezeli krotnos¢ jest parzysta 2,4,6...;

Natomiast, jezeli krotnos¢ jest nie parzysta to wykres wielomianu

przcina o$ .

Przypadek wielokrotnych zer wyjasnimy na nastepujacym przyktadzie:

Rozwiaz nierownosc¢:

p3(z) =2 =222 +32 -1 >0
Rozkladamy ten wielomian na czynniki

p3(z) = (z—1)(z+1)>>0

Nastepnie odczytujemy zera x; = —1, oraz powdwdjne zero xo = 1.
Zaznaczmy te zera na rysunku
Y

S+ + + / +

— T = —1 0 To=o3 =1

Podwaojne zero w punkcie x = 1.

Nieréwnosél dla wielomianu ps(x) > 0.

Z wykresu odczytujemy rozwiazanie to znaczy te przedziaty w ktérych
wielomian jest nieujemny:
Zatem nieréwnos¢ ta jest prawdziwa dla z € [—1, o0
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1.2 Zadania

Zadanie 1.2 Napisz dwumian lintowy

pi(z) = ap+ a1z, x € (—00, ),
lub
p1(z) = a1 + ao, x € (—00, ),

o wspotczynnikow ag = 3, a1 = 2.

Podaj wykres dwumianu liniowego pi(x) i znajdZ punkty przeciecia z 0sig x i
Z 081G 9.

Zadanie 1.3 Napisz troymian kwadratowy

p1(x) = ap + a1z + axx®,  x € (—00,00),

lub

p1(7) = agx? + a1x + ag, 1 € (—00,00),
o wspotczynnikow as = 3,a1 = 2, ag = —5.

e Oblicz wartosc trojmianu pe(x) w punkcie x = 0,
o ZnajdZ pierwiastki tromianu pe(x) i podag jego wykres.
Zadanie 1.4 Napisz wielomian kubiczny w postaci

3 xé€(—o0,00),

p3(z) = ag + arx + asx® + azx
lub
p3(r) = a3z® + asr® + ayxr + a1 w € (—00,00),
o wspotczynnikow ag = =2, a1 = —1, ao = -2 i a3 = 1.
e Oblicz wartos¢ wielomianu kubicznego ps(x) w punkcie x = 0.
e Rozloz wielomian kubiczny ps(x) na czynniki liniowe.
o ZnajdZ pierwiastki wielomianu kubicznego ps(x) i podaj jego wykres.
Zadanie 1.5 Niech
p(z) =2+zx, x € (—00,0),

po(x) =22% — 30 —2, 1€ (—00,00).
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Wykonaj dziatania
o pi(x) £pe(x), dla x € (—o00,00),

)
o pi(x)*pe(x), dla x € (—00,00),

3

2(1’) 1
@) dla x%—g, x # 2.

Zadanie 1.6 Wykonaj dzielenie:

(28~ 8) : (x—2)
Zadanie 1.7 Wykonaj dzielenie:

(@ = 1) (1)
Zadanie 1.8 Wykonaj dzielenie:

(z* —Bx? +4): (z —2)

Zadanie 1.9 Wykonaj dzielenie:

(z* —27) : (z —3)

Zadanie 1.10 .
o Znajdz pierwiastki rownania

x° — 3zt — 5a® + 1522 4 4o — 12 = 0.
o  Roztoz wielomian
ps(x) = 2° — 32" — 52 + 152% + 4w — 12
na czynniki liniowe.
Podaj przedziaty w ktorych wielomian
ps(x) = 2° — 32* — 52 + 150 + 40 — 12 >0

jest dodatni.



