Chapter 1

Funkcja wykladnicza i
logarytmiczna

1.0.1 Potega liczb naturalnych

Mnozac liczbe naturalna przez siebie kilka razy obliczamy jej potege.
Na przyktad, mnozac liczbe 2 otrzymamy jej kolejne potegi

20 =1
21 = 2
2% 2 = 22=4
2%x2%2 = 22=38

2%2%x2%x2 = 24 =16

Podobnie, mnozac liczb 3 przez siebie otrzymamy kolejne jej potegi

30 =1
3! = 3
3%3 = 3?=9
3x3x%3 = 3P =27
3x3x3%x3 = 3 =381

3x3x3x3%x3 = 3°=243

Kazda liczba podniesiona do potegi 0 rowna jest 1
Na przyktad

19=1, 5°=1, 6°=1, 7°=1, 14°=1, 259°=1

Ogolnie, potega liczby naturalnej a o wyktadniku naturalnym dodatnim n
nazywamy iloczyn tej liczby pomnozonej przez siebie n razy i zapisujemy

a =1, 20 =1
axa..xa=a", 2% 2. %2 =2"
—_—— [ —
n—czynnikow n—czynnikow

Wtedy a nazywamy podstawa i n wykladnikiem potegi a”.



Zadanie 1.1 Oblicz potegi

£ = 4 = £ =
2 o= 5 = 5 =
102 =, 100 = 10 =

Operacje arytmetyczne na potegach. Na potegach nastepujace operacje
sa wykonalne:

1. Mnozenie poteg o tych samych podstawach
aP x q? = gPta
dla dowolnych p, q.
Na przyktad dla a = 2, p =3, ¢ = 5 mamy
2% % 2% =235 = 2% = 256

2. Dzielenie poteg o tych samych podstawach
a/p
— =a,
ad
dla dowolnych liczb p, q.
Na przykitad dla a = 2, p =5, ¢ = 3 mamy
2.2 =27=22=4

3. Potegowanie poteg o tych samych podstawach
(@) =ar,
dla dowolnych p, q.
Na przyktad dla a = 2, p =2, ¢ = 3 mamy
(23)2 — 22*3 — 26 =64
4. Potega iloczynu liczb o tym samym wykladniku
(axb)" =a" xb"
rowna jest iloczynowi poteg.
Na przykitad dla a = 2, b = 3, n = 3 mamy
(2%3)% =2 % 3> =8x%27 =216

5. Potega ilorazu liczb o tym samym wyktadniku

a a”

Gy =2

rowna jest ilorazowi poteg.
Na przykitad dla a =4, b =2, n = 3 mamy

4
CoN3 _ 43,03 _ .Q i
(4:2)°=4":2=64:8=8 lub (2) 53 3 8



Przykiad 1.1 Oblicz
23 % 31
22 % 33

Rozwiazanie. Wykonujac dziatania na potegach obliczmy

Zadanie 1.2 Oblicz
52 %23 432 %28 — 42 %52 =
Rozwiazanie. Wykonujac dziatania na potegach obliczmy
23 % 32 + 52 % 72

Zadanie 1.3 Oblicz
33 %23 — 32 %22
3%x234+2x%3

Odp:6

1.1 Funkcja wykladnicza

Funkcje wykladnicza okreslamy nastepujacym wzorem:
y(z)=a", a>0, a#l.

Liczbe rzeczywista a > 0, a # 1 dodatnia i rézna od jeden nazywamy pod-
stawa funkcji wyktadniczej. Dziedzina funkcji wyktadniczej jest caty zbidr liczb
rzczywistych

D={rxeR: —oo<uz<o0}.

Zbiorem wartosci funkcji wyktadniczej jest zbiér Ry liczb dodatnich.

Wykres funkcji wyktadniczej y(x) = 2%, —oco < z < 00

Zauwazmy z wykresu, ze funkcja wyktadnicza ma jedna asymptote, ktéora jest
os x. To jest zbiér punktéw (z,0) gdy wspétrzedna y = 0.

Funkcja wykladnicza y(z) = a” jest rosnaca jezeli jej podstawa a > 1. Natomi-
ast funkcja wyktadnicza y(x) = a® jest malejaca, jezeli jej podstawa 0 < a < 1.
Na rysunku funkcja y(z) = 2%, gdy a = 2 > 1 jest rosnaca poniewaz jej wykres
wzrasta gdy argument x wzrasta.
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Funkcja wykladnicza : y = 2%

1 1
Nizej jest wykres funkeji wykladniczej y(z) = (5)9”, gdy jej podstawa 0< a = 3 < 1.
Y

-2 1 \\x

1
Funkcja wyktadnicza: y = 7

1 1
Widzimy z powyzszego wykresu, ze, funkcja wykladnicza y(x) = (5)9”, o podstawie a = 3 <1

jest malejaca, gdyz jej wykres maleje podczas gdy argument rosnie.

1.1.1 Wilasnosci funkcji wykladniczej
1. Wartosc funkcji wykladniczej w zerze z = 0 rowna jest jeden.
y(0) =1,
poniewaz y(0) = a® = 1, dla kazdej podstawy a > 0.
2. Wartosc funkcji wykladniczej dla = 1 rowna jest podstawie a.
y(1) = a,
poniewaz y(a) = a' = a.

3. funkcja wykladnicza od sumy argumentoéw rowna jest iloczynowi wartosci

y(x + 1) = y(z) = y(t)
Istotnie sprawdzamy, ze

ylx+t) =a""" =a"xa’ =y(x) = y(t)



4. funkcja wykladnicza od roznicy argumentow rowna jest ilorazowi wartosci

y(x)
ylz —1t) =
y(t)
Rzeczywiscie sprawdzamy, ze
x
Yo —t)=a"t=avat =L = y(ﬂts)
at  y(t)

5. funkcja wykladnicza od iloczynu argumentow rowna jest potedze
y(a 1) = (y(z))'
Sprawdzamy, ze
y(at) = a™" = (a”)" = (y(x))’
6. funkcja wyktadnicza od argumentu 7+ rowna jest pierwiastkowi n-tego stopnia z wartosci

m-tej potegi
m
y(—) = Vy(m)

n

y(Z) = a¥® = Vam = {/y(m)

n

Mianowicie

Przyklad 1.2 Oblicz wartosé wyrazenia
3% %370

Rozwiazanie:
W tym przyktadzie stosujemy wiasnosc 2 do funkcji wykladniczej

y(z) = a”
gdy podstawa a = 3 i argumenty z = 8 i x = —5. Zatem stosujac wlasnosc 2, obliczamy
y(3) xy(—5) =3%x3°=3"""=3> =27
Przyklad 1.3 Oblicz wartosé wyrazenia

3% « 127
Rozwiazanie:
Korzystajac z wlasnosci 3, 4, 51 6 funkcji wykladniczej, obliczamy
37 %127 = 37 % (3%4)2

= 3% %3242

= 333441 =32x2=18.
Zadanie 1.4 Oblicz wartosé¢ wyrazenia

() (637 (i) 2% %275 x 167
Zadanie 1.5 Rozpatrz funkcje wyktadniczg
y(x) = 2%, —00 <z < 00.
Naszkicuj wykres funkcji wyktadniczej
y=ylz—-1)+1, —00 < & < 0.

w ukladzie wspotrzednych x,y
Oblicz wartosé funkcji y(x — 1) + 1 dla = 3.



1.1.2 Roéwnania wykladnicze

Roéwnania wyktadnicze i nieréwnosci wkladnicze rozwigzujemy korzystaja z nastepujacych
wlasnosci:

o funkcja wykladnicza y(z) = a® > 0 jest dodatnia na calej osi liczbowej dla

—00 < T < 00.

e zbidrem wartosci funkcji wykladniczej sa wszystkie liczby dodatnie,
RJr = (0, OO)

e funkcja wykladnicza y(0) = 0 dla kazdej podstawy a > 0, a # 1

o funkcja wykladnicza y(x) = a® jest rosnaca na calej osi liczbowej
—o0 < T < 00, jezeli podstawa a > 1.

o funkcja wykladnicza y(x) = a” jest malejaca na calej osi liczbowej
—o0 < T < 00, jezeli podstawa 0 < a < 1.

Nizej podajemy przyklady rozwiazan réwnan wykladniczych
Przyklad 1.4 Rozwigz réownanie
22" —3%x2" +2=0

Rozwiazanie. Drziedzing tego réwnania jest caly zbiér liczb rzczywistych R. Teraz, to
rownanie napiszemy w postaci

(2%)2 —3%2"+2=0
Stosujac podstawienie t = 2%, otrzymamy rownanie kwadratowe
2 —3t+2=0, A=(-3%*-4%x2=1.

Oblicczamy pierwiastki tego rownania

Wracajac do zmiennej x, obliczamy rozawigzanie:
Jezeli 2 =1,to0 = =0.
Jezeli 2* =2, to z=1.

Przyklad 1.5 Rozwigz réownanie

2x—1

351 =9

Rozwiazanie. Dziedzing tego réwnania jest zbidr liczb rzczywistych réznych od % to
_ 1

znaczy D—/r—{.g}. . .

Teraz, to réwnanie napiszemy w postaci

2x—1

381 =32

Skad mamy réwnie
22 —1

=2
3r—1

3



Obliczamy rozwigzanie

2r—1 = 2(3z—1),
20 —1 = 6z —2,
dr =1, x:l

4

Zadanie 1.6 Rozwig? rownanie
3*+27x37*—-12=0.
Zadanie 1.7 Rozwig? rownanie
3xz—1
52e=3 = 25.
1.2 Funkcja logarytmiczna

Funkcja logarytmiczna jest funkcja odwrotna do funkcji wyktadniczej. To znaczy, jezeli
funkcja wyktadnicza ustala zaleznos¢ zmiennej y od zmiennej x wzorem

y=a”, a>0, a#1
to funkcja odwrotna ustala zaleznos¢ zmiennej x od zmiennej y wzorem
x = logq v, y > 0.

Wtedy stala a > 0, a # 1 nazywamy podstawa logarytmu.
Na przyklad logarytm dziesigtny, gdy a = 10 piszemy

x = logig Y, dla y>0
Logarytm dziesigtny jest zwigzany z systemem liczbowym pozycyjnym dziesigtnym i ma
charakter podstawowy-standardowy. Bez istotnej zmiany, mozemy zamieni¢ role zmiennych
z i y. Mianowicie, zmienna niezalezna oznaczamy litera x, natomiast zmienng zalezna

oznaczamy litera y, ktora zalezy od x.
Dlatego logarytm dziesigtny jest oznaczany symbolem

y =log x, x>0,

bez pisania podstawy logarytmy 10.

1.3 Logarytm naturalny
Logarytme naturalny jest odwrota funkcja do funkcj potegowe;j
y=e", lub y = Explx], —00 < T < 00.
Tutaj podstawa
e = 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995.. .;

jest liczba rzeczywista o nieskonczonej ilosci cyfr.



Wykres funkcji logarytmicznej y = Log x o podstawie a = 10.
Y

Funkcja logarytmiczna y = Log x

1
Wykres funkcji logarytmicznej y = log, = o podstawie a = 3 < 1.
Y

Funkcja logarytmiczna y = log% T

1.3.1 Wilasnosci funkcji logarytmicznej
1. Wartosc funkcji logarytmicznej dla @ = 1 rowna jest zero.
y(1) =loge 1 =0, poniewaz a® =1, a >0, a#1.
2. Wartosc funkcji logarytmicznej dla = a rowna jest jeden.
y(a) = logy =1, poniewaz a' =a, a >0, a# 1.
3. funkcja logarytmiczna od iloczynu argumentow rowna jest sumie wartosci
loge x xt =logax + loge t, >0, t>0, a>0, a#1.
W symbolach ogolnych ta wlasnose piszemy
y(z) =log, z, ylx *t) =y(x) +y(t), >0, t>0.
Istotnie sprawdzamy, ze
y1 = log, x, to r=a%, a>0, a#1,

Yo = log, t, to t=a%?, a>0, a#1.



Skad znajdujemy
x*t = a¥**a¥2 =a¥2, >0, a#1.
loge xxt = log, a¥*¥2 = y; +ys = log, x + log, t
. funkcja logarytmiczna od ilorazu argumentow rowna jest roznicy wartosci
loga%:logaaz—logat, x>0, t>0, a>0, a#1.
W symbolach ogolnych ta wlasnose piszemy
y(@) = log, v, y(3) =y(@) —y(t), = >0, t>0.

Istotnie sprawdzamy, ze

y1 = log, x, to r=a%, a>0, a#1,
Yo = log, t, to t=a%?, a>0, a# 1.
Skad znajdujemy

€T a¥t

— — — — aY17Y2

: = m=0 , a>0, a#l

log, % = log, a¥' Y2 =y —y2 =log, x — log, t

. funkcja logarytmiczna od argumentu z¥, k = 0,1,2,,3,....; rowna jest iloczynowi

wyktadnika potegi k razy logarytm podstawy potegi
loge o =k xlogex, x>0, k=0,1,2,3,..;
Witasnosc ta bezporednio wynika z wlasnosci 2 o logarytmie z iloczynu. Mianowicie

log, ¥ =log, x*x*---+xx =1log, = +log, 4 +log, v =k xlog,

k k

. funkcja logarytmiczna od argumentu z» rowna jest logarytmowi
log % =mxlog Vx
Mianowicie sprawdzamy korzystajac z wlasnosci funkcji logarytmiczej i wykladniczej

log, =7 =log, ¥z +log, ¥z +---+log, ¥z =mxlog, Vz.

m

. Przy zalozeniach a > 0, a # 1, ¢ > 0, ¢ # 1, b > 0, mozemy zmieni¢ podastawe a
logarytmu log, b na podstawe ¢ wedlug wzoru

log ¢ b

logy b=
log. a

Dla sprawdzenia tego wzoru wprowadzmy oznaczenia

p=log, b, g=log. b, r=log. a
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7 definicji logarytmu mamy

Skad wynika rownosc

b= ("), b=,
log. b=p=*rlog.c, log.c=1,
log.b=p=*r, log,.b = log, b+ log, a,
log.b
log, b= 2=
log. a
8. W przypadku ¢ = b zamiana podstawy z liczba logarytminowana b prowadzi do
odwrotnosci logarytmu
log,b =
log, a
Rzeczywiscie z wlasnosci 7, dla ¢ = b mamy
log, b 1
logab = 862 _ bo log,b=1

logy,a  log,a’
Przyklad 1.6 Oblicz logarytm
(1) log, 64, (73) logs 125
Prosto z definicji logarytmu obliczamy
(i)  log, 64 =1log,25=6, bo 2°=064,
(ii)  logs 125 =1logs5° =5 bo 5% =125.

Przyklad 1.7 Oblicz wartosé wyrazen logarytmicznych

. logs 625
0 Toms
g3
1
(i)
logy 5

(i) logy(log, \/g) — log,(log, 5),

Korzystajac z wlasnosci logarytmow, obliczamy

log3 625  logs 54 _ 4loggh

@ logs 5 logsh  loggh
(i) logg 5 B log, 5 B 1 B 1
" logo5  logy8logy 5 logy 23 3
log, V5 1 logy /5 1
iii) log,(logy v/5) — log,(log, 5) = lo 2 =% 22 =logy = = —1
(i) g2(logy V5) g2 (logy 5) 82 log, 5 2" logy V5 825

Przyklad 1.8 Oblicz wartosé wyrazen logarytmicznych
(i)  logy(log, 16),
(7) logs(logs 125).
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Korzystajac z wlasnosci logarytmow, obliczamy
(1)  logy(logy 16) =log,2log, 4 =log, 2 =1,

(ii) logs(logs 125) = logs logs 5° = logs 3logy 5 = logy 3 = 1,

Zadanie 1.8 Oblicz logarytm
(1) logs 81, (75) log; 16807

Zadanie 1.9 Oblicz wartosé¢ wyrazen logarytmicznych

. log- 3125
0 g5
&7
1
(i)
logs 2

(iii) logs(logs V'T) — logs(logs 7),

Zadanie 1.10 Oblicz wartosc¢ wyrazen logarytmicznych
(i)  logs(logs 3125),

(7) log,(logs 6561).

1.4 Rownania logarutmiczne

Rownanie w ktorym niewiadoma wystepuje pod znakiem logarytmu nazywa si¢ rownaniem
logarytmicznym. Rozwigzujac rownanie logarytmiczne w pierwszej kolejnosci nalezy okreslic
dziedzing rownania. To jest ten zbior argumentu x dla ktorego rownanie logarytmiczne
ma sense liczbowy. W dziedzinie rownania logarytmicznego szukamy jego pierwiastaka.
Okreslenie dziedziny roéwnania jest istotne, poniewaz rozwiazujac dane rownianie przek-
sztalcamy to rownania w roOwnania o prosztrzej strukturze, ktoére moga miec pierwiastki z
poza dziedziny danego rownania, nazywane pierwiastkami obcymi. Metody rozwigzywania
rownan logarytmicznych oparte sa na witasnosciach funkcji logarytmicznej i wykladnicze;j.
Nizej na przykladach wyjasniamy sposoby rozwiazywania rownan logarytmicznych.

Przyklad 1.9 Rozwigz rownanie
logoz =4

Rozwiazanie:
Najpierw okreslamy dziedzing rownania logarytmicznego. Mianowicie, logarytm jest okreslony
tylko dla dodatnich wartosci argumentu x. Zatem dziedzing tego rownania jest zbior x > 0.
piszemy

0<z<oo lub z€(0,00).

7Z definicji logarytmu jako funkcji odwrotnej do funkcji wyktadniczej wynika rownosc
z =2*=16.
Sprawdzamy, ze rozwigzanie x = 16 € (0, c0) nalezy do dziedziny rownania oraz

log, 2t =4 bo 2'=16.



12

Przyklad 1.10 Rozwigz rownanie
logs (5 — ) +logs (5 +z) =2

Rozwiazanie:
Najpierw okreslamy dziedzing rownania logarytmicznego. Mianowicie, logarytm jest okreslony
tylko dla dodatnich wartosci argumentu

5—z>0 7 54zx>0.
Zatem dziedzing tego rownania jest zbior
<5 lub x> —5.
Wtedy piszemy dziedzie tego rownania jako odcinek otwarty
—5<x<b lub x € (-5,5).
7 wlasnosci sumy logarytmow wynika rownosc
logs (5 — x) 4+ logs(5 + ) =logs(5 —z)(5+ =) = 2.
7 definicji logarytmu mamy rownosc
(5—a)(5+a) = 3,
25 —x2 =09,
z? = 16.
Obliczamy pierwiastki rownania
2?2 =16, lub (v —4)(z+4)=0
Skad mamy dwa rozwiazania
r1=4 gy z—-4=0

oraz
ro=—-4 gdy x+4=0.

Sprawdzamy, ze rozwigzanie 1 = —4 € (=5,5) i xo = 4 € (—5,5) nalezy do dziedziny
rownania

logs(5+4) +logg(5—4) = logz9x+1=1logs3%=2

oraz

logs(5—4) +logg(5+4) = loggl#*9=logs3? =2.
Zauwazamy, ze oba rozwigzania x1 = —4 € (=5,5) i x2 = 4 € (—5,5) naleza do dziedziny

tego rownania. Zaznaczmy dziedzine i rozwigzanie na osi liczbowej

) $1:—4 0 $2:4 5

0s liczbowa. Dziedzina rownania przedzial otwarty (—5,5)

Przyklad 1.11 Rozwigz rownanie

logg(z — —2) +logg(z —4) =1
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Rozwiazanie:
Najpierw okreslamy dziedzing rownania logarytmicznego. Mianowicie, logarytm jest okreslony
tylko dla dodatnich wartosci argumentu

z—2>0 ¢ z—-4>0.
Zatem dziedzing tego rownania jest zbior
x>2 lub x> 4.
Wtedy piszemy dziedzig tego rownania jako odcinek nieskonczony lewo stronnie otwarty
x >4 lub z € (4,0).
7 wlasnosci sumy logarytmow wynika rownosc
logs(x — 2) + logs(x — 4) = logg(z — 2)(x — 4) = 1.
Z definicji logarytmu mamy rownosc
(r—2)(x —4) =3, lub 2> —6x+8=3 lub z* —62+5=0.
Obliczamy pierwiastki rownania:
Wyroznik rownania
22 —6x+5=0
o wspolczynnikacha =1,=—6, ¢ =5
A=b—dxaxc=6"—4x1x5=36—20=16.

Skad obliczamy pierwiastki rownania
m=te-vim=S 4oy o lervie =St
2 2 2 2
Sprawdzamy, ze obcy pierwiastek z1 = 1 ¢ (4, 00) nie nalezy do dziedziny rownania, nato-
miast pierwiastek xo = 5 € (4,00) nalezy do dziedziny rownania. Zatem sprawdzamy, Ze
drugi pierwiastek x5 = 5 spelnia rownanie

logs (b —2) +1logs(5—4) = logg3x1=logz3=1

Zauwazamy, ze tylko pierwiastek xo = 5 € (4, 00) nalezy do dziedziny tego rownania. Zaz-
naczmy dziedzineg i rozwigzanie na osi liczbowej

-1 0 1 2 3 4 To =5

05 liczbowa. Dziedzina rownania przedzial otwarty (4, 0o)

Przyklad 1.12 Rozwigz rownanie
log,(log, x) =1.

Rozwiazanie:
Dziedzing tego rownania jest zbor tych x dla ktorych

logy z >1, z>4, z¢€(4,00)
7 definicji logarytmu wynika rownosc
log, =2, 2=4% =16
Rozwiazanie = 16 € (4, 00) nalezy do dziedziny. Sprawdzamy, ze = 16 spelnia rownanie

log,(log, 16) = log,(log, 4*) = log,(2log, 4) = log,2 = 1
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1.4.1 Zadania

Zadanie 1.11 RozwigZ rownanie
log, x =3

Zadanie 1.12 RozwigZ rownanie

log,(1 — ) — log,(1 +z) =0.
Zadanie 1.13 RozwigZ rownanie

logy(z — 1) +logy(x —2) =1
Zadanie 1.14 RozwigZ rownanie

log,(logg x) = 1.
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