Chapter 1

Statystyka Opisowa

N (u,0) — rozklad normalny
. w— srednia
[egula trzech sigm o — odchylenie standardowe

(11 — 30, p— 30]

| ] x
. °

p—30, p—20,u—0, p p+o, u+20,p+30

99.7% obserwacji zdarzen losowych nalezy do przedzialu [ — 30, u + 30|

1.1 Wstep

Pierwszym i waznym etapem opracowan statystycznych jest zbieranie i preze-
tacja danych. Najwazniejsze dane statystyczne podawane sa w kazdym roku
przez Gléwny Urzad Statystyczny (GUS) z siedziba w Warszawie. Dotycza
one informacji o ludnosci w Polsce, dane o wzorécie w przemyste i rolnictwie,
w ekonowmi i finansach. Te dane stanowia wazna informacje dla planowa-
nia i administracji panstwa. Oprocz tego dane statystyczne zbierane sa w
ankietach z pytaniami o szczegdélnym znaczeniu. Na przyktad w sondazach
i prognozach w wyborach do sejmu i w waznych decyzjach administrcji w
ktorych glos spoteczenistwa ma istotne znaczenie. Zebrane dane statystyczne
przedstawiamy w tabelach i ilustrujemy na diagramach. Stosowane sa rézne
formy diagramoéw. Najbardziej powszechne diagramy sa w formie stupkow lub
kota z zaznaczeniem koloréow lub danych liczbowych lub w procentach. Zatem
diagramy sa prostym i waznym sposobem prezetacji danych statystycznych.
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1.2 Dane Statystyczne. Diagramy

Dane statystyczne zapisujemy w tablicach z opisem ich znaczenia wartosci
liczbowych.

Przyklad 1.1 W zespole szkot byto Przedszkole, Szkota Podstawowa i Liceum.
W tabeli zebrano informacje dotyczgce liczby uczniow

Rodzaj Szkoty Liczba dziewczyn | Liczba chlopcéw | RAZEM
Przedszkole 150 100 250
Szkota Podstawowa | 250 150 400
Liceum 200 150 350

W nizej przedstawionych diagramach w formie stupkow i kota podane sa wykresy
dziewczyn, chlopcéw i wykresy razem uczniow w Przedszkolu, w Szkole Pod-
stawowej i w Liceum.

Diagram w postaci stupkow.

Legenda:

Dziewczyny stupek pierwszy,

Chiopcy stupek drugi,

Liczba uczniow razem stupek trzeci.

Trzy stupki sq powtorzone dla kazdej z trzech szkol.
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Pszedszkole Szkola Podstawowa Liceum

Liczba ucznow w Zespole Szkot:

Liczba dziewczyn = 600

Liczba chlopcow = 400

Razem dziewczyny+ chtopcy = 6004400 = 1000



Diagram w postaci kola.
Diagram w postaci kota zawiera nastepujace sekcje:

Sekcja Przedszkole : dziewczyny i chlopcy,
Sekcja Szkola : dziewczyny i chlopcy,
Sekcja Liceum : dziewczyny i chlopcy

Przeszkole: Liceum:

Praedsziole: dziewczyny+Chlopcy — dziewczyny+Chlopcy

Chlopcy=100,

Liceum: 150 4 100 = 250 2004-150 = 350
dziewczyny=250
Przedszkole:
dziewczyny = 150
Liceum:
Chlopcy=150 Szkola:
Szkota
Szkota: dziewczyny=250 dziewczyny+Chlopcy

Chlopcy=150

250 + 150 = 400

1.3 Warto$é Srednia i Mediana

Waznymi parametrami danych statystycznych sa wartosé¢ srednia i mediana.
Srednia Arytmetyczna. Wartoscia srednia arytmetyczna danych n liczb

a1, ag, ..., 0n

nazywamy liczbe

ay +az+ -+ ay
= - (1.1)

Srednia Arytmetyczna Wazona. Bardziej oglnym pojeciem sredniej jest
pojecie sredniej arytmetycznej wazonej. Mianowicie, niech wagami beda liczby
dodatnie p1, pa, - - -, pn takie, ze suma

pr+p2+-+pp=1p;>0, 1=12 .. n.
Wtedy srednia wazona danych
ai, ag, ...,y
nazywamy nastepujaca sume iloczynéw

Hp = pP1a1 +p2a2 + - ‘l’pnan



W przypadku szczegdlnym, gdy wagi sa rowne

plzpzz---:pn:—

wtedy srednia arytmytyczna wazona jest poprostu srednia arytmetyczna.

Mediana. Dla danych statystycznych znajdujemy ich mediane to znaczy
wartos¢, ktéra lezy w srodkowej pozycji danych. Mianowicie, w pierwszej
kolejnosci sortujemy dane porzadkujac je od najmiejszej do najwiekszej lub
od najwiekszej do najmieszej. Wtedy liczba, ktéra lezy na pozycji w réwnej
odlegtosci od poczadku i od konca uporzadkowanych danych nazywa sie me-
diana. Moze zdazy¢ sie ze nie ma takiej jednej liczby, natomiast sa dwie liczby
obok siebie, ktére leza w tej samaej odleglosci pierwsza od poczadku a druga
od konca. Wtedy mediana jest ich srednia arytmetyczna.

Nizej, wyjasniamy to na przykladach.

Przyklad 1.2 Rozpatrzmy nastepujoce dane:
(1) 2,1,6,8,3,2,10,12,11

(i) 9,4,2,7,5,1,3,10,15,17, 16

Rozwiazanie (i). Dane 2,1,5,8,3,2,10,12,11 porzadkujemy w kierunku
rosnacym od najmieszej do najwiekszej

1,2,2,3,6,8,10,11, 12
Zauwazamy, ze liczba 6 jest odlegla od poczadku o cztery pozycje i od konca
réwniez o cztery pozycje. Zatem liczba 6 jest mediang danych (i).
Rozwiazanie (ii). Dane 0,—1,9,4,2,7,5,1,3,10,15,17,16 porzadkujemy w
kierunku rosnacym od najmieszej do najwiekszej

-1,0,1,2,3,4,5,7,9,15,16, 17

Zauwazamy, ze liczba 4 jest odlegla od poczadku o pie¢ pozycji, a liczba 5 jest
odlegta od konca rowniez o pie¢ pozycji. Zatem mamy dwie liczby w srodku
danych 4 i 5. Wtedy mediana jest ich $rednia arytmetyczna, to znaczy

4
mediana = %5 =4.5

1.3.1 Correlacja
Rozpatrzmy dwa ciagi danych
a={ay,az,....an}, b={b1,b2,....0n},

o tej samej liczbie elementow n.



Definition 1.1 Correlacje danych
a={ay,as,....an},  b={b1,ba ..., 0.},
okreslamy nastepujgcym wzorem:
ay by +ax by +---+a, by, (a,b)

Cor(a,b) = = ; (1.2)
Vai+ad+- a2y o3+ 03+ 4062 lalx 0]

gdzie iloczyn skalarny
(a,b) = aq bl+a2 bz‘l’"'—l-an bn

oraz dtugosc¢ danych a, b

lal = a2 + a3+ -+ a2, b= /02 HbE -+ 02
Dane zapisujemy réwniez w ich unormowanej formie. Mianowicie, niech
{ai, a9, ...,a,}
\/a%+a§+---+a%’
b= (b b, by} = b
VO bR+ 02

a=A{a1,a9,...,4n} =

(1.3)

gdzie
A aq 2 by
al = 9 bl = Y
Val+ad+ - +a2 VO B3+ 02
A a1 2 by
as b2 = )
Va3 +ad+ - +a2 VO B3+ 02
n 7 bn
iy = d b

Jadtad+ a2
Zauwazamy, ze dane (1.3) w unormowanej formie spelniaja nastepujace warunki:
adai+-+ad=1,; P4+ +02=1

Wrtedy correlacja pomigdzy danymi a i b oraz correlacja pomigdzy danymi
unormowanymi a i b jest ta sama

Cor(a,b) = Cor(a,b),
COT’(&,b) :dl*bl—l—dg*bg‘l—‘l‘dn*bn

Przyklad 1.3 Oblicz correlacje pomiedzy danymi
a= {2717578}7 b= {4737973}



Rozwiazanie. Podstawiajac do wzoru dane (1.2)
a1 =2, as=1, az=95, a4 =28,
by =4, bp=3, b3=9, by=3
obliczamy wspétczynnik correlacji dla n = 4
ay by +ag by +---+ay, by
Jal+ a3+ a2 b+ 02
2444+ 1%x34+5%x9+8x%x3

= = 0.769444,
V2 + 1245248242+ 32+ 92 + 3

Cor(a,b) =

Przyklad 1.4 W klasie czwartej zmierzono v zwazono 5 dziewczynek i 5 chtopcow.
Otrzymane wyniki pomiarow zapiasano w tabeli

WZT0St waga WZT0St waga
dziewczynek | dziewczynek | chlopcow | chtopcow
cm kg cm kg
140 35 142 40
135 30 145 38
1532 33 150 45
140 35 142 40
125 30 135 37

(1)  Oblicz wspotczynnik corelacji pomiedzy wzrostem i wagg dla dzewczynek
(73) Oblicz wspotczynnik corelacji pomiedzy wzrostem i wagq dla chlopcow
(7i1) Oblicz wspotczynnik corelacji pomiedzy wzrostem i wagg dla dzewczynek i
chltopcow razem.

Rozwiazanie (i)
Wspolezynnik corelacji dla dziewczynek obliczamy podstawiajac do wzoru

a,b
Cor(a,b) = |oE| " |)b|’

dane dziewczynek
a = {140, 135, 132, 140, 125}, b = {35, 30, 33, 35,30}
gdzie iloczyn skalarny
(a,b) = ayxby 4+ ag*xby+ ag* by + as*by + a5 * bs
= 140 % 35 + 135 % 30 + 132 % 33 + 140 * 35 + 125 * 30
= 21956



oraz dtugosc¢ danych a, b

la| = /1402 + 1352 + 1322 + 1402 + 1252 = /90474 = 300.956

b| = /352 +30% + 332 + 352 + 302 = /5339 = 73.0685
Skad obliczamy wspolczynnik corelacji pomiedzy wzrostem i waga dla dziewczynek.

(a,b) 21956
C ,b) = = = (0.998991
or(a:0) = LTl = Voorrt « va339

Zadanie 1.1 Oblicz wspotczynnik korelacyi pomiedzy wzrostem i wagq dla chtopcow
dla danych z powyziszej tabeli wzorujgc sie na rozwigzaniu (i).
1.4 Wariancja i Odchylenie Standardowe

Wariancja. Wariancja o2 danych statystycznych

a={ay,az,....an},

zwiazana jest z ich srednia arytmetyczna

M:a1+a2—|7;---—l—an (1.4)
Mianowicie wariancje danych
a={ay,az,...,an},
okreslamy nastepujacym wzorem:
g2 =)+ (e = p)* + - (a0 — p)* (1.5)

n

! Odchylenie Standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji
o=Vo? (1.6)

Przyklad 1.5 Oblicz wariancje i odchylenie standardowe nastepujgcych danych:
(1) a=4{3,-1,8,4}, (i) b={12,4,8,6}.

Rozwiazanie (i). Rozwiazanie jest prostym i bezposrednim podstawieniem
danych do wzoréw. Najpierw obliczamy warto$¢ srednia podstawiajac do
wzoru (1.4) dane (i) n =4

o @Fatdan 3-148+4

3.5
n 4

ILitera grecka o, czytamy sigma,



nastepnie obliczamy wariancje podstawiajac do wzoru (1.5) = 3.5 1 dane (i)
n=4

o2 — (al_M)2+(a2—u)2+...+(an_,u)2
(3357 +(~1-35)°+ (8357 + (4-35)

4

oraz odchylenie standardowe

oc=Vo?=+10.31 = 3.21131

Rozwiazanie (ii). Podobnie jak rozwiazanie (i), rozwigzanie (ii) jest prostym
i bezposrednim podstawieniem danych do wzoréw. Najpierw obliczamy wartos¢
srednia

,u_al—l—ag—l—---—l—an . 12—|—4—|—8+6_30

— =175
n 4 4
nastepnie obliczamy wariancje
g2 — =Pt (a—p)+ - (4= p)?
n
 (12-75)24(4—-752+(8-752+(6-75) g5

4

oraz odchylenie standardowe
oc=Vo?=+10.31 = 2.95804

Regula Trzech Sigm dla normalnego rozktadu N(u, o) okresla przedziaty

[:u - 307#"’ 3U]>
[:u - 207#"’ 2U]>
[:u - Uaﬂ_l_ U]>

do ktorych nalezy 99.7% wszystkich obserwowacji zadarzenia losowego. Wyniki
obserwacji zdarzenia losowego poza przedziatem [p — 30, u + 30] pojawiaja sig
bardzo rzadko.



Na podanym wykresie zostaly zaznaczone wszystkie obserwacje zdarzenia losowego
w procentach.

Y
Regula trzech sigm N (u,0) — rozklad normalny
[w— 30, u — 30] u — srednia

o — odchylenie standardowe
34.1%___34.1%

==\

ol \
13.6/0! \\13.6%
2.1% 2.1%

0.2% 0.2%

p—30, p—20,p—o0, p pt+o, pu+20,p+30

99.7% zdarzen losowych nalezy do przedzialu [pu — 30, u + 30]
95.4% zdarzen losowych nalezy do przedzialu [u — 20, p + 20]
68.2% zdarzen losowych nalezy do przedzialu [u — o, p + o]

Przyklad 1.6 Pracownia krawiecka planowata uszycie 1000 mundurkow dla
dziewczyn uczenic szkot podstawowych.

W tym celu pracownia wykonata pomiary wzrostu 10 dziewczyn w wieku 7 lat.
Wyniki pomiarow wzrostu w centymetrach zostaty zapisane w postaci listy

dane = {140,131, 132, 138, 145, 135, 141, 135, 143, 130}
(i) Oblicz srednig arytmetyczng i odchylenie standarodowe wzrostu dziewczyn.

(ii) Stosujgc regute trzech sigm oblicz ile mundurkow dla dziewczyn powinna
uszyc pracownia krawiecka w kazdym z nizej podanych przedziatow.

[:u - 307#"’ 3U]>
[:u - 207#"’ 2U]>
[:u — O, -+ U]>

Rozwiazanie (i).

Wartos¢ srednig p dla dziewczyn obliczamy podstawiajac do wzoru (1.1) dane
z tabeli dla n = 10

140 + 131 4 132 4+ 138 4 145 + 135 + 141 + 135+ 143+ 130 _
= -
10

Podobnie obliczamy odchylenie standardowe podstawiajac do wzorow (1.5),
(1.6) dane z tabeli
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o=

_\/(140—137)2—1—(131—137)2—1—(132—137)2—1—(138—137)2—1—(145—137)2—1—(135—137)2—1—(141—137)2—1—(135—137)2—1—(143—137)2—1—(130—
- 10

S O e e ) e e e R e e
- 10

= 4.93964

Dla duzej ilosci danych n > 100 obliczenia nalezy wykonac¢ w aplikacji Fxel
lub w innych jezykach programowania jak Pascal, C'+ + lub Mathematica.
Tutaj obliczenia wykonamlismy w systemie Mathematica stosujac proste in-
strukcje

Mean[dane];

Variance[danel;

StandardDeviation|dane]

dla danych w postaci listy
dane = {140,131, 132, 138, 145, 135, 141, 135, 143, 130}

Rozwiazanie (ii).
Z reguly trzech sigm wiemy, ze do przedziatu [ — o, p+ o] nalezy 34.134.1% =
68.2% wartosci zdarzen losowych. Zatem pracownia krawiecka powinna uszyc

e w przedzialeod y—o dopu+o

1000 * 68.2
1000 % 68.2% = —— 222 _ 89
100

mundurkow

e w przedzialach od 2y —o dopu—ociod p+odo pu—+ 20

1000 % 13.6 1000 * 13.6
1000 * 13.6% + 1000 * 13.6% — 150 + 150 _ 136 + 136 = 272

mundurkow.

e w przedzialach od 2y —o dopu—ociod p+odo pu—+ 20

1000% 2.1 1000 * 2.1
1000 % 2.1% + 1000 * 2.1% — _ 91421 =42
* 217 + 1000 % 2.1% 100 100 *

mundurkow.

Razem pracownia krawiecka powinna uszy¢
682 + 272 + 42 = 994
mundurki z przedziatu od pu — 30 do pu + 30.

Pozostate 6 mundurki pracownia krawiecka powinna uszyc¢ z poza tego przedziatu.
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1.5 Zadania

Zadanie 1.2 Oblicz sredniq arytmetyczneng danych
(’l/) {1737 57 77 9}7 (’l/,l/) {27 47 67 87 10}

Zadanie 1.3 Oblicz sredniq arytmetyczneng wazong danych

(@) {1,3,5,7,9,11}, (i) {2,4,6,8,10,12}
dla wag
8 6 4 3 2 1
Pr=np P2=op PBTop PATop BT op T

Zadanie 1.4 Marysia i Tomek skonczyli osmio klasowq szkote podstawowq z
ocenami z jezyka polskiego © matematyks w klasach I-VIII zapiasane w nastepujgces
tabely

Klasa | Marysia Marysia Tomek Tomek
J. polski | matematyka | j. polski | matematyka
I 6 4 4 5
17 6 3 5 5
117 5 2 4 6
A% 6 3 4 5
V 5 3 4 5
VI 6 3 3 6
VII 6 3 4 5
VIII 6 4 3 6
(1) Oblicz wspotczynnik corelacji pomiedzy ocenenami z jezyka polskiego 1
matematki dla Marysi
(11) Oblicz wspolczynnik corelacyi pomiedzy ocenami z jezyka polskiego 1

matematyki dla Tomka

(7i1) Oblicz wspolczynnik corelacyi pomiedzy oceng z jezyka polskiego dla Marysi
1 dla Tomka.

(1v) Oblicz wspotczynnik corelacji pomiedzy oceng z matematyki dla Marysi i
dla Tomka.

Zadanie 1.5 Pracownia krawiecka planowata uszycie 1000 mundurkw dla chtopcow
uczniow szkot podstawowych.

W tym celu pracownia wykonata pomiary wzrostu 10 chtopcow w wieku 7 lat.
Wyniki pomiarow wzrostu w centymetrach zostaty zapisane w postaci listy

dane = {145,151, 134, 138, 142, 149, 141, 135, 143,132}

(i) Oblicz $rednig arytmetyczng i odchylenie standarodowe wzrostu chtopcow
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(ii) Stosujgc requte trzech sigm oblicz ile mundurkow dla chlopcow powinna
uszyc pracownia krawiecka w kazdym z nizej podanych przedziatow wzrostu.

[:u - 30>M+ 30]7
[:u - 20>M+ 20]7

[M_0>M+U]>



