Chapter 1

Proste na plaszczyznie
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Punkt przeciecia (5, 5) prostych prostopadtych: Ly : y=1—x, Loy: y==x

Potozenie figur geometrycznych i ich ksztalt, w tym potozenie prostych, na
plaszczyznie kartezjanskiej sa wyznaczane we wspotrzednych x, y.

Proste na plaszczyznie kartezjanskiej okreslamy przez rownania liniowe, ktore
ustalaja zaleznos¢ wspotrzednej y od wspolrzednej = punktow lezacych na
prostych.

Rozpatrzymy nastepujace cztery formy rownan prostych:

e Rownanie prostej w postaci funkcji liniowej

e Rownanie prostej przechodzej przez dwa punkty

e Rownanie ogolne proste;j.

e Rownianie parametryczne prostej

1.1 Funkcja liniowa.
Zaleznosc liniowq
y(r) =ax+b, (1.1)

wspotrzenej y od wspotrzednej x nazywamy funkcjg liniowq o wspotczynnikach
a 1b oraz zmiennej x.

Funkcjg y(x) = a = + b jest liniowa, gdyz jej wykresem jest linia prosta o
wspotczynniku kierunkowym a 1 wyrazie wolnym b.
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Rownania prostej okreslonej przez funkcje liniowa
y(r)=azx +b
nie obejmuje prostych rownolegtych do osi y.

Przykiad 1.1 .
(1) Narysuj linie prostg na plaszczyznie, w ukladzie wspotrzednych x,y, prze-
chodzgcq przez dwa punkty (0,—1) i (2,1)
(73) Oblicz wspotczynniki funkcji liniowej
y(z) =azx+b,
przechodzqcej przez punkty (0,—1) i (2,1)

Rozwiazanie (i)

Wykres funkcji liniowej y(x) = x — 1, w ukladzie wspolrzednydnych x,y
Rozwiazanie (i)
Wykres funkcji y(z) = ax + b przechodzi przez punkty (0, —1), (2,1), jezeli
y(0) = -1, y(2) =1
Wtedy wspotrzedne tych punktow spelniaja rownania
y(0)=ax0+b=-1, b= —1,
y2)=ax24+b=1, ax2-1=1,
2%xa=2, a=1
Skad otrzymujemy rownanie prostej
y(z) =z —1

w formie funkcji liniowej o wspotczynnimach a = 1, b = —1, na ktorej leza
dane punkty (0,—1) i (2,1).



Przykilad 1.2 .
(1) Sprawdz, ktore z punktow

P, =(0,0), P, =(1,1),
Py;=(0,1), Py=(1,0)
lezg na prostych Ly lub Ly o rownaniach
Li: wyi(z)=2, Lo: wyalr)=1-—u2x. (1.2)
(11) ZnajdZz punkt przeciecia prostych Ly, Lo. Podaj wykres tych prostych.

Rozwiazanie (7). Punkty P, = (0,0), P, = (1, 1) leza na prostej L, poniewaz
ich wspotrzedne spelniaja rownanie prostej Ly : y =«

y(0) =0, y(1)=1

Punkty P; = (0,1), P» = (1,0) leza na prostej Lo poniewaz ich wspotrzedne
speliaja rownanie prostej Lo : y =1 — x,

y0)=1-0=1, y(1)=1—1=0.

Rozwiazanie (7).
Punkt przeciecia (xo, 30) lezy na obu prostych, jezeli

y1(xo) = Yo, 1 Y2(x0) = Yo.

Wtedy mamy rownania

yi(zo) =z0=1yo @ Ya(zo) =1— 20 = Y0,
o = 1-— 0 Z 21’0 = 1,
To = % 1 Yo = %

Odpowiedz: Proste y(z) =z i y2(x) = 1 — x przecinaja si¢ w punkcie (3, 3)
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Punkt przeciecia prostych prostopadlych : yi(x) =z, ya(z) =1— .




1.2 Rownania prostych rownoleglych

Rozpatrzmy dwie proste L; i Ly o rownaniach *

Ly: y=ax+ by,

Ly: y=asx+ b. (1.3)

Warunek konieczny i dostateczny.
Proste Ly i Ly o rownananiach (1.8) s¢ réwnolegte, wtedy i tylko wtedy, jezeli
wspotczynniki ay, as $¢ rowne a; = as

Przyklad 1.3 SprawdZ czy proste

Li: y=x+1,

Ly: y=x—-1 (1.4)

sq rownolegte.
Podaj wykresy prostej Ly i Lo.

Rozwiazanie.
Proste L; i Ly o wsplezynnikach

alzl, 61:1,
agzl, 62:—1

sa rownolegle poniewaz ich wspotczynniki aq, ay spelnija warunek konieczny i
dostateczny rownoleglosci prostych na ptaszczyznie.

alzagzl.

Wykresy rownan (1.24)

Ly: y=x+1 Ly: y=x-1
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Przyklad 1.4 Wyznacz rownanie prostej L rownolegtej do prostej
Ly: y=x+1

przechodzgceej przez punkt
P=(3,1).
Podaj wykres prostej Ly @ prostej L.

Rozwiazanie.
Prosta L rownolegla do prostej Ly ma wspolczynnik kierunkowy ten sam co
prosta Ly, mianowicie a = 1.
Wtedy rownanie prostej
L: y=x+0b.

Poniewaz prosta L przechodzi przez punkt P = (3,1) to po podstawieniu
wspolrzednych punktku otrzymamy rownanie

1=3+0,
z ktorego obliczmay wyraz wolny
b=1-3=-2
Skad otrzymujemy rownanie prostej
L: y=x-2.

Wykres prostych rownolegtych Ly: y=x+1, L: y=xz—2
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1.3 Rownania prostych prostopadlych

Rozpatrzmy dwie proste L i Ly o rownaniach

Ly: y=ax+ by,

Lg: y:a21’+b2.



Warunek konieczny i dostateczny.
Prosta Ly jest prostpadta do prostej Lo, wtedy @ tylko wtedy, jezeli wspotczynnik
as prostej Lo rowny jest negatywnej odwrotnosci wspotczynnika ay prostej Ly

1
a9 = ——.
ai

Wtedy kazda prosta o rownaniu

1
y=——x+0b (1.6)
ai

jest prostopadata do prostej Ly dla dowolnej wartosci wyrazu wolnego b.

Przyklad 1.5 SprawdZ czy proste

Ly: y=x—-1,

sq prostopadte.
Podaj wykresy prostej Ly @ Lo.

Rozwiazanie.
Proste L; i Ly o wsplezynnikach

alzl, 61:1,
agz—l, 62:

sa prostopadle poniewaz ich wspotczynniki aq, as spelniaja warunek konieczny
i dostateczny (1.6) prostopadlosci prostych na plaszczyznie.

y
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Przyklad 1.6 Wyznacz rownanie prostej L prostopadtej do prostej
Ly: y=x+2
przechodzgceej przez punkt
P=(2,-2).
Podaj wykres prostej Ly 1 prostej L.
Rozwiazanie.
Prosta L prostopadta do prostej Ly ma wspotczynnik kierunkowy rowny negaty-

wnej odwrotnosci wspolczynnika a = 1 prostej Ly.
Wtedy rownanie prostej
1
L: y=———z+b=0b—1.
(1)

Poniewaz prosta L przechodzi przez punkt P = (2,0) to wspohrzedne tego
punktu spelniaja rownanie
0=0b—-2

z ktorego obliczmay wyraz wolny
b= 2.
Skad otrzymujemy rownanie prostej

L: y=2-—u=x.

Ly: y=x+2

/-
400 —4 —3 -2 —1 . 1 2 3 4

Wykres prostych prostopsdtych: r2LO 1L

1.4 Rownanie prostej przechdzacej przez dwa punkty

2 Rownania prostej przechodzacej przez dwa dane punkty nie obejmuje prostych
prostopadtych do osi z.

2Tutaj uzywamy uproszczonych oznaczen y = y(x), yo = y(xo), y1 = y(x1)



Rownanie prostej przechodzacej przez dwa rozne punkty o wspolrzednych

(zo;%0), (w1,91), dla  xo# 11
piszemy jako nastepujaca zaleznosc¢ wsporzednej y od wspotrzednej x:

r — X r— X
y = “yo + % (1.8)

Lo — T1 1 — Zo

Istotnie, gdy © = z¢ to y = yo lub gdy x = x1 to y = ;.
To znaczy, ze punkty (xo,%0), (1,y1) leza na proste;j.

Przyklad 1.7 Napisz rownanie prostej, ktora przechodzi przez dwa punkty

(1'0,'3/0) = (_1>0) i (l’layl) = (07 1)
Sprawdz, ktory z punktow (1,1), (1,2) lezy na prostej.

Rozwiazanie:
Piszemy rownanie prostej przechodzacej przez punkty

(1'0,'3/0) = (_170) i (l’layl) = (07 1)
podstwiajac do wzoru (1.8) ich wspohrzedne znajdujemy rownanie prostej

r — T r — X9

y = Yo + y1,
Tog— T Tr1 — X

_ x—0 *0+:E+1*1’
—-1-0 0+1

= x4+ 1.

Odpowiedz: Rownanie prostej przechodzacej przez punkty (—1,0) i (0,1)
y=x+ 1.

Punkt (1,1) nie lezy na prostej y = = + 1 poniewaz jego wspolrzedne nie
speliaja rownania tej prostej bo

1#£1+1
Natomiast punkt (1,2) lezy na prostej y = x + 1 poniewaz jego wspotrzedne
speliaja rownanie tej prostej bo

2=1+1



1
(—1,0
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Wykres funkcji lintpwej y = x + 1.
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Zauwazmy, ze roOwnania prostej okreslonej przez funkcje liniowa

y(z)=azx +b

lub prostej wyznaczonej przez dwa rozne punkty nie obojmuja potozenia prostych

prostopadtych do osi z.

Natomiast rownanie ogolne prostej, ktore obejmuje wszystkie mozliwe polozenia

prostej na plaszczyzZnie rozpatrujemy w nastepnej sekcji.

1.5 Rownanie ogolne prostej na plaszczyznie
Ogolne rownanie prostej na plaszczyznie

ar + by +c =0, a®+b* > 0,

gdzie wspotczynniki a, b nie znikaja jednoczesnie dla a? + b2 > 0.

Przyklad 1.8 Wspotczynniki rownania
r+y—1=0
a=1, b=1, ¢c=—1 nie znikajg jednoczesnie bo
A+ =1"+1"=2>0.

Rownanie tej prostej mozemy napisac w postaci funkcyi liniowej

ktorej wykres podajem% Y

y=1—-x

(1.9)

-3 -2 —1 0 1 2 3

1.
Wykres funkcji liniowej |y =1 —x
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Rozpatrzmy trzy pozycje potozenia prostej L o rownaniu ogolnym
ar + by + c =0, a?+ b >0

1. Prosta L jest rownolegla do osi x, jezeli wspotczynnik a = 0, natomiast
wspolezynnik b # 0.
Wtedy prosta o rownaniu

by+c=0 lub y=—-

LY b
jest rownolegta do osi x
x
-3 —2 —1 0 1 2 3
1. c
Wykres funkcji lintowej y = 3 dla —oo < x <00

2. Prosta L jest prostopadia do osi z, jezeli wspolczynnik b = 0, natomiast
wspoltezynnik a # 0.
Wtedy prosta o rownaniu

ar+c=0 lub zz—%, dla —oco<y<oo
jest prostopadla do osi z.
3
Wykres prostej L o rownaniu 2z + 3 = 0 lub z = —5 dla —oo<y< oo

podajemy nizej

tY L: |z = —%
x
-3 —2 -1 0 1 2 3
Prosta L prostopadla do o_s% )

3. Prosta L o rownaniu
ar + by + c =0, gdy a#0, i b#0

c , c
przecina o8 x w punkcie (——,0) oraz os y w punkcie (0, —5)
a
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Przyklad 1.9 Podaj wykres i znajdZ punkty przeciecia prostej

r+y—1=0
Z 081G T 1 Z 081G Y
Rozwiazanie.
Dla prostej L o wspolczynnikach a = 1, b =1, ¢ = —1 obliczamy wspotrzedna

x punktu przeciecia prostej x +y —1 =0 z osia x, gdy y =0

c (—1)
= - - = — —F = 1
v a 1

wspolrzedna punktu przeciecia prostej z +y —1=0z osia y, gdy z =0
-1
c__=b_y
b 1

Wykres prostej o rownaniu z +y — 1 = 0.

1.6 Proste rownoleglte. Rownanie ogolne.

Rozpatrzmy dwie proste L; i Ly o rownaniach w formie ogolnej

Li: a1z +biy+c=0

Lo: asx+byy+co=0 (1.10)

Proste Ly i Ly o rownananiach (1.10) sa rownolegte, jezeli wspotczynniki ay, by
sa proporcjonalne do wspotczynnikow i as, by, to znaczy

a1 =kxas, by =kxby (1.11)

dla pewnej liczby k # 0, ktora nazywamy wspolczynnikiem proporcji.
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Przyklad 1.10 Sprawdz czy proste
Ly: z—y+1=0,

Ly: 2—y—1=0 (1.12)

sq rownolegte.
Podaj wykresy prostej Ly @ Lo.

Rozwiazanie.
Proste Ly i Ly sa rownolegle poniewaz ich wspotczynniki

a; = 1, bl = —1,
[ 1, bg = —1,
speliaja warunek proporcji (1.11)

1=1x1, —-1=-1%1

dla wspotczynnika proporcji £ = 1
Wykresy rownan (1.26)

L2:

400

Zauwazmy, ze prosta o rownaniu

ar+by+c=0
c

b), gdy z = 0, wtedy prosta jest rownolegta

e przecina os y, w punkcie (0, —
do oisi x

by+c=0, 1 y:—%, dla b#0, —o0 <y < 0.

c
e przecina os x, w punkcie (——,0), gdy y = 0, wtedy prosta jest rownolegta
a

do osi y

ar+c=0, 1 v=-5 dia a#0, —oo<zx<oo.
a
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e dwie proste o rownaniach

Li: aiz+biy+c,=0

Lo: asx+by+co=0 (1'13)

przecinaja sie w punkcie (xo, o), jezeli ten punkt spelnia réwnania tych
prostych

L1 . alzco—l—blyo—l—cl =0

Lo asxg+boyo+co=0 (1.14)

Przyklad 1.11 Podaj potozenie na plaszczyznie (z,y) dwdch prostych o rénaniach
z—y =0,
r+y—1=0

ZnajdZz ich punkty przeciecia z osiamy x 1y oraz punkt przeciecia tych prostych.

Rozwiazanie. Prosta o rownaniu x — y = 0 przecina o$ x i os y, gdy y = 0,
lub x = 0, wtedy * = y = 0. Zatem ta prosta przechodzi przez poczatek
uktadu wspotrzednych, przez punkt (0, 0).

Prosta o réwnaniu x +y — 1 = 0 przecina o$ z, gdy y = 0. Wtedy mamy
rownanie

r—1=0, i z=1.

Prosta o réwnaniu x +y — 1 = 0 przecina o$ y, gdy = 0. Wtedy mamy
rownanie

y—1=, 1 y=1
Zatem prosta ta przecina os x w punkcie (1, 0) i przecina o8 y w punkcie (0, 1).

Dwie proste przecinaja sie w punkcie (xo, o), gdy wspéhrzedne tego punktu
spehia ja oba réwnania, to znaczy

o—yo =0, yo=xo,

a:0+y0—1:0.

Podstawiajac y9 = x¢ do drugiego rownania znajdujemy

1 1
550+?/0 ’ €z ’ x 27 Yy 2
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Zatem proste przecinaja sie w punkcie (5, 5)

y=1—-=x y=z—1

|—=
|—

400 = 0 N

Proste: y=2z, y=1—=x

1.7 Proste prostopadle. Rownanie ogolne

Rozpatrzmy dwie proste Lj i Ly o rownaniach w formie ogolnej
Ly: ax+by+c =0,

Ly agx + boy + c2 = 0. (1.15)

Proste Ly i Ly o rownananiach (1.15) sa prostopadle, wtedy i tylko wtedy,
jezeli wspotczynniki a by i1 ag, by spelniaja rownanie
a1 * by + a9 % by = 0. (1.16)
Przyklad 1.12 SprawdZ czy proste
Ly: 20 —y—2=0,

Ly: 2+2y+2=0 (1.17)

sq prostopadte.
Podaj wykresy prostych Ly i Ls.

Rozwiazanie.
Proste Ly i Ly sa prostopadte poniewaz ich wspotczynniki

a; = 2, bl = —1,
a9 = 1, bg = 2,

speliaja warunek proporcji (1.16)

2% 1+ (—1)%2=0.
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Wykres prostych prostopsdtych: = Ly L L.

1.8 Rownanie parametryczne prostej

Rownanie parametryczne prostej L przechodzacej przez dwa punkty

P=(z,y) 1 Q= (x2,92)

piszemy w postaci

L(t) = P+(Q—P)t, —oo<t<+oo (1.18)

lub w postaci

L(t) = @xt+(1—-1)P, —oo<t<+oo0. (1.19)

Zauwazmy, ze punkty P i () leza na prostej L(t), poniewaz dla parametru ¢t = 0
mamy punkt
L(0)=P

i dla parametru ¢t = 1 mamy punkt
L(1) = Q.

Jezeli parametr ¢ zmieniasi¢ od 0 do 1 to punkt L(t) zmienia si¢ wzdtuz odcinka
o poczatku w punkcie P i koncu w punkcie ). Natomiast, jezeli parametr ¢
zmienia sie od —oo do +00, to punkt L(t) przebiega cala prosta L.

Wtedy prosta L jest rownolegla do wektora

F=Q—P

o wspolrzednych
U= (12— 21,92 — ¥1)-
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Parametryczne rownanie prostej L(t) piszemy rowniez we wspolrzednych

x(t) =z + t % 29,
(1.20)
y(t) = y1 +t*yo,

dla parametru ¢t € (—o0, +00).

Przykiad 1.13 .
(1) Znajdz rownanie parametryczne prostej L(t) przechodzgcej przez dwa punkty
(1) Podaj wykres prostej L(t).

Rozwiazanie (i)
Podstawiajac do parametrycznego rownania prostej (1.19) dane punkty

otrzymamy rownanie

L(t) = L(t)= (2, 1)t + (1 —1)(0,-1) (1.21)

Rownania (1.20) piszemy we wspotrzednych
(1.22)

dla parametru ¢t € (—o0, 4+00).

Rozwiazanie (7).

Wykres prostej L(t) okreslonej przez parametryczne rownanie (1.22) podajemy
nizej

Y
Lit)=Q«+t+(1—-t)xP 1|

Wykres prostej L(t) przechodzgcej przez punkty P i Q
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1.9 Zadania

Zadanie 1.1 .
(1) Narysuj linie prostg na plaszczyznie, w ukladzie wspotrzednych x,y, prze-
chodzq przez dwa punkty

P=(-1,-2)i Q=(21).
(73) Oblicz wspotczynniki funkcji liniowej
y(z) =azx+b,
przechodzqcej przez punkty P = (—1,-2) i Q = (2,1).

Zadanie 1.2 Podaj potozenie na plaszczyinie (x,y) dwdch prostych Ly i Lo o
ronaniach
Ly: y=2x—1, Ly: y=1-2x.

Znajdz punkt przeciecia prostych Ly @ Lo.

Zadanie 1.3 Napisz rownanie prostej przechodzqcej przez dwa punkty
P = (zo,0) = (-1,-1) i Q= (z1,51) = (1,1).

Sprawdz ktory z punktow Py = (0,1), Qo = (2,2). lezy na prostej.

Zadanie 1.4 .
(1) Sprawdz, ktore z punkty

P =(0,0), @Qi=(L1),
P, =1(0,2), Q2=(2,0)
lezg na prostych Ly lub Ly o rownaniach
Ly wy(z) =2z, Ly yo(z)=2—x. (1.23)
(1i) ZnajdZ punkt przeciecia prostych Ly, Lo. Podaj wykres tych prostych.
Zadanie 1.5 SprawdZ czy proste

Lli yzgl’—l—l, Lg: 20+ 3

Ly: y=3x—1, Ly: 3x—3 (1.24)

sq rownolegte.
Podaj wykresy prostej Ly i Lo.
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Zadanie 1.6 Wyznacz rownanie prostej L rownoleglej do prostej
L(] NS 1—=z

przechodzgceej przez punkt
P=(-11).

Podaj wykres prostej Ly 1 prostej L.
Zadanie 1.7 SprawdZ czy proste

Li: y=05z—1,

Ly: y=1-2x, (1.25)

sq prostopadte.

Podaj wykresy prostej Ly i Lo.

Zadanie 1.8 Wyznacz rownanie prostej L prostopadlej do prostej
L(] Y= 2—x

przechodzgceej przez punkt
P=(-1,-1).

Podaj wykres prostej Lg i prostej L
Zadanie 1.9 Napisz rownanie prostej, ktora przechodzi przez dwa punkty
P = (zo,90) = (=1,2) i Q= (z1,31)=(0,1).
Sprawdz, ktory z punktow (1,0), (2,—1) lezy na prostej.
Zadanie 1.10 Znajdz wspotczynniki a, b, ¢ rownania prostej L w forme ogolnej
L: ar+by+c=0
przechdzgceej przez punkty
P=(-22, Q=10
Zadanie 1.11 Podaj wykres i znajdZ punkty przeciecia prostej
2x4+y—4=0
2 081 T 1 2 051G .
Zadanie 1.12 SprawdZz czy proste
Ly: 2x—y+1=0,

Ly: 4x —2y —1=0, (1.26)

sq rownolegte.
Podaj wykresy prostej Ly i Lo.
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Zadanie 1.13 Podaj potozenie na plaszczyznie (x,y) dwéch prostych o rénaniach
L1 T 20 — Yy = 0,
Ly: 242y —1=0.

Znajdz punkty przeciecia prostych L1, Lo z osiamy x 1y. ZnajdZ punkt przeciecia
prostych Ly, Lo.

Zadanie 1.14 SprawdZz czy proste

Li: 3z—y—1=0,

Ly: x+3y+1=0, (1.27)

sq prostopadte.
Podaj wykresy prostych Ly i Ls.

Zadanie 1.15 .

(1) ZnajdZz rownanie parametryczne prostej L(t) przechodzgcej przez dwa punkty
P = (17_1) ( Q = (27_1)

(1) Podaj wykres prostej L(t).

Prof. dr Tadeusz STYS Warszawa, sierpien 2018



