Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki.

Twierdzenie 0.1 KaZdg liczbe naturalng mozna przedstawic jako iloczyn liczb
pierwszych. Taki rozktad jest jedyny.
Inaczej, jezeli n jest liczbg naturalng to istniejq liczby pierwsze

b1,P2,P3 -, Pk

takie, Ze

N =DPp1*Pa*pP3*k---*pPg

Sposob rozktadu liczby naturalnej m na czynniki pierwsze jest prosty. Mi-
anowicie, dzielimy liczbe m przez kolejne liczby pierwsze. Wtedy liczba m
rowna si¢ iloczynowi dzielnikow.

Przyklad 0.1 Roztoz liczbe m = 1638 na czynniki prerwsze.

Postozymy sie schematem
1638 | 2
819 | 3
273 | 3
91 | 7
13 |1
1

Liczba 1638 rozklada sie na czynniki 2,3, 3,7, 13
To znaczy
1638 =2 % 3% 3% 7% 13

Przyklad 0.2 Roztoz liczbe m=5040 na czynniki pierwsze. Postozymy sie
schematem

5040 |
2520 |
1260 |
630 |
315 |
105 |
21 |
T
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Liczba m = 5040 rozklada sie na czynniki 2, 2,2, 2,3,5,3,7, To znaczy

5040 = 2% 2% 2% 2%« 3% 5%« 3% 7.



Zauwazmy, ze siedem silnia rowna sie
T'=1%x2%x3%x4%5%6x7=5040
W tym rozkladzie mamy czynniki ztozone
4=2%2 i 6=2%3

Dlatego, wedlug Podstawowego Twierdzenia Arytmetyki, liczba m = 5040
rozktada si¢ na iloczyn liczb pierwszych

5040 = 24 % 32 % 5% 7
Algorytm.

Od czasow Euklidesa (Algorytm znajdowania najwickszego wspolnego dzielnika
dwaoch liczba naturalnych) i Eratotenesa (Sito Eratotenesa wyznaczenia wszys-
tkich liczb pierwszych z przedziatu [2,n], ogloszono wiele algorymow rozkladu
liczb naturalnych na czynniki pierwsze. Dalej tworzone sa nowe algorytmy
glownie pod katem kodowania i zastosowania bardzo duzych liczb, z setkami
cyfr, na przyktad w kryptografii.

Nizej podamy prosty, ale nie optymalny, algorytm rozktadu danej liczby nat-
uralnej na czynniki pierwsze oraz jego kod w systemie Mathematica.
Oznaczenia

1. Literg m oznaczamy dang liczbe naturalng, ktorej rozktadu na czynniki
pierwsze szukamy.

2. Deklarujemy dwie listy puste
Tz={}, oraz Tp={}

Do listy Tz dotgczymy wszystkie dzielniki liczby m, w tym rowniez dziel-
niki zloZone, stosujgc operacje Modulo — Kongruencje obliczania reszty
r z dzielenia liczby m przez kolejne liczby 1 = 2,3,4,---,n;

r=(m Modi) dla i=23,4,---,n n=[=]

m
2
L Dolgczamy rowniez krotnosci czynnika i.

Natomiast do listy T'p dotgczamy kolejne czynniki pierwsze liczby m, re-
dukujgc z listy Tz czynniki ztoZone.

Modul w systemie Mathematica
Liste wszystkich moZliwych czynnikow liczby m wyznacza modut.

ITutaj symbol [**] oznacza calosc z dzielenia liczby m przez 4.



TwierdzenieArytmetyki[m_] := Module[{ a, b, test, i, n, m0, ml, r, rl, Tp},
mO =m; ml = m; n = Floor[m0/2]; test = 0;
Tp = 1{ };
onepla_, r_, i_] := Module[{ },
rl =r; b= a;
While[rl == 0, {AppendTo[Tp, il, rl = Mod[b, il, b = b/i}];
test’ = 1;
m0 = a;
1;
Do[{r = Mod[mO, i], a = Floor[mO/i], If[r == 0, omnepla, r, il]}, {i,2, n}];
If[test == 0, AppendTo[Tp, m]];
Tpl]
]

Przyktad 0.3 Dla m = 5040 otrzymujemy wszystkie jej czynniki wykonujgc
instrukcje

TwierdzenieArytmetyki [5040]

out[5]= {2, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 5040}

Modut CzynnikiPierwsze tworzy liste T'p czynnikow pierwszych liczby m z
listy Tz wzystkich czynnikow liczby m

CzynnikiPierwsze[1l_] := Module[{c, k, n, Ts, Tz 1},
Ts = { };
Tz = TwierdzenieArytmetyki[1];
n = Length[Tz];
Table[ { c = Length[TwierdzenieArytmetyki[Tz[[k]]]],
If[c == 1, AppendTo[Ts, Tz[[k]111}, {k, 1, n}];
Ts
]

Przyktad 0.4 Dla m = 5040 otzymujemy rozktad tej liczby na czynniki pier-
wsze wykonujemy instrukcje

CzynnikiPierwsze [5040]

Out[5]= {2, 2, 2, 2, 3, 3, 5, 7}
Implementacje powyzszych modutow
e w systemie Mathematica aktywujemy modut Twierdzenie Artymetyki|m]

e nastepnie, aktywujemy modut CzynnikiPierwsze[m)]



e rozktad liczby m na czynniki pierwsze otrzymujemy wykonujgc instrukcje
CzynnikiPierwsze[m]

Przyktad 0.5 Dla m = 30030 otzymujemy rozktad tej liczby na czynniki pier-
wsze wykonujemy instrukcje

CzynnikiPierwsze [30030]

Out[8]= {2, 3, 5, 7, 11, 13}

W systemie Mathematica jest bardzo krotka i skuteczna instrukcja rozktadu
danej liczby m na czynniki pierwsze. To jest instrukcja

FactorInteger [m]

Przyktad 0.6 Znajdz rozklad na czynniki pierwsze liczby m = 60 wykonujgc
instrukcje

FactorInteger[60]
{{2, 2}, {8, 1}, {5, 1}}

Wynik tej instrukcyi
{{2, 2}, {3, 1}, {5, 1}}

czytamy
60 = 2% % 3! x5!

Przyktad 0.7 Znajdz rozklad na czynniki pierwsze liczby 18 — to cyfrowej
m = 235489703970060540

wykonujgc instrukcje

FactorInteger[235489703970060540]

{{2’ 2}’ {3’ 3}’ {5’ 1}’ {7’ 1}: {11: 1}’ {13’ 1}’

{17,1}, {19, 1}, {23, 1}, {29, 1}, {31, 1}, {37, 1},
{41, 1}, {43, 1}}

Wynik tej instrukcyi czytamy
235489703970060540 = 22 % 3' x5! % 71 % 111 % 131 % 17!
x 19' % 231 % 29 % 311 % 371 % 411 % 43!
Przyktad 0.8 Znajdz rozklad na czynniki pierwsze liczby 100 — to cyfrowej

m = 240000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000



wykonujgc instrukcje

FactorInteger [m]

{{2, 103}, {3, 1}, {5, 100}}

Wynik tej instrukcyi czytamy

m = 2103 % 31 % 5100

0.1 Zadania

Zadanie 0.1 Znajdi wszystkie dzielniki liczby m = 15 wykonujgcj krok po
kroku algorytm TwierdzenieArytmetyki/m] zapisany w kodzie Mathematyka.

Zadanze 0.2 Znajdz rozkltad na czynniki pierwsze liczby m = 15 wykonujgcy
krok po kroku algorytm CzynnikiPierwsze[m] zapisany w kodzie Mathematyka.

Zadanie 0.3 Majgc dostepny system Mathematica na notebooku, znajdz wszys-
tkie dzielniki liczby m = 3072 wykonujgc instrukcje Twierdzenie Arytmetykifm]

Zadanie 0.4 Majgc dostepny system Mathematica na notebooku, znajdz roztoz
na czynniki pierwsze liczbe m = 3072 wykonujgc instrukcje CzynnikiPier-
wsze[m/
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