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0.1 Liczby rzeczywiste

Dotychczas poznaliṡmy natȩpuja̧ce zbiory liczb:
Nieskoṅczony zbiȯr liczb naturalnych:

N = {0, 1, 2, 3, 4, ..., n, .....}
Nieskoṅczony zbiȯr liczb ca lkowitych

C = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ..., n, ...}
Liczb ca lkowitych jest tyle samo co liczb naturalnych. To znaczy liczb natu-
ralnych wystarczy, żeby policzyċ wszystkie liczby ca lkowite. To jest ta sama
nieskoṅczonoṡċ.
Nieskoṅczony zbiȯr liczb wymiernych, czyli zbiȯr wszystkich możliwych u lamkȯw

W = {p

q
: p, q ∈ C, q 6= 0}

jest rȯwnież rȯwno liczny ze zbiorem liczb naturalnych. Zatem liczb wymiernych
jest tyle samo co liczb naturalnych. To jest ta sama nieskoṅczonoṡċ.

Ziȯr liczb rzeczywistych zawiera wszytkie liczby wymierne i jest istotnie
wiȩkszy od wszystkich wymienionych wyżej zbiorȯw liczbowych. To znaczy,
że liczb naturalnych nie wystarczy, żeby policzyċ liczby rzeczywiste. Istnieja̧
liczby rzeczywiste, ktȯre nie sa̧ liczbami naturalnymi, ani liczbami ca lkowitymi,
ani liczbami wymiernymi.
Na przyk lad taka̧ liczba̧ rzeczywista̧ jest pierwiastek kwadratowy z liczby 2.

Pierwiastek kwadratowy.
Pierwiastkiem kwadratowym z liczby wymiernej nieujemej a ≥ 0, nazywamy

liczbȩ b ≥ 0 też nie ujemna̧, taka̧, że

b2 = a

Wtedy piszemy √
a = b

Na przyk lad

dla a = 4, b = 2,
√

4 = 2, bo 22 = 4, nigdy b = −2 chociaz b2 = (−2)2 = 4

dla a = 9, b = 3,
√

9 = 3, bo 32 = 9,

dla a =
4

9
, b =

2

3

√

4

9
=

2

3
, bo (

2

3
)2 =

4

9
.

Rzeczywiṡcie, jeżeli liczba
√

2 by laby wymierna, to istnia lyby liczby ca lkowite
p ∈ C i q ∈ C takie, że √

2 =
p

q
, q 6= 0.
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gdzie u lamek
p

q
jest nieskracalny, to znaczy liczby p i q nie maja̧ wspȯnego

dzielnika. Zatem, mamy

(
√

2)2 = (
p

q
)2, 2 =

p2

q2
, 2 ∗ q2 = p2

Z rȯwnoṡci 2 ∗ q2 = p2 wynika, że liczba p2 jest podzielna przez 2. To znaczy,
że liczba p też jest podzielna przez 2. Wtedy p = 2∗k dla pewnego ca lkowitego
k ∈ C.

Zatem, mamy
2q2 = (2k)2 = 4k2, q2 = 2 k2

Teraz q2 = 2 k2 jest liczba̧ parzysta̧ i podzielna̧ przez 2. To znaczy, że u lamek
p

q
jest skracalny. To przeczy istnieniu liczb ca lkowitych p, q. Dlatego liczba

√
2 jest niewymierna, natomiast jest liczba̧ rzeczywista̧.

Zbiór liczb rzeczywistych oznaczamu litera̧ R. Zbiór liczb rzeczywistych jest
rozszerzeniem zbioru liczb wymiernych o liczby, niewymierne takie jak π,

√
2,
√

3, ...;
Zatem zachodzi nastȩpuja̧ca relacja: W ⊂ R.

Zbiór liczb rzeczywistych jest zamkniȩty ze wzglȩdu na cztery operacje aryt-
metyczne.
Liczby rzeczywiste podobnie jak liczby naturalne, ca lkowite i wymierne inter-
pretujemy jako punkty na osi liczbowej. Dok ladniej, liczba x oznacza odleg lość
punktu x na od punktu oznaczonego przez zero.
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Oś liczbowa. Liczby rzeczywiste

0.1.1 Wartość bezwzglȩna

Wartość bezwzglȩdna liczby x to jest na osi liczbowej odleg lość punktu x od
pocza̧dku oznaczonego przez 0. Zatem, wartość bezwzglȩdna liczby x jest
zawsze nieujemna.

-t
0 x−x

b b

Oś liczbowa.
Niżej podajemy definicjȩ wartoṡci bezwzglȩdnej funkcj y = |x|.
Definition 0.1 Wartość bezwzglȩdna̧ liczby x określamy jak nastȩpuje:

|x| =







x, gdy x ≥ 0,

−x gdy x < 0
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Na przyk lad |5| = 5 bo 5 > 0, również | − 5| = −(−5) = 5, gdy x = −5 < 0.
Również wartość bezwzglȩdna̧ liczby x jest dana wzorem

|x| =
√

x2.

Zauważmy, że
√

4 = 2, nigdy −2.

-
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y = |x|

r x

Wykres funkcji: wartoṡċ bezwzlȩdna y = |x|

Odcinek na osi liczbowej. Z definicji wartości bezwzglȩnej liczby x, wynika
nierówność

|x| ≤ a, wtedy i tylko wtedy gdy − a ≤ x ≤ a, a ≥ 0.

Rzeczywíscie, zauważamy, że

|x| ≤ a, gdy x ≤ a i − x ≤ a, to znaczy − a ≤ x ≤ a.

Na osi liczbowej zaznaczmy zbiór liczb x, które spe lniaja̧ −a ≤ x ≤ a

-

0 a

r rr

−a
x

Odcinek na osi liczbowej |x| ≤ a.

Podobnie, odcinek [a, b] o pocza̧tku w punkcie a i końcu w punkcie b, to jest
zbiór punktów x leża̧cych pomiȩdzy punktami a i b zapisujemy jak nastȩpuje:

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}
D lugość odcinka [a, b], to jest odleg lość punktu a od punktu b. Zatem odleg loṡċ
punktu a od punktu b jest rȯwna wartości bezwzglȩdnej różnicy |b − a|.
Przyk lad 0.1 Rozwia̧ż równanie

|2x − 3| = 5.

Zaznacz rozwia̧zanie na osi liczbowej.
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Rozwia̧zanie. Z defincji wartości bezwzglȩdnej

|2x − 3| =







2x − 3 = 5, gdy 2x − 3 ≥ 0, to x = 4,

−(2x − 3) = 5 gdy −2x + 3 ≤ 0, to x = −1,

Rozwia̧zanie x=-1 lub x = 4 podane jest niżej na osi liczbowej.
-

0 x = 4
r rr

x = −1
Rozwia̧zanie x = −1 lub x = 4.

Przyk lad 0.2 Rozwia̧ż nierównść

|x − 3| ≤ 2.

Rozwia̧zanie. Z definicji wartości bezwzlȩnej nierówność

|x − 3| ≤ 2.

jest równoważna z podwójna̧ nierównościa̧

−2 ≤ x − 3 ≤ 2, lub 1 ≤ x ≤ 5.

Odpowiedź: 1 ≤ x ≤ 5.

Przyk lad 0.3 Podaj zbiór punktów, które spe lniaja̧ nierówność

|x− 1| + |x + 1| ≤ 1.

Zaznacz ten zbiór na osi liczbowej.

Rozwia̧zanie. Z definicji wartości bezwzlȩnej znajdujemy

1. dla x − 1 ≤ 0, |x − 1| = −(x− 1) = 1 − x, |x + 1| = −(x + 1) = −1 − x

|x − 1| + |x + 1| = 1 − x − 1 − x = −2x ≤ 1,

gdy x ≥ −1

2
,

2. dla −1 ≤ x ≤ 1, |x − 1| = (x − 1) = x − 1, |x + 1| = −(x + 1) = −1 − x

|x − 1| + |x + 1| = x− 1 − 1 − x = −2 ≤ 1,

gdy −1 ≤ x ≤ 1

3. dla x + 1 ≥ 0, |x − 1| = x − 1, |x + 1| = x + 1

|x − 1| + |x + 1| = (x− 1) + (x + 1) = 2x ≤ 1,

gdy x ≤ 1

2
,
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Odpowiedź: Nierówność jest spe lniona dla −1 ≤ x ≤ 1. To znaczy dla wszys-
tkich x takich, że |x| ≤ 1.
Również zauważmy, że odleg lość punktu x ∈ [−1, 1] od punktu −1 plus od-
leg lość tego punktu x ∈ [−1, 1] od 1 równa siȩ 1. Zatem nierówność jest
spe lniona również dla x = −1 lub x = 1, wtedy zachodzi znak równości.
Zaznaczmy to rozwia̧zanie na rysunku.

-
|x− 1| |x + 1|

0 1

a rr

−1

r

x

Rownanie |x − 1| + |x + 1| = 1.

Zadanie 0.1 Rozwia̧ż równanie

|3x − 5| = 4.

Zaznacz rozwia̧zanie na osi liczbowej.

Zadanie 0.2 Rozwia̧ż równanie

|2x − 3| = 5.

Zaznacz rozwia̧zanie na osi liczbowej.

Zadanie 0.3 Rozwia̧ż nierówność

|x − 5| ≤ 2.

Zaznacz rozwia̧zanie na osi liczbowej.

Zadanie 0.4 Podaj zbiór punktów, które spe lniaja̧ nierówność

|x| + |x − 2| ≤ 2.

Zaznacz ten zbiór na osi liczbowej


