0.1 Liczby rzeczywiste

Dotychczas poznalismy natepujace zbiory liczb:
Nieskonczony zbior liczb naturalnych:

N ={0,1,2,3,4,....n,.....}
Nieskonczony zbior liczb catkowitych
c=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...,n,...}

Liczb catkowitych jest tyle samo co liczb naturalnych. To znaczy liczb natu-
ralnych wystarczy, zeby policzy¢ wszystkie liczby catkowite. To jest ta sama
nieskonczonosc.

Nieskonczony zbior liczb wymiernych, czyli zbior wszystkich mozliwych utamkow

Wz{gi p,qgeC, q#0}

jest rowniez rowno liczny ze zbiorem liczb naturalnych. Zatem liczb wymiernych
jest tyle samo co liczb naturalnych. To jest ta sama nieskonczonosc.

Zior liczb rzeczywistych zawiera wszytkie liczby wymierne i jest istotnie
wiegkszy od wszystkich wymienionych wyzej zbiorow liczbowych. To znaczy,
ze liczb naturalnych nie wystarczy, zeby policzy¢ liczby rzeczywiste. Istnieja
liczby rzeczywiste, ktore nie sa liczbami naturalnymi, ani liczbami catkowitymi,
ani liczbami wymiernymi.

Na przyktad taka liczba rzeczywista jest pierwiastek kwadratowy z liczby 2.

Pierwiastek kwadratowy.
Pierwiastkiem kwadratowym z liczby wymiernej nieujemej a > 0, nazywamy
liczbe b > 0 tez nie ujemng, takq, Ze
bV =a
Wtedy piszemy
Va="»b

Na przyktad
dlaa=4, b=2, V4=2, bo 22=4, nigdy b= —2 chociaz b* = (-2)> =4

dlaa=9, b=3, V9=3, bo 3?=09,
4 2 4 2 2 4

dlaa=—-, b= /===, bo (3)*=—.
9 3 Vo 3 3 9

Rzeczywiscie, jezeli liczba v/2 bylaby wymierna, to istnialyby liczby catkowite
p € Ciqe C takie, ze
V2 = g, q#0.



gdzie utamek b jest nieskracalny, to znaczy liczby p i ¢ nie maja wsponego

dzielnika. Zatem, mamy

2
(VO = () 2= 5 2xq=p
7 rownosci 2 * ¢> = p* wynika, ze liczba p? jest podzielna przez 2. To znaczy,
ze liczba p tez jest podzielna przez 2. Wtedy p = 2xk dla pewnego calkowitego
kecdC.
Zatem, mamy
2¢° = (2k)2 =4k%, ¢* =2k

Teraz ¢*> = 2 k? jest liczba parzysta i podzielna przez 2. To znaczy, ze utamek

b jest skracalny. To przeczy istnieniu liczb catkowitych p, ¢q. Dlatego liczba
q

V/2 jest niewymierna, natomiast jest liczba rzeczywista.

Zbiér liczb rzeczywistych oznaczamu litera R. Zbior liczb rzeczywistych jest
rozszerzeniem zbioru liczb wymiernych o liczby, niewymierne takie jak 7, v/2, V3, ...;
Zatem zachodzi nastepujaca relacja: W C R.

Zbiér liczb rzeczywistych jest zamkniety ze wzgledu na cztery operacje aryt-
metyczne.

Liczby rzeczywiste podobnie jak liczby naturalne, catkowite i wymierne inter-
pretujemy jako punkty na osi liczbowej. Dokladniej, liczba x oznacza odlegtosé
punktu x na od punktu oznaczonego przez zero.
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Os liczbowa. Liczby rzeczywiste
0.1.1 Wartos$¢ bezwzglena

Wartos¢ bezwzgledna liczby x to jest na osi liczbowej odlegtosé punktu x od
poczadku oznaczonego przez 0. Zatem, wartos¢ bezwzgledna liczby x jest
zZawsze nieujemna.

—x _0 x

Os$ liczbowa.
Nizej podajemy definicje wartosci bezwzglednej funkej y = |z|.

Definition 0.1 Wartosé bezwzgledng liczby x okreslamy jak nastepuje:
z, gdy =0,
|| =

—r gdy <0



Na przyktad |5| =5 bo 5 > 0, réwniez | — 5| = —(=5) =5, gdy x = =5 < 0.
Roéwniez warto$¢ bezwzgledna liczby x jest dana wzorem

|x| = V2.

Zauwazmy, ze /4 = 2, nigdy —2.

y = |z

—2 —1 0 1 2
Wykres funkcji: wartos¢ bezwzledna y = |x|

Odcinek na osi liczbowej. Z definicji wartosci bezwzglenej liczby x, wynika
nieréwnosé

|z] <a, wtedyitylkowtedy gdy —a<z<a, a>0.
Rzeczywiscie, zauwazamy, ze
|z <a, gdy z<a i —x<a, toznaczy —a<z<a.

Na osi liczbowej zaznaczmy zbiér liczb x, ktére spethiaja —a <z < a

—a 0 a
Odcinek na osi liczbowej |z| < a.

Podobnie, odcinek [a, b] o poczatku w punkcie a i koricu w punkcie b, to jest
zbior punktow x lezacych pomiedzy punktami a i b zapisujemy jak nastepuje:

la,b)] ={xr € R: a <x <}

Dlugosé odcinka [a, b, to jest odleglos¢ punktu a od punktu b. Zatem odleglose
punktu a od punktu b jest rowna wartosci bezwzglednej réznicy |b — al.

Przyklad 0.1 RozwigZ réownanie
|2x — 3| = 5.

Zaznacz rozungzanie na osi liczbowey.



Rozwiazanie. 7 defincji wartosci bezwzglednej
20 —3=5, gdy 2x—32>0, to x=4,
|22 — 3| =
—(2x—-3)=5 gdy —2x+3<0, to x=-—1,

Rozwiazanie x=-1 lub z = 4 podane jest nizej na osi liczbowej.

r=-—1 0 r=4
Rozwiazanie x = —1 lub z = 4.

Przyklad 0.2 RozwigZ nierownsé

|z — 3| < 2.
Rozwiazanie. Z definicji wartosci bezwzlenej nierownosé

|z — 3| < 2.
jest réwnowazna z podwdjna nieréwnoscia

—2<zx—-3<2, lub 1<x<5.
Odpowiedz: 1 < x < 5.
Przyklad 0.3 Podaj zbior punktow, ktore spelniajg nierownosé
e —1|+|z+ 1 <L
Zaznacz ten zbior na osi liczbowey.
Rozwiazanie. 7 definicji wartosci bezwzlenej znajdujemy
l.dla z—-1<0, |Jz—1l=—-(z-1)=1-2, |z+1l=—(z+1)=—-1—-x

le—1|+jz+1=1-2—-1—2=—-22x<1,

gdy > —=
2.dla —-1<z<1, j[z—1=(x—-1)=2—-1, |[z+1]l=—(x+1)=-1—2z
le—1|+jz+1=2—-1-1—2=-2<1,
gdy —1<z<1
3.dla z+1>0, |Jz—1=2—-1, |j[z+1]=x+1

le—1|+jz+1=(x—-1)+(z+1) =22 <1,
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Odpowiedz: Nierownos¢ jest spetniona dla —1 < x < 1. To znaczy dla wszys-
tkich x takich, ze |z| < 1.

Réwniez zauwazmy, ze odlegltosé punktu = € [—1,1] od punktu —1 plus od-
legtos¢ tego punktu x € [—1,1] od 1 réwna si¢ 1. Zatem nieréwnosé¢ jest
speliona réwniez dla x = —1 lub x = 1, wtedy zachodzi znak réwnosci.
Zaznaczmy to rozwiazanie na rysunku.

| |z — 1] [z +1]

Py Py °

-1 0 = 1
Rownanie |z — 1]+ |z + 1] = 1.

Zadanie 0.1 Rozwigz rownanie

|3x — 5| = 4.
Zaznacz rozwigzanie na 0si liczbowey.
Zadanie 0.2 Rozwigz rownanie

|2x — 3| = 5.
Zaznacz rozwigzanie na o0si liczbowey.
Zadanie 0.3 Rozwiqgz nierowno$é

|z — 5| < 2.
Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.
Zadanie 0.4 Podaj zbior punktow, ktore spetniajq nierownosé

lz| + |z — 2| < 2.

Zaznacz ten zbior na osi liczbowey



