0.1 Liczby przystajace

Drzielenie liczb catkowitych z reszta laczy sie z pojeciem liczb przystajacych i operacja mod-
ulo, to jest z kongruenja.

Kongruencja czyli przystawania liczb calkowitych a i b wzgledem liczby naturalnej n wykracza
poza podstawe programowa. Jednak jest istotnym tematem w programie rozszerzonym
matematyki. Podobnie rownanie liniowe Diofantosa i roszerzony algorytm Euklidesa wykraczaja
poza podstawe programowa, ale doskonale pasuja do programu rozszerzonego w ramach
kotka z matematyki dla klas starszych.

Karol Gauss (1777-1835 n.e.) wprowadzil oznaczenia operacji modulo na liczbach catkowitych

a = b(modn)
Powyzszy zapis rozumiemy, ze roznica a — b jest podzielna przez n. To znaczy
—b
(@a—b):in=kt b 22—k  a-b=kxn
n

dla pewnej liczby catkowitej k.

Przyklad 0.1 Piszqc
27 = 13(mod 7)
rozumiemy, ze roznica 27 — 13 jest podzielna przez 7. W tym przyktadzie
27 —-13

(27—-13):7=14:2=2,  lub =

=2 27 —-13=2x7
gdziea=27,b=13, n=7, k = 2.

Reszte r z dzielenia liczby catkowitej a przez liczbe naturalna n obliczamy stosujac operacje
modulo. Mianowicie piszmy
r =a (modn).
Na przyklad dla a = 7 i n = 3 reszta r = 1, poniewaz
1

7:3=2+—.
+7

Wiynik dzielenia 7 : 3 to jest 2 cale i reszta 1.

Liczby przystajace. Liczby catkowite a i b nazywamy przystajece wzgledem liczby natu-
ralnej n, jezeli ich roinica a — b jest podzielna przez n. Piszemy

a = b(mod n).
Zavwazmy, ze liczby catkowite a © b sq przystajgce wzgledem liczby naturalnej n, wtedy i
tylko wtedy, jezeli podzielone przez n majg tg samgq reszte v
Na przyklad
7 przystaje do 3 wzgledem 2, poniewaz roznica
(7-3):2=2

jest podzielna przez 2, reszta r = 0.
Rowniez z dzielenia liczby 7 przez 2 i z dzielenia liczby 3 przez 2 mamy ta sama reszte r = 1.

7:2=3+resztal oraz 3:2=1+resztal



0.2 Dazielenie modulo

Wynik dzielenia modulo liczby calkowitej a przez liczbe naturala n rowny jest reszcie z
dzielenia liczby a przez liczbe n.
Na przyklad

r=25(mod 15) =10 bo 25:15=1+reszta 10

r=37(mod12) =1 bo 37:12=34reszta 1

Dokladny wylnik dzielenia

25 10
25:16=—=1+ —
b:15 15 +15

37 1
37'12_E_3+E

Przykiad 0.2 Oblicz  47(mod 5)

Obliczamy
47:5 =9+ reszta 2,
Odpowiedz:
47(mod 5) = 2

Przyklad 0.3 Oblicz 123(mod 7)

Obliczamy

123 : 7 =17+ reszta 4,

Odpowiedz:

123(mod 7) =4

0.2.1 Wilasnosci operacji modulo

Relacja = kongruencji, to znaczy relacja przystawania liczb catkowitych ma podobne
wlasnosci jak zwykla relacja rownosci =.

1. Wlasnos¢ symetrii
a=b(modn) to b=a(modn)

Przyklad 0.4 Liczba 15 przystaje do liczby 3 modulo 4 i liczba 3 przystaje do liczby
15 modulo 4, piszemy

15 = 3(mod 4) i 3 = 15(mod 4).

2. Operacja przechodnia

Jezeli liczby a1 b oraz liczby b 1 ¢ sa przystajace wzgledem liczby n, to znaczy
prawdziwe sa kongruencje

a=b((modn) i b= c(modn).
to liczby a i ¢ tez sa przystajace wzgledem liczby n, to znaczy
a = ¢(mod n)

Wiasnos¢ przystawania liczb a, b wzgledem n przechodzi na liczby a, c.



Przyklad 0.5 Rozpatrzmy dwie kongruencje
20 = 12(mod 4) ) 12 = 8(mod 4).
Tutaj mamy
a=20, b=12, c=12, n =4.
Zauwazamy, ze liczby a = 20 1 ¢ = 8 tez sa przystajace wzgledem liczby 4, gdyz roznica
20-8=12
jest podzielna przez 4.
. Dodawanie kongruencji. Kongruencje mozemy dodawac¢ stronami.

To znaczy, jezeli a przystaje do b modulo n i ¢ przystaje do d modulo n
to

a+c przystagje do b+d modulo n.
Wtedy piszemy, jezeli
a=b(modn) i c¢=d(modn)

to
a+c=b+d(mod n).

Przyklad 0.6 Rozpatrzmy dwie kongruencje
15 = 3(mod 4) i 37=5(mod4)

Tutaj mamy

Sumuggce stronami powyzsze kongruencje otrzymamy kongruencje prawdziwg
15437 = 3+ 5(mod 4), 52 = 8 (mod 4),

poniewaz (52 —8) :4=44:4=11.

. Mnozenie kongruencji przez siebie. Kongruencje mozemy mnozy¢ stronami

a=b(modn), a®>=0b*(modn), a®=0b>(modn), .. ,a*="b(modn),

dla kazdego naturalnego k =1,2,3,...;
Jasne, ze jezeli a przystaje do b modulo n to a — b jest podzielne przez n. Piszemy

a=b(modn), to (a—>b) jestpodzielne przez n.
Rowniez a? przystaje do b2 modulo n. Piszemy

a® = b*(mod n), bo (a*—0b?) = (a—b)(a+Db) jest podzielne przez n



Przyklad 0.7 Rozpatrzmy kongruencje
9 = 3(mod 2)
Tutaj mamy

a=9, b=3, n=2.
Mnozac ta kongruencje stronami, otrzymamy
9 =3(mod 2), 9% =3%(mod?2), 9°=3%mod?2), .. ,9%=3%(mod?2),

dla kazdego naturalnego k =1,2,3,...;
Sprawdzamy, ze powyzsze kongruencje sa prawdziwe. Mianowicie, 9 przystaje do 3
modulo 2, poniewaz 9 — 3 = 6 jest podzielne przez 2. Piszemy

9=3(mod2), bo (9-3):2=6:2=3.
Podobnie, 9% przystaje do 32 modulo 2, poniewaz
9°—3°=81-9="12
jest podzielne przez 2. Piszemy
92 =3%(mod 2), bo (9*—3%):2=(81-9):2=72:2=36.
Sprawdzamy, ze 9% przystaje do 3% modulo 2

(9 —3%):2=(729—27):2="702:2 = 351.

Ogolnie roznica 9% — 3% jest rowniez podzielna przez 2 dla kazdego k = 1,2,3,...;.
Poniewaz cyfry jednosci liczb 9% i 3% sa nieparzyste. Mianowicie cyfry jednosci liczby
9% to

1,9,1,9,1,9, ...

i cyfry jednogci liczby 3% to
9,7,1,9,7,1,...;

Roznica liczba nieparzystych jest liczba parzysta.

Zatem liczba 9% — 3F jest parzysta i podzielna przez 2 dla kazdej liczby naturalnej
k=1,2,3,..;

Skad wynika, ze 9% przystaje do 3*¥ modulo 2 dla kazdego k = 1,2,3, ...;

Przyklad 0.8 Stosujgc operacje modulo sprawdz, ze liczba

43125 _ 33125

jest podzielna przez 10.

Rozwiazanie. Podnoszac stronami kongruencje

43 = 33(mod 10)

do potegi 125, otrzymamy kongruencje

43'% = 33'%%(mod 10).



Liczba 43 przystaje do liczby 33 modulo 10, gdyz

(43-33):10=10:10 = 1.

3125

Dlatego liczba 4325 przestaje do liczby 3 modulo 10. Zatem roznica

43125 _ 33125

jest podzielna przez 10.

Przyklad 0.9 Stosujgc wlasnosé mnozenia stronami kongruencyi, udowodnij, Ze liczba
70 41
jest podzielna przez 10.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze liczba 72+1 = 50 jest podzielna przez 10. To znaczy, ze liczba
49 przystaje do liczby —1 modulo 10. Zatem mamy

49 = —1(mod 10)
Podnoszac stronami tg kongruencje do potegi 123, otrzymamy
49123 = (=1)'3(mod 10),  7*6 = (=1)'?3(mod 10).

Skad, wynika kongruencja
7246 = _1(mod 10)

ktora oznacza, ze liczba 7246 4 1 jest podzielna przez 10.

0.2.2 Rownanie liniowe kongruencji
Ogolna postac rownania liniowego kongruencji
a*x = b(mod n)

W tym rownaniu dane wspotczynniki a, b sa liczbami catkowitymi, oraz n jest dana liczba
naturalna. Natomiast x jest niewiadoma, ktorej wartosci caltkowitej szukamy.

Rozwiazac kongruencje liniowa to znaczy znalez¢ wszystkie wartosci catkowite = dla ktorych
liczba a * x przystaje do liczby b modulo n.

Zauwazmy, ze x spelnia rownanie

a*x = b(mod n),

wtedy i tylko wtedy, jezeli roznica a * x — b jest podzielna przez n.
Wtedy mamy nastepujace rownosci

ar —b

=k lub ar—b=kxn

(axx—=0b):n=k lub

dla pewnego catkowitego k.
W pierwszej kolejnosci powstaje pytanie, ile rozwigzan ma kongruencja liniowa? Z gory
mozna spodziewac si¢ ze kongruencja liniowa moze miec

e jedno rozwigzanie, to znaczy istnieje tylko jedna liczba calkowita zo taka, ze

a x xg = b(mod n).



e wiecej niz jedno rozwiazanie x1, 2, ..., Tk, ...; ktore spelniaja rownanie

a x xk = b(mod n), k=1,2,3,..;

e kongruencja nie ma rozwiazan.

Istnienie rozwigzania kongruencji liniowej wynika z nastgpujacego warunku koniecznego i
wystarczajacego:

Warunek konieczny i wystarczajacy
Rownanie liniowej kongruencyi
a*x = b(mod n).

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy najwickszy wspolny dzielnik NW D(a,n) liczb a in
jest dzielnikiem liczby b, to znaczy NW D(a,b)|n.
Nizej podamy kilka przyktadow rozwiazania kongruencji liniowych.

Przyklad 0.10 Rozwigz rownanie
2+ x = 3(mod 2)

Sprawdzamy warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozwigzania tej kongruencji.
Najwiekszy wspolny dzielnik

NWD(a,b) = NWD(2,2) = 2

nie dzieli wspotczynnika
b=3, 2t 3.

Zatem nie istnieje rozwigzanie tej kongruencji.

Przyklad 0.11 Rozwigz rownanie
3xx = 6(mod9)

Sprawdzamy warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozwigzania tej kongruencji.
Najwiekszy wspolny dzielnik

NWD(a,b) = NWD(3,9) = 3

dzieli wspolczynnik
b=6, 3|6, 6:3=2.

Zatem istnieje rozwigzanie tej kongruencji.
Z definicji kongruencji mamy réwnanie

3xx—6=9xk,
dla wszystkich wartosci calkowitych k = 0,41, £2,4£3,...;
Skad obliczamy rozwiazanie
3xx=9%k+6, zp=3xk+2, dla k=0,+1,42 £3,..;
Sprawdzenie:
Podstwiajac rozwiazanie

Ty =3+k+2, da k=0,+1,42 £3 ..



do kongruencji
3xx = 6(mod9)

otrzymamy

3% (3xk+2)=6(mod9).

Skad wynika, ze
3xxp—6=(9%k+6—6) =9k

jest podzielne przez 9 dla kazdej catkowitej wartosci k = 0, £1,£2,+3,...;
Zatem xp = 3 * k + 2 spelnia rownanie kongruencji

3% a2, =6(mod9), k=0,+1,+2 43, ..

0.3 Rownanie liniowe Diofantosa
Ogolna posta¢ rownania liniowego Diofantosa
axx+bxy=c, (1)

gdzie dane wspolczynniki a, b, csa liczbami catkowitymi. Rozwiazania x, y szukamy rowniez
w liczbach calkowitych.

0.3.1 'Warunek konieczny i dostateczny istnienia rozwiazania rownania
Diofantosa.

Rownanie liniowe Diofantosa o wspotczynnikach catkowitych a, b, c
axx+bxy=c (2)

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy najwiekszy wspolny dzielnik
NW D(a,b) wspotczynnikow a i b jest rowniez dzielnikiem wyrazu wolnego c.

0.4 Rozwiazanie rownania Diofantosa

Algorytm Euklidesa wyznaczania najwigkszego wspolnego dzielnika NW D(a, b) = 1, prowadzi
do rozwigzania rownania Diofantosa. Przed podaniem ogolnego opisu rozszerzonego algo-
rytmu Euklidesa i jego zastosowania do rozwigzania rownania Diofantosa, nizej podamy
kilka przykladow.

Przyklad 0.12 Rozwigz rownanie Diofantosa
3xx+2xy=4. (3)

Rozwiazanie:
W tym przyktadzie latwo okreslamy najwigkszy wspolny dzielnik wspolczynnikow

a=3,b=2

rownania liniowego Diofantosa
3xx+2xy=4.



Mianowicie

NWD(3,2) = 1.

Rowniez tatwo sprawdzamy warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozwigzania tego
rownania, gdyz najwigkszy wspolny dzielnik NWD(3,2) = 1 dzieli wyraz wolny ¢ = 4. Za-
tem rozwigzanie istnieje.

Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa znajdziemy rozwigzanie réwnania liniowego Dio-
fantosa.

Mianowicie, najpierw znajdujemy najwiekszy wspolny dzielnik wspotczynnikow liczb 3 i 2
wedlug schematu

a=r9g=3, b=r1 =2 | reszta
3 1

:—‘;:5:1+5 | ro=ro—m=3—1x2=1
2

7"_1:_:2 | T3:0

T2 1

Najwiekszy wspolny dzielnik
N(3,2)=ry=3-1%x2=1
piszemy w postaci rownosci
ro—rp=1 lub 3—-2x1=1.
Mnozac powyzsza rownosc przez stala K = 4, otrzymamy wyrazenie Diofantosa tego rownania

dxrg—4xr; =4 lub 3x_4 42x(—4x1)=4.
~~ ~——

Skad wynika rozwiazanie szczegolne

r=_4 , y= —4.

Sprawdzenie:
3xrx+2xy=3x4—-2x4=4.

Przyklad 0.13 Rozwigz rownanie Diofantosa
16«4+ 7xy=11. (4)

Rozwiazanie:
W tym przyktadzie latwo okreslamy najwigkszy wspolny dzielnik wspolczynnikow

rownania liniowego Diofantosa. Mianowicie
NWD(16,7) = 1.

Rowniez tatwo sprawdzymy warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozwigzania tego
rownania, gdyz najwiekszy wspolny dzielnik NWD(16,7) = 1 dzieli wyraz wolny ¢ = 11.
Zatem rozwigzanie rowniania (4) istnieje.

Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa zanajdziemy rozwigzanie rownania liniowego (4).



Mianowicie, najpierw znajdziemy najwigkszy wspolny dzielnik wspotczynnikow a = 16 i
b = 7 wedlug nizej podanego schematu

a=r9g=16, b=r1 =7 | reszta
ro 16 2
—:—:2+— | T2:T0—2*T2:16—7*2:2
T1 7 7
7 1
n_ L34z | r3=r1—3%rg=T7T—-3%2=1
T2 2 7
T2 2
2 _2_9 =0.
T3 1 | "

Najwigkszy wspolny dzielnik N(16,7) = r3 = 1 piszemy w postaci rownosci

T1—3*T2:1, T—3%x2=1
lub

T+1—3%(16—-T7%2)=1,

—_———
2

lub rownosc Diofantesa

16 *(—=3)+ 7 *7Tx1=1.

- —

a b

Mnozac ostatnia rownosc przez stala K = 11, otrzymamy wyrazenie Diofatosa tego rownania

16 %11% (—=3)+_7 *11%7=11
~—~ - , \b/./ ——
a T Yy

Skad wynika rozwiazanie szczegolne
x=11%(=-3)=-33 ¢ y=11%x7="7T.

Sprawdzenie:
16xx+T7Txy=16*(—33) + 777 =11.

Przyklad 0.14 Rozwigz rownanie Diofatosa
T8xx+42xy = 36 (5)

Najwickszy wspolny dzielnik NW D(78,42) = 6 wspolczynnikow a = 78 i b = 42 dzieli
wyraz wolny ¢ = 36. Zatem rozwigzanie tego rownania istnieje.

Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa, obliczmy najwigkszy wspolny dzielnik liczb a = 78
ib =421 jednoczesnie znajdziemy rozwiazanie rownania (5).

W liczbie a = 78 liczba b = 42 miejsci sig¢ raz i zostaje reszta 36.

Dalej wykonujemy dzielenia wedlug schematu

a=rg="78, b=r3 =42 | reszta
ro 78 36 B B B
T1_42_1+78 | T2—T0—T1—78 42—36
T1 42 6
M3 T L mEmon
36
— =6 | 74 =0
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Rozwiazanie rownania (5) otrzymamy wyrazajac ostatnia reszte rs = 6 przez poprzednig
reszte ro = 36 i przez dane wspotczynniki a =79 =78, b=1r; =42

Mianowucie, piszemy
rg =11 — 12 = 6,

T3:T1—(T0—T1):2T1—T0:6,

T2
2% 42 — 78 =6
<~ =~
T1 To
36
6

Mnozac obie strony ostatniej rownosci przez staly K = = 6 otrzymamy wyrazenie Dio-

fantosa
2442%x6 —T8%6=6%6, lub 42x2x6+78x%(—6)= 36.
~—~ ~—~—

® y

Skad otrzymamy rozwigzanie szczegolne rownnia (5)
r=2x%6=12, y = —6.
Sprawdzenie:
Podstawiajac do rownaia (5) z = 12, y = —6, otrzymamy rownosc
42 %12 — 78 % 6 = 36.
Rozwiazmy nastepne rownanie z wieksza iloscia obliczanych reszt.

Przyklad 0.15 Rozwigz rownanie liniowe Diofantosa
975 x x 4 690 * y = 360 (6)
Rozwiazanie:

To rownanie ma rozwigzanie, gdyz spelnia warunek konieczny i wystarczajacy. Mianowicie,

najwigkszy wspolny dzielnika NW D(975,690) = 15 jest dzielnikiem wyrazu wolnego ¢ = 360

poniewaz 360 : 15 = 20. Zatem istnieje rozwigzanie tego rownania.

Rozwiazanie rownania (6) znajdziemy stosujac algorytm Euklidesa wyznaczania najwigkszego
wspolnego dzielnika wspoltczynnikow a = 975 i b = 690 rownania Diofantesa (6). Zatem

obliczamy kolejne reszty wedlug nizej podanego schematu

a=ryg=975, b=r; =690 | reszta
o 975 285
—=— =14 = =975 —1%690 = 285
m o0 e i

P T
r2 285, 45
rg 120 120

12
ro_ 690, 120 | 5= 690 — 2% 285 = 120

|y =285—2%120=45

rs 120 _ 30 B 7
5_45—2—1-45 | r5=120—2%45=230
T4 45 15

e (R —45-1%30=1
=% =1" 5 | rg=45—-1%30=15
T_5—30—2 | r7 =0

TG_B_
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Ciag reszt
975 > 690 > 285 > 120 > 45 > 30 > 15

jest malejacy.
Ostatnia reszta z dzielenia rg = 15 rozna od zera jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem
liczb naturalnych a = rg = 9751 b = r1 = 690. Zauwazmy, ze najwigkszy wspolny dzielnik
r¢ = NWD(975,690) = 15 jest rowniez najwiekszym wspolnym dzielnikiem wszystkich
poprzednich reszt

ro = 285, r3 = 120, r4 = 45, r5 = 30, rg = 15.

Dalej stosujemy roszerzenie algorytmu Euklidesa. W tym celu napiszemy reszte
re =74 — 15 =15

w postaci ktora jest okreslona przez dane wspolczynniki a = rg = 9751 b = r; = 690.
Mianowicie, mamy wzor rekurencyny, poniewaz kazda reszta nastepna okreslona jest przez
dwie reszty poprzednie

g =Ty — T,

T3:T1—2*T2:T1—2*(T0—T1):37”1—27”0,
————
T2
ra=ro—2xr3=19—1r1—2(3r;1 —2r9) = 5rg — Try,
N—— N————
T2 73

rs =13 —2%71y = 3r] — 2rg—2(5rg — 7ry) = 17r1 — 121,

T3

T4
re =714 — 15 = bro — Tr1 — (17r1 — 12rg) = 17rg — 247r1.
—_— — — —} —

T4 5
7 ostatniego z powyzszych wyrazen mamy rownosc

17rg —24r; =15 bo 17% 975 —24 % 690 = 15.
- —~

To T1
Mnozac obie strony powyzszej rownosci przez stala

360
¢ =22 oy

K= Nwolhs = 15

otrzymamy rownosc Diofantosa

975 % 17 % 24 — 690 % 24 x 24 = 15 % 24,

975 x 408 +690 * (—576) = 360.
~~ ~——

® y

Skad otrzymujemy rozwigzanie szczegolne rownania (6)
x =408, y= —5T76.

Sprawdzenie:

975 * 408 — 690 * 576 = 360.
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0.5 Rozszerzony algorytm Euklidesa

Nizej podamy ogoélny opis rozszerzonego algorytmu Euklidesa. Najpierw zauwazamy, ze
jezeli liczba d jest dzielnikiem liczb rg i r1 to rowniez jest dzielnikiem ich sumy rg + rp i
roznicy rg — 1.

Mianowicie wykonujac dzielenie

obliczamy reszte
T2 :To—ko*Tl.
Tutaj ko jest catoscia z dzielenia r¢ /7.
Teraz staje si¢ jasne, ze jezeli liczba d jest wspolnym dzielnikiem liczb rg i 71 to jest rowniez
dzielnikiem reszty rs.

Kolejne reszty z dzielenia obliczamy wedlug schematu

a=rg, b=r1 | reszta
To T2
— =ky+ — | ro =1rg— ko *1r1
1 1
T1 T3
—:k1+— | T3:T1—I€1*T2
T2 T2
T2 Tq
—:k2+— | T4:T2—I€2*T3
3 3
Tm—2 T'm
== km72 + | ™m = Tm—2 — km72 *Tm—1
T"m-3 Tm—1
Tm—1
= kmfl | Tm+1 = 0
Tm

Ciag reszt

TOo>T1L>T2 > Tm—1 > 'm
jest malejacy 1 konczy sie na ostatniej reszcie r,, # 0. Nastepne reszty rpy,11 = 0, rmys =
0, ...; sa rOwne zero.
Ostatnia reszta z dzielenia 7, # 0 rozna od zera jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem
liczb calkowitych @ = ro i b = r1. Tutaj konczy sig¢ algorytm Euklidesa znajdowania na-
jwiekszego wspolnego dzielnika danych dwoch liczb calkowitych.
Teraz zauwazmy, ze najwiekszy wspolny dzielnik d = ry, liczb 7o i 1 jest rowniez na-
jwiekszym wspolnym dzielnikiem wszystkich poprzednich reszt

Tm—1, Tm—-2, ***,7T2, T'1, T0-

Rozszerzony algorytm Euklidesa dotyczy rozwinigtej formy reszt, ktora prowadzi do rozwigzania
rownania Diofantosa. Mianowicie, ostatnia reszta rozna od zera

rm =d= NWD(a,b)
jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem liczb a =7 i b = ry.

Kolejne reszty podane w powyzeszej tabeli sg okreslone wzorem rekurencyjnym z warunkami
poczatkowymi

ro = a, r1=0>o, warunki poczatkowe

Tm = Tm—2 —km—2 *Tm—1, m:2a3a4a"';
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Podstawiaja r9 = a, r1 =b do reszty
To =70 — ko * 71

otrzymamy reszt¢
o =a — ko x b

okreslona przez dane liczby catkowite a i b.
Podobnie podstawiajac 1 =b, ro =a — ko *xb do reszty

ry ="Tr1 — kl * 7o
otrzymamy reszt¢
r3 = b—kl(a—ko *b) = a(—kl) —|—b(1 —|—I€0 *kl)

okreslona przez dane liczby catkowite a i b.
Rowniez podstawmy do reszty
T4 = T9 — k2 * 73

juz okreslone reszty ro i 74 przez dane a i b
ro=a—koxb i 13=a(—k1)+b(1l+kox*k).
Wtedy otrzymamy reszte
rg = a—koxb—ko(—axki +b(1+k+0xk))
= a(l+ky xko) — b(ko + ko + ko * k1 * k2)
okreslona przez liczby catkwite a i b.

Dalej podstawmy do reszty
s =73 — kg * T4

juz okreslone reszty r3 i 74 przez dane liczby calkowite a i b.
Po uporzadkowaniu wspolczynnikow przy a i b, otrzymamy reszte

T5:—(kl+k3+k*k2*k3)a+(1+k0*k1—|—I€0*I€3—|—k>*k1*kQ*kg)b

okreslona przez dane liczby catkwite a i b.
Obliczanie nastepnych reszt rg, r7,...;7, przez podstawianie wczesniej okreslonych reszt
przez liczby calkowitete a i b prowadzi do wyrazenia reszty 7, w postaci

Tm = a * wl(ko, kl, 7km) + b *’LUQ(ko, kl, ...,km),

gdzie wielkosci
wl(ko, kl, kQ, ceny km)) 7 ’LUQ(IC(), kl, ceny km)

okreslone sa przez dane wspolczynniki catkowite a i b rownania Diofantosa.

Poniewaz najwiekszy wspolny dzielnik NW D(a,b) = r,, to zachodzi rownose

a * wl(ko, kl, ceey km) + b x ’LUQ(IC(), kl, ceey km) = NWD(CL, b)
Mnozac obie strony powyzszej rownosci przez stala

c

K=——.
NWD(a, b)
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otrzymamy rownosc Diofantosa
ax K xwq(ko, k1, ...y km) + b % K xwa(ko, k1, ..., km) = ¢
z ktorej wynika szczegolne rozwiazanie rownania Diofantosa
x=Kxwi(ko,k1,.... km), y=K*xwa(ko,ki,...,km)-

Nizej podajemy tablice wielkosci wy 1 we w przypadku m = 2,3, 4, 5.

|| m || wl(ko, /{1, /{2, kg) | U)Q(ko, /{1, /{2, kg) ||
2 1 ko
3 —k1 14 k1
5 —(k1+k3+k1*k2*k3) 1+k0*k1+k0*k3+k2*[€3+[€0*kl*kg*kg

Korzystaja z systemow obliczeniowych takich jak Mathematica ' obliczamy najwickszy
wspolny dzielnik jedna instrukcja

GCD[a,b]

Na przyklad najwigkszy wspolny dzielnik liczb a = 105 i b = 56 obliczamy wykonujac
instrukcje w systemie Mathematica

GCD[105,56]
out 7

Podobnie mozna rozwiazac w systemie Mathematica jedna instukcja rownanie liniowe Dio-
fantosa
axx+bxy=c

o wspotczynnikach catkowitych a, b, c.

ExtendedGCD[a,b]

out { Gepla,bl,{x,y}}
Rozpatrzmy nastepujacy przyktad:
Przyklad 0.16 Rozwigz rownanie Diofantosa

Sxx+3xy=1
w systemie Mathematica

Rozwiazanie:

ExtendedGCD[5, 3]

out {1,{-1,2}}

Sprawdzenie rozwigzania NWD(5,3) =1, z=-1, y=2.
5x(—1)+3+2=1

I Mathematica for doing Mathematics, by Stephen Wolfram
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0.6 Zadania

Zadanie 0.1 Oblicz
(i) 8+ 10(mod 4) =
(ii)) 24 5(mod 7) =
(ii)  12(mod 7) 4+ 13(mod 8) =
Zadanie 0.2 Dodaj, odejmij i pomnoz stronami kongruencje:
18 = 10(mod 4)

oraz

25 = 17(mod 4).
Sprawdz wyniki tych operacji.
Zadanie 0.3 ZnajdZ najwickszy wspolny dzielnik liczb a = 105 7 b = 91.
Zadanie 0.4 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb a = 1995 4 b = 1190.
Zadanie 0.5 Rozwigz rownanie Diofantosa
20xx+12xy = 1.
Zadanie 0.6 Rozwigz rownanie Diofantosa

9xx —6xy =12.



