Temat 5: Liczby pierwsze
Zacznijmy od definicji liczb pierwszych

Definition 0.1 Liczbe naturalng p > 1 nazywamy liczbg pierwszg, jezeli ma
doktadnie dwa dzielniki, to jest liczbe 1 @ samg siebie p. To znaczy ze liczby
pierwsze dzielg sie tylko przez liczbe 1 @ przez siebie samg. Kazda inna liczba
nazywa sie liczbg ztozZong.

Zauwazmy, ze liczba natyralna p = 1 nie jest liczba pierwsza, gdyz ma tylko
jeden dzielnik sama siebie i nie jest wieksza od 1. Liczba 0 rowniez nie jest
pierwsza bo jest mniejsza od 1, podzielona przez dowolna liczbe naturalna
rozna od zera daje wynik 0.

Wymienmy kilka kolejnych liczb pierwszych

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,51,53,57, - - - ;
7 defincji wynika w sposob oczywisty, ze liczba p = 2 jest jedyna liczba pier-

wszg parzysta.

Jedna z najwazniejszych wlasnosci liczb pierwszych opisana jest w nastepujacym
twierdzeniu:

Fundamentalne Twierdzenie Arytmetyki. Kazdg liczbe naturalng mozna
przedstawic jako iloczyn liczb pierwszych. Taki rozktad jest jedyny.
Inaczej, jezeli n jest liczbg naturalng to istniejq liczby pierwsze

b1,P2,P3 ", Pk

takie, Ze

N =DPp1*Pa*pP3*k---*pPg

0.1 Sposob rozkladu liczb na czynniki pierwsze

Z fundamentalnego twierdzenia arytmetyki wiemy, ze kazda liczba naturalna
dodatnia ma postac iloczynu liczb pierwszych. To znaczy, ze kazda liczba nat-
uralna dodatnia p > 1 rozklada si¢ na iloczyn liczb pierwszych. Co wiecej taki
rozklad jest jedyny.

Sposob rozktadu liczby naturalnej m na czynniki pierwsze jest prosty. Mi-
anowicie, dzielimy liczbe m przez kolejne liczby pierwsze. Wtedy liczba m
rowna si¢ iloczynowi dzielnikow.

Przyklad 0.1 Roztoz liczbe m = 1638 na czynniki pierwsze.



Postozymy sie schematem
1638 | 2
819 | 3
273 | 3
91 | 7
13 | 1
1

Liczba 1638 rozklada sie na czynniki 2,3, 3,7, 13
To znaczy
1638 =2 % 3% 3% 7% 13

Zadanie 0.1 Roztoz liczbe m=273 na czynniki pierwsze postugujgc sie powyzszym
schematem.

Zadanie 0.2 Roztoz liczbe m=5040 na czynniki pierwsze.

0.2 Najwiekszy wspolny dzielnik

Pojecie najwiekszego wspolnego dzielnika wyjasnimy na przyktadach.

Przyklad 0.2 Wspolnym dzielnikiem liczb 21 i 57 jest liczba 3, poniewaz
liczba 3 dzieli liczbe 21 1 dzieli liczbe 57. Poza tym te liczby nie majg innych
wspolnych dzielnikow.

21:3=714 57:3=19

Zatem liczby 21 i 57 rozkladaja si¢ na czynniki
21=3%7 1 57 =3 %19,

Liczba 3 jest wpolnym dzielnikiem liczby 21 i liczby 57. Zauwazamy rowniez,
ze te dwie liczby nie maja innych wpolnych dzielnikow. Dlatego liczba 3 jest
najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczby 21 i liczby 57.

Przyklad 0.3 Znajd: najwickszy wspolny dzielnik liczb 42 4 78.

Rozkladamy obie liczby na czynniki pierwsze

212 8] 2
21 | 3, 39 | 3
7|7, 13| 13
I 1|

Zauwazamy, ze te liczby
42 =237 1 7T8=2%x3x%13

maja dwa wspolne dzielniki 2 i 3. Dlatego najwiekszym wspolnym dzielnikiem
liczb 421 78 jest liczba 2 % 3 = 6.



Dzielnik 7 liczby 42 nie dzieli liczby 78 oraz dzielnik 13 liczby 78 nie dzieli
liczby 42.

Z powyzszych przykladow widzimy, ze najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb
naturalnych mozemy wyznaczyc¢ rozkladajac te liczby na czynniki pierwsze a
nastepnie wybieramy ich wspolne dzielniki. Wtedy za najwickszy wspolny
dzielnik jest rowny iloczynowi ich wspolnych dzielnikow.

Przyklad 0.4 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczby 210 1 liczby 231

210 | 2, 231 | 3
105 | 3, 7|7
35 | 7, 11| 11
5 | 1|
1|

Zauwazamy, ze te liczby
210 =23 x7%5 1 231 =3x7x11

maja dwa wspolne dzielniki 3 1 7. Dlatego najwiekszym wspolnym dzielnikiem
liczb 210 i 231 jest iloczyn 3 % 7 = 21. Sprawdzamy, ze

210:21 =10 oraz 231:21 =T7.

Dlatego najwigkszym wspolnym dzielnikiem liczb 210 i 231 jest iloczyn 3% 7 =
21.

Dzielniki 2, 5 liczby 210 nie dziela liczby 231 oraz dzielnik 11 liczby 231 nie
dzieli liczby 210.

Zadanie 0.3 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb 315 1 385

Zadanie 0.4 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb 1024 ¢ 3072

0.3 Algorytm Euklidesa (325-265 B.C.)

Opocz sposobu znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika przez rozktad
liczb a, b na czynniki pierwsze, istnieja inne sposoby. Najbardziej efekty-
wnym sposobem wyznaczania najwiekszego wspolnego dzielnika liczb a, b
jest Algorytm Euklidesa. Juz w starozytnych czasach w Egipcie, Euklides
grecki nauczyciel i dziekan wydzialu nauk przyrodniczych na Uniwersytecie w
Aleksandrii podat algorytm na znajdowanie najwiekszego wspolnego dzielnika
dwoch liczb naturalnych. Nizej podajemy opis algorytmu Euklidesa.

Zacznijmy opis algorytmu Euklidesa od przyktadow.



Przyklad 0.5 Znajdz najwickszy wspolny dzielnik liczb a = 78 1 b = 42 sto-
sujgc Algorytm Euklidesa.

W liczbie a = 78 liczba b = 42 miejsci sie raz i zostaje reszta 36.
Dalej wykonujemy dzielenia wedtug schematu

a="78 b=42 | reszta

78 36
R s
B ltmg |36
42 6
2y 6
36 36 |
36
N g 0
6 |

Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb 78 i 42 jest ostatnia reszta 6 rozna
od zera.

Ostatnia reszta 6 rozna od zera jest rowniez najwiekszym dzielnikiem reszty
36 i liczb 42 ¢ 78
Rozpatrzymy nastepny przyklad zastosowania Algorytmu Euklidesa.

Przyklad 0.6 ZnajdzZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb a = 1995 4 b = 1190

a=1995 b=1190 | reszta

1995 805
Ay P 805
1190 ' 1100
1190 6
o4 385
805 3%5 | ’
85 943 3
385 385

385
8=42" =11 0
: o |

Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb 1995 i 1190 jest ostatnia reszta 35
rozna od zera.

Zauwazmy, ze reszata 35 jest rowniez dzielnikiem reszt 805 i 385 oraz liczb
1190 ¢ 1995.

Zadanie 0.5 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb a = 616 i b = 847
wzorujgc sie na powyzszych przyktadach.

Zadanie 0.6 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb a = 2048 1 b = 1024

Teraz podamy ogolny schemat Algorytmu Euklidesa w rachunku symbolicznym



Niech r¢ i 1 beda dwoma liczbami naturalnymi dla ktorych chcemy znalezé
najwiekszy wspolny dzielnik.
Zakladamy, ze ro > ry > 0.

Zadanie 0.7 ; ZnajdZz najwiekszy wspolny dzielnik liczb ro i ry.
Zauwazamy, ze jezeli liczba d jest dzielnikiem liczb 7o i r1 to rowniez jest

dzielnikiem ich sumy rg + r1 i roznicy rg — 7.
Na przyktad, liczba d = 8 jest dzielnikiem liczb

ro=40,; r1 =24, bo 40:8=5, 24:8=3
d = 8 jest rowniez dzielnikiem sumy i ronicy
7’0—|—’f’1:40—|—24:64, 7’0—7’1:40—24:16,

bo64:8=8, i 16:8=2.
Wykonujac symboliczne dzielenie

obliczamy reszte
T2 :7’0—]{,‘0*7’1.
Na przyktad, wykonujac dzielenie

40_1+16
24 24’

obliczamy reszte

podzielna przez d = 8.
Tutaj ko jest catoscia z dzielenia ro/r;. W powyzszym przytadzie mamy

Teraz staje sie jasne, ze jezeli liczba d jest wspolnym dzielnikiem liczb 7o i 7
to jest rowniez dzielnikiem reszty 7.

Kolejne reszty z dzielenia obliczamy wedlug schematu tak dlugo az kolejna



obliczona reszta r,, = 0.

a=ry, b=r | reszta
To )
— =ko+ — | ro =1 — ko * 71
1 1
T1 T3
— =k + = | re =11 — k1 * 79
) )
T T4
— =ko+ — | Ty =1y — kg %713
T3 3
T"'m—2 T'm
- km—2 + | "'m = Tm—2 — km—2 * Tm—1
"'m-3 Tm-1
Tm-1
- km—l | T'm+1 = 0
T'm
Ciag reszt rg > ry > ro--+ > rp_1 > 1 jest malejacy. Ostatnia reszta

z dzielenia r,, rozna od zera jest najwickszym wspolnym dzielnikiem liczb
naturalnych a = ro i b = r;. Zauwazmy, ze najwiekszy wspolny dzielnik
rm liczb rg 1 r1 jest rowniez najwiekszym wspolnym dzielnikiem wszystkich
poprzednich reszt 7,1, rm_2, -+, T2, 71,70

Przyklad 0.7 ZnajdzZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb 975 4 690

Rozwiazanie.
Stosujemy wyzej opisany algorytm Euklidesa obliczajmy kolejne reszty

a=19=2975, b=r =690 | reszta
975 285
- =14+ — =975 — 1 %690 = 285
600 ~ " 690 o i
690 120
— =924+ — =690 — 2 %285 =120
985 ~ T 285 s i
285 45
=24 | 7y =285 — 2% 120 = 45
120 30
E_2+£ | r; =120 —2x%45 =30
45 15
30 20 30
9 —
15 | T7 0

Ciag reszt
975 > 690 > 285 > 120 > 45 > 30 > 15
jest malejacy.
Ostatnia reszta z dzielenia r¢ = 15 rozna od zera jest najwiekszym wspolnym



dzielnikiem liczb naturalnych a = rg = 9751 b = r; = 690. Zauwazmy, ze
najwiekszy wspolny dzielnik r¢ = 15 liczb rg = 975 i r;1 = 690 jest rowniez
najwiekszym wspolnym dzielnikiem wszystkich poprzednich reszt

7’2:285, 7’3:120, 7’4:45, 7’5:30’ 7’6:15

0.4 Najmniejsza wspolna wielokrotna

Wspolna wielokrotna dwoch liczb naturalnych jest trzecia liczba naturalna,
ktora jest podzielna przez obie te liczby.

Przykilad 0.1 Dla liczb 5 i 7 wspolng wielkrotng jest ich iloczyn b x 7 = 35.
Liczba 35 jest najmniejsza wspolna wielokrotna liczb 5 i 7. Inng wspolng
wielokrotng liczb 5 1 7 jest liczba 70, poniewaz 70 : 5 = 24 ¢ 70 : 7 = 10.
Jednak 70 nie jest najmnieszq wspolng wielokrotng liczb 5 1+ 7.

Sposob znajdowania najmniejszej wspolnej wielokrotnej oparty jest na rozktadzie
liczb na czynniki pierwsze. Wyjasniamy to na przyktadach

Przyklad 0.2 Znajdz najmniejszq wspolng wielokrotng liczb 120 ¢ 210
Rozktadamy liczby 120 4 210 na czynniki pierwsze wedtug schematu

120] 2, 210/ 2
60| 2, 105| 3
30| 2, 35/ 5
15| 3, 717
5 5 1
51 |

Wybieramy wspolne czynniki w rozkladzie obu liczb : 2,3 i 5. Nastepnie do
iloczynu 2 % 3 %« 5 dopisujemy czynniki, ktore nie sa wspolne, to znaczy nie
powtarzaja sie. To sa czynniki 4 1 7.

Najmniejsza wspolna wielokrotna jest iloczyn tych czynnikow

2% 35 x4 x7 = 1540

Przyklad 0.3 Znajdz najmniejszq wspolng wielokrotng liczb 910 ¢ 1155
Rozktadamy liczby 910 4 1190 na czynniki pierwsze wedlug schematu

910 2, 1155| 3

455| 5, 385 5
o1 7, 777
13| 13, 1] 11
1 1

Wybieramy wspolne czynniki w rozkladzie obu liczb : 5 i 7. Nastepnie do
iloczynu 5 * 7 dopisujemy czynniki, ktore sie nie sa wspolne, to znaczy nie
powtarzaja sie. To sa czynniki 2,3, 11, 13.

Najmniejsza wspolna wielokrotna jest iloczyn tych czynnikow

B 7T*2x3%x11 %13 = 30030



0.5 Zadania

Zadanie 0.8 Rozloz na czynniki pierwsze liczby

(i) a =184

(i1) b = 6006

Zadanie 0.9 Podaj reszte z dzielenia liczby a przez liczbe b
(i) a=254 i b=15

(ii) b=2672 i b=2848

Zadanie 0.10 ZnajdZ najwickszy wspolny dzielnik liczb 425 1 125
(i) przez rozklad tych liczb na czynniki pierwsze.
(ii) stosujgc Algorytm Euklidesa
1
Zadanie 0.11 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb
2672 i 848
stosujac Algorytm Euklidesa
Zadanie 0.12 ZnajdzZ najmniejszq wspolng wielokrotng liczb
(i) 25 i 235
(i) 512 i 5040

Zadanie 0.13 Czy kazdg liczbe pierwszg p mozna przedstawic¢ w postaci iloczynu
roznicy i sumy liczb naturalnych a i b

Zadanie 0.14 Wykaz, zZe dla kazdej liczby pierwszej p > 4 liczba (p—1)(p+1)
jest podzialna przez 24

Zadanie 0.15 Udowodnij, zZe nie istniejg liczby pierwsze p, q,r rozne takie, Ze

liczba
1 1 1

p q T
jest naturalna?

Zadanie 0.16 Wykaz, ze kazdg liczbe pierwszqg p > 2 mozna przedstawic w
postaci roznicy kwadratow dwoch liczb catkowitych.

Zadanie 0.17 Wyznacz wszystkie rozwigzania uktadu rownan

z+y =180
NWD(z,y) =30

INWD(x,y) oznacza najwigkszy wspolny dzielnik liczby x i liczby y.



