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Temat 3: Liczby wymierne. U lamki

Przed sformu lowaniem zadaṅ przypominamy pojȩcia podstawowe.

0.1 U lamki zwyk le

U lamek zwyk ly piszemy w ogȯlnej postaci

licznik
︷︸︸︷

p

q
︸︷︷︸

mianownik

gdzie licznik p jest dowolna̧ liczba̧ ca lkowita̧, a mianownik q 6= 0 jest rȯwnież liczba̧ ca lkowita̧
rȯżna̧ od zera.

Przyk lad 0.1 U lamek zwyk ly
licznik

︷︸︸︷

3

4
︸︷︷︸

mianownik

ma licznik p = 3 i mianownik q = 4

Zadanie 0.1 Napisz 3 u lamki zwyk le i podaj ich liczniki i mianowniki.

Wṡrȯd u lamkȯw zwyk lych wyrȯżniamy u lamki w laṡciwe i niew laṡciwe
U lamek w laṡciwy w ogȯlnej postaci

p

q
, p < q

ma licznik p mniejszy od mianownika q.
Na przyk lad, u lamki

1

2
,

3

4
,

5

8
,

25

46
,

125

347

sa̧ w laṡciwe, gdyż ich liczniki sa̧ mniejsze od mianownikȯw. Zauważmy, że wartoṡċ każdego
u lamka w laṡciwego

p

q
< 1, p < q

jest mniejsza od 1

U lamek niew laṡciwy w ogȯlnej postaci

p

q
, p > q

ma licznik p wiȩkszy od mianownika q.
Na przyk lad, u lamki

3

2
,

5

4
,

15

8
,

25

21
,

125

114
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sa̧ niew laṡciwe, gdyż ich liczniki sa̧ wiȩksze od mianownikȯw. Zatem, wartoṡċ każdego
u lamka niew laṡciwego

p

q
> 1, p > q

jest wiȩksza od 1.
Jeżeli licznik u lamka rȯwny jest mianownikowi tego u lamka, p = q, lub q = 1 to ten u lmek
jest liczba̧ ca lkowita̧.
Czȩṡċ ca lkowita u lamka zwyk lego. U lamek niew laṡciwy można napisaċ wyrȯżniaja̧c jego czȩṡċ
ca lkowita̧ i resztȩ w postaci u lamka w laṡciwego. Ten zapis nazywamy u lamkiem mieszanym.
Na przyk lad, u lamki

4

3
,

9

4
,

29

5

piszemy w postaci u lamka mieszanego

1
1

3
, 2

1

4
, 5

4

5

Ca loṡċ z u lamka zwyk lego
p

q
oznaczamy symbolem [

p

q
].1

Ca loṡċ z u lamka

[
p

q
] ≤

p

q
, q 6= 0

jest najwiȩksza̧ liczba̧ ca lkowita̧ nie wiȩksza̧ od u lamka
p

q
.

Przyk lad 0.2 Obliczamy ca loṡci z danych u lamkȯw

[
4

3
] = 1 bo 1 jest najwieksza liczba calkowita taka, ze 1 ≤ [

4

3
]

[
9

4
] = 2 bo 2 jest najwieksza liczba calkowita taka, ze 2 ≤ [

9

4
]

[
29

5
] = 5 bo 5 jest najwieksza liczba calkowita taka, ze 5 ≤ [

29

5
]

Przyk lad 0.3 Napisz liczby

(i) 2
2

3
, (ii) 6

3

5
, (iii) 21

3

4
.

w popstaci u lamka niew laṡciwego

Obliczamy (i)

2
2

3
=

2 ∗ 3 + 2

3
=

8

3

Obliczamy (ii)

6
3

5
=

6 ∗ 5 + 3

5
=

33

5

Obliczamy (iii)

21
3

4
=

21 ∗ 4 + 3

4
=

87

4

1Ca loṡċ z liczby x oznaczana jest rȯwnież symbolem E[x]. Wtedy symbol E[x] oznacza najwiȩksza̧ liczbȩ
ca lkowita̧ E[x] ≤ x, Litera E pochodzi od s lowa angielskiego Entire - ca lkowiwity
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Zadanie 0.2 Napisz u lamki niew laṡciwe

(i)
25

3
, (ii)

131

5
, (iii)

257

4
.

w postaci u lamkȯw miesznych.

Zadanie 0.3 Napisz u lamki mieszane

(i) 7
6

5
, (ii) 15

3

7
, (iii)

131

24
.

w popstaci u lamkȯw niew laṡciwych

0.2 Operacje arytmetyczne na u lamkach

Umiejȩtnoṡċ sprawnego wykonywania operacji dodawania, odejmowania, mnożenia i dziele-
nia u lamkȯw jest podstawowa na drugim etapie nauczania matematyki.
Niżej podajemy przyk lady z zadaniami z zakresu operacji arytmetycznych na u lamkach.
Dodawanie u lamkȯw. Dodaja̧c u lamki w pierwszej kolejnoṡci należy znaleźċ wspȯlny mienownik.
Może to byċ najmniesza wspȯlna wielokrotna mianownikȯw

Przyk lad 0.1 Dodaj u lamki

1

2
+

1

3
=

3

6
+

2

6
=

3 + 2

6
=

5

6
1

3
+

1

4
+

2

5
=

20

6
+

15

60
+

24

60
=

20 + 15 + 24

60
=

59

60
1

4
+

3

5
=

5

20
+

12

20
=

5 + 12

20
=

17

20

Zadanie 0.4 Dodaj u lamki

(i)
2

3
+

4

5
+

5

36

(ii)
4

15
+

3

10
+

23

60

(iii)
121

3
+

251

5
+

53

45

Odejmowanie u lamkȯw. Odejmuja̧c u lamki w pierwszej kolejnoṡci należy znaleźċ wspȯlny
mianownik. Może to byċ najmniesza wspȯlna wielokrotna mianownikȯw

Przyk lad 0.2 Odejmij u lamki

5

9
−

1

3
=

5 − 3 ∗ 1

9
=

2

9
33

25
−

21

50
=

2 ∗ 33 − 21

50
=

45

50
=

9

10
14

15
−

2

5
+

2

3
=

14 − 3 ∗ 2 + 5 ∗ 2

15
=

14 − 6 + 10

15
=

18

15
=

6

5
253

500
−

126

1000
=

2 ∗ 253 − 126

1000
=

506 − 126

1000
=

380

1000
=

38

100
=

19

50
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Zadanie 0.5 Odejmij u lamki

(i)
38

9
−

1

2
−

1

3

(ii)
33

4
−

21

5
−

1

10

(iii) 2
14

15
−

2

5
−

5

6

Mnożenie u lamkȯw. Operacja mnożenia u lamkȯw jest bardzo prosta. U lamek
p

q
, q 6= 0

mnożymy przez u lamek
s

t
, s 6= 0 wed lug schematu:

licznik razy licznik, mianownik razy mianownik

p

q
∗

s

t
=

p ∗ s

q ∗ t
, q 6= 0, t 6= 0

Przyk lad 0.3 Pomnȯż u lamki

(a)
2

3
∗

4

5
=

2 ∗ 4

3 ∗ 5
=

8

15

(b)
10

13
∗

21

25
=

10 ∗ 21

13 ∗ 25
=

210

273
=

70

91

Zadanie 0.6 Pomnȯż u lamki

(a)
3

7
∗

13

15

(b)
25

33
∗

3

5

Dzielenie u lamkȯw. Operacja dzielenia u lamkȯw jest bardzo prosta. U lamek
p

q
, q 6= 0 dzie-

limy przez u lamek
s

t
, s 6= 0 wed lug schematu:

licznik razy mianownik, mianownik razy licznik

p

q
:

s

t
=

p ∗ t

q ∗ s
, q, s 6= 0, p, t 6= 0

Przyk lad 0.4 Podziel u lamki

(a)
2

3
:

4

5
=

2 ∗ 5

4 ∗ 3
=

10

12
=

6

5

(b)
10

13
:

21

25
=

10 ∗ 25

13 ∗ 21
=

250

273

Zadanie 0.7 Podziel u lamki

(a)
5

8
:

3

7

(b)
15

45
:

27

25
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0.3 Rozszerzanie i upraszczanie u lamkȯw zwyczajnych

Mnoża̧c licznik i mianownik u lamka zwyczajnego przez liczbȩ rȯżna̧ od zera nie zmieniamy
wartoṡci tego u lamka.
Mianowicie, dla dowolnej liczby c 6= 0 i dla każdego u lamka zwyczajnego zachodzi rȯwnoṡċ

p ∗ c

q ∗ c
=

p

q
, q 6= 0, c 6= 0

Przyk lad 0.4 Dla c = 8 i dla u lamka

5 ∗ 8

7 ∗ 8
=

5

7

Podobnie dziela̧c licznik i mianownik u lamka zwyczajnego przez liczbȩ rȯżna̧ od zera nie
zmieniamy wartoṡci tego u lamka.
Mianowicie, dla dowolnej liczby c 6= 0 i dla każdego u lamka zwyczajnego zachodzi rȯwnoṡċ

p : c

q : c
=

p

q
, q 6= 0, c 6= 0

Przyk lad 0.5 Upraszczamy u lamek dziela̧c jego licznik i mianownik przez 8

40

56
=

40 : 8

56 : 8
=

5

7

Zadanie 0.8 Uproṡċ u lamki

(i)
8

124

(ii)
135

275

(iii)
2048

124

0.4 Liczby wymierne

Definition 0.1 Liczbami wymiernymi nazywamy u lamki postaci

p

q
, q 6= 0,

ktȯrych liczniki p i mianowniki q, q 6= 0 sa̧ liczbami ca lkowitymi.

Na przyk lad, u lamki

· · · −
17

5
,−

7

2
,−

3

4
,−

2

3
,−

1

2
,
1

2
,

2

3
,

3

4
,

4

2
,
4

5
,
7

4
,
5

3
, ,

9

2
,
16

3
, · · ·

sa̧ liczbami wymiernymi.

0.5 Wyrażenia arytmetyczne.

Wratoṡċ wyrażenia arytmetycznego obliczamy zachowuja̧c kolejneoṡċ wykonywania operacji
arytmetycznych
1. mnożenie ∗

2. dzielenie : lub /
3. dodawanie +
4. odejmowanie −
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Zadanie 0.9 Oblicz wartoṡċ wyrażenia arytmetycznego

1

3
− 1

2

2

3
+ 3

4

Zadanie 0.10 Oblicz wartoṡċ wyrażenia arytmetycznego

2

5
∗ 3

5
− 2

9
∗ 3

8

5

3
∗ 2

5
+ 3

7
∗ 7

3

Zadanie 0.11 Oblicz wartoṡċ wyrażenia arytmetycznego

1

3
∗ 2

5
− 1

2
∗ 3

5

2

3
∗ 1

4
+ 3

4
∗ 4

3

Kolejnoṡċ wykonywania operacji arytmetycznych w wyrażeniach z nawiasami ustalaja̧ naw-
iasy.

Zadanie 0.12 Oblicz wartoṡċ wyrażenia arytmetycznego

(1

3
− 1

2
)(2

3
− 1

2
)

(2

3
+ 3

4
)(4

3
+ 5

4
)

Zadanie 0.13 Oblicz wartoṡċ wyrażenia arytmetycznego

(2

5
∗ 3

5
− 2

9
∗ 3

8
)(3

5
∗ 3

5
− 1

5
∗ 3

5
)

(5

3
∗ 2

5
+ 3

7
∗ 7

3
)(5

3
∗ 2

5
+ 3

7
∗ 7

3
)

Zadanie 0.14 Oblicz wartoṡċ wyrażenia arytmetycznego

(1

3
∗ 2

5
− 1

2
∗ 3

5
)(1

3
∗ 2

5
− 1

2
∗ 3

5
)

(2

3
∗ 1

4
+ 3

4
∗ 4

3
)(2

3
∗ 1

4
+ 3

4
∗ 4

3
)

0.6 Wyrażenia algebraiczne.

Wyrażenie algebraiczne staje siȩ wyrażeniem arytmetycznym po podstawieniu wartoṡci na
jego parametry. Wtedy, po podstawieniu wartoṡci parametrȯw obliczamy jego wartoṡċ za-
chowuja̧c kolejneoṡċ wykonywania operacji arytmetycznych
1. mnożenie ∗

2. dzielenie : lub /
3. dodawanie +
4. odejmowanie −

Zadanie 0.15 Oblicz wartoṡċ wyrażenia algebraicznego dla a = 2

a

3
− a

2

a

3
+ a

4

Zadanie 0.16 Oblicz wartoṡċ wyrażenia algebraicznego dla b = 1

2

b
∗ 3

b
− 2

b
∗ 3

b

b

3
∗ b

5
+ b

7
∗ b

3
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Zadanie 0.17 Oblicz wartoṡċ wyrażenia algebraicznego dla c = 3

c

3
∗ c

5
− c

3
∗ 3

c

c

3
∗ 1

c
+ 3

c
∗ c

3

Kolejnoṡċ wykonywania operacji arytmetycznych w wyrażeniach z nawiasami ustalaja̧ naw-
iasy.

Zadanie 0.18 Oblicz wartoṡċ wyrażenia algebraicznego dla a = 2

(a

3
− a

2
)(2

3
− a

2
)

(2

3
+ a

4
)( 4

a
+ a

4
)

Zadanie 0.19 Oblicz wartoṡċ wyrażenia algebraicznego dla b = 3

( b

5
∗ 3

b
− b

9
∗ 3

b
)(3

b
∗ 3

b
− 1

b
∗ 3

5
)

( b

3
∗ 2

b
+ 3

7
∗ b

3
)( b

3
∗ b

5
+ b

7
∗ b

3
)

Zadanie 0.20 Oblicz wartoṡċ wyrażenia algebraicznego dla c = 1

( c

3
∗ c

5
− c

2
∗ c

5
)( c

3
∗ c

5
− c

2
∗ c

5
)

( c

3
∗ c

4
+ c

4
∗ c

3
)( c

3
∗ c

4
+ c

4
∗ c

3
)

Prof. dr Tadeusz STYṠ Warszawa, 30 kwiecieṅ 2018


