Temat 2: Cechy podzielnosci. Dzielenie z reszta.

Cechy podzielnosci liczb naturalnych wynikaja z ogolnego zapisu liczb w systemie pozy-
cyjunym. Przypominamy, ze w systemie dziesigtnym, kazda liczbe n-cyfrowa piszemy w
postaci

m = Qp-10np_2°""Q1QQ

= Qpo1*10" N a0 %1072 4 - 4y * 101 4 g * 100

gdzie
Op—1,0p—2," "+, 01, Q9

sa cyframi liczby m o wartosciach 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9.

Przyklad 0.1 Liczba dwucyfrowa, gdy n = 2
a1 = 37
ma cyfre dziesigtek oy = 3 @ cyfre jednosci ag =7

Nizej podamy proste dowody i przyklady z zadaniami cech podzielnosci liczb naturalnych
przez 3, 9 i 5 oraz zasade tworzenia cech podzielnosci przez inne liczby naturalne.

0.1 Cecha podzielnosci liczby naturalnej przez 3 lub
przez 9

Liczba naturalna n-cyfrowa
m = 0p-10np—2" - Q1@

jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, jezeli jej suma cyfr
Qp_1+ap_2+---+ar+a

dzieli sie¢ przez 3. Ponadto, jezeli suma cyfr liczby m dzieli si¢ przez 9 to liczba m rowniez
jest podzielna przez 9.
Zanim podamy dowod tej cechy, rozpatrzmy kilka przyktadow jej zastosowania.

Przyklad 0.2 Niech m = 24. Cyfry tej liczby dwucyfrowej, gdyn =2, to a1 =2 i ag =4
Suma cyfr
(5] + Qg = 2 + 4 = 6

jest podzielna przez 3. Zatem liczba 24 jest podzielna przez 3. Rzeczywiscie
24:3=8

Przyklad 0.3 Niech m = 381. Clyfry tej liczby trzycyfrowej, gdy n = 3, to ag = 2 =
3, a1 = 8 1 ap = 1
Suma cyfr

QQ+O[1+O[0:3+8+1: 12

jest podzielna przez 3, bo 12 : 3 = 4. Zatem liczba 381 jest podzielna przez 3. Rzeczywiscie

381 :3 =127



Przyklad 0.4 Niech m = 5673. Cyfry tej liczby czterocyfrowejn = 4, to oz = 5, a9 =
6, Q1 = 71 Qg = 3
Suma cyfr

a3+a2+a1+a0:5+6+7+3:21

jest podzielna przez 3. Zatem liczba 5673 jest podzielna przez 3. Rzeczywiscie
5673 : 3 = 1891

Przyklad 0.5 Niech m = 48537. Clytry tej liczby pieciocyfrowej, gdy n = 5, to ag =
4, 013:8, 012:5, a3:7ia0:7
Suma cyfr

a3+a2+a1+a0:4+8+5+3+7:27

jest podzielna przez 3 i przez 9. Zatem liczba 5673 jest podzielna przez 3 i przez 9. Rzeczywiscie
48537 : 3 =16177, i 48537 :9 = 5393
Dowdd w przypadku liczb dwucyfrowych. Liczby dwucyfrowe piszemy w postaci
ar1ag = a1 x 10 4+ ag
Proste przeksztalcenie wyrazenia algebraicznego
a1 ¥10+ag = a1 *10+ag — (a1 + ag) + (a1 + ao)

= o1(10 = 1) + (a1 + o)

= 9xaj+ (a1 +ap)
zawiera skladnik 9% a; z czynnikiem 9, zatem ten skladnik jest podzielny przez 3 i przez 9.
Skad wnioskujemy, ze:

Jezeli suma cyfr a1 + ag jest podzielny przez 3 lub 9 to liczba m jest podzielna przez 3 lub
przez 9.

Prawda jest rowniez zdanie odwrotne:

Jezeli liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 to suma jej cyfr a1 + aq tez jest podzielna
przez 3 lub przez 9.

Te dwa zdania wyrazamy jednym zdaniem:

Liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 wtedy i tylko wtedy, jezeli jej suma cyfr a1 + g
jest podzielna przez 3 lub przez 9.

Tarelacja w obie strony nazywa si¢ warunkiem koniecznym i dostatecznym. W tym przykladzie

jest to warunek konieczny i dostateczny podzielnosci liczby m przez 3 lub przez 9.

Powtorzmy dowod cechy podzielnosci liczby m przez 3 lub przez 9 dla liczb trzycyfrowych.

Dowdd w przypadku liczb trzycyfrowych. Liczby trzycfrowe piszemy w postaci

10 = (X2 * 100 + Q1 * 10+ (67



Proste przeksztalcenie wyrazenia algebraicznego
agx 100+ a1 *10+ayg = a9 100+ aq * 10 + ay
—(ag + a1 + ag) + (a2 + a1 + )
= ag*(100—1)+ (10 = 1) + (a2 + a1 + ap)
= 99%xay+9*xa; + (a2 + a1 + o)

zawiera skladnik 99 % as + 9y , ktory dzieli sie przez 3 i przez 9. Zatem, jezeli suma cyfr
a9 + a1 + ag jest podzielna przez 3 lub przez 9 to liczba m jest rowniez podzielna przez 3
lub przez 9.

Skad wnioskujemy, ze:

Jezeli suma cyfr as + a1 + aqg jest podzielny przez 3 lub 9 to liczba m jest podzielna przez 3
lub przez 9.

Prawda jest rowniez zdanie odwrotne:

Jezeli liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 to suma jej cyfr as + a1 + ap tez jest
podzielna przez 3 lub przez 9.

Te dwa zdania wyrazamy jednym zdaniem:

Liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 wtedy i tylko wtedy, jezeli jej suma cyfr as+a1+aq
jest podzielna przez 3 lub przez 9.

Ta relacja w obie strony nazywa si¢ warunkiem koniecznym i dostatecznym podzielnosci
liczby m przez 3 lub przez 9.

W przypadku ogolnym dla liczb n-cyfrowych, schemat dowodu cechy podzielnosci liczby m
przez 3 lub przez 9 jest taki sam jak dla liczb dwucyfrowych i trzycyfrowych.

0.2 Zadania

Zadanie 0.1 Wykonaj dzielenie pisemne
(1) 2546 : 3, (6)  5796:9
Zadanie 0.2 Wykonaj dzielenie pisemne
(1) 455 : 13, (¢¢)  18011: 31
Zadanie 0.3 Wykonaj dzielenie pisemne z resztg
(7) 2547 : 3, (15)  5766:9
Zadanie 0.4 .

(a) Zapisz wzorem ogdlnym zbidr liczb podzielnych przez 8. Wypisz & kolejnych liczb
podzielnych przez 3, zaczynajgc od liczby 42.

(b) Zapisz wzorem ogdlnym zbior liczb podzielnych przez 8 z reszta 1. Wypisz 4 kolejne
liczby podzielne przez 3 z reszytq 1, zaczynajgc od liczby 22



(¢) Zapisz wzorem ogdlnym 2bidr liczb podzielnych przez 8 z resztg 2. Wypisz pierwsze 4
kolejne liczby naturalne podzielne przez 3 z resztq 2.

Zadanie 0.5 Udowodnij, ze liczba cztero-cyfrowa azasaiag, gdy n = 4 jest podzielna przez
3 wtedy i tylko wtedy, jezeli suma jej cyfr
a3+ a2 + a1+ o

jest podzielna przez 3. Podaj warunek konieczny @ dostateczny na to, Zeby liczba azaaaiayg
byta podzielna przez 9.

Zadanie 0.6 Udowodnij, ze liczba czterocyfrowa asae2b jest podzielna przez 25 dla dowol-
nych cyfr as, as.

Zadanie 0.7 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe podzielne przez 3. Zaznacz te liczby dwucyfrowe,
ktore sqg rowniez podzielne przez 9.

Zadanie 0.8 Suma 3 kolejnych liczb naturalnych podzielnych przez 3 rowna jest 36. ZnajdZ
te liczby

Zadanie 0.9 100 odjgc¢ 3 kolejne liczby naturalne podzielne przez 3 rowna jest 1. Znajdz te
liczby.

0.3 Cecha podzielnosci liczby naturalnej przez 5

Bardzo tatwo rozpoznac¢ liczbe m, ktora jest podzielna przez 5. Mianowicie, zachodzi
nastepujace cecha podzielnosci:

Liczba naturalna m jest podzielna przez b wtedy @ tylko wtedy, jezeli jej cyfra jednosci jest
rowna 0 lub 5.
Przyklad 0.6 Latwo sprawdzamy, Ze liczby
30, 35,40, 45,150, 155, 2360, 2365, 9800, 9855, 9890, 9995
sq podzielne przez b
Dowdd cechy podzielnosci liczby m przez 5.
Dla uproszczenia , rozpatrzymy liczbe trzycyfrowa m, ktora ma cyfre jednosci 0 lub 5.
Wtedy liczba m rozklada sie na iloczyn liczby 5 przez liczbe naturala. Mianowicie, mamy

m = as*x10%+aq x10

= 5x(2xayx104+2xaq)
lub
m = asx1024+a;*x10+5
= 5x(2xayx104+2xa;+1)

W przypadku ogolnym liczb n-cyfrowych, ktore maja cyfre jednosci 0 lub 5 mamy rowniez
rozklad liczby m na iloczyn liczby 5 przez liczbe naturalna. Mianowicie

m = no1*10" 14+, 9x10""2 4 - 4y * 101

= 5k (2%, 110" 2+ 2%y 0% 10" 3 4 -+ 2% )

lub
m = 5% (2%, 1%10" 24 2%, 9% 10" 34+ 2% ag +aq)

Zatem w przypadku ogolnym liczba m, ktora ma cyfre jednosci 0 lub 5 jest podzielna przez 5.



0.4 Dzielenie liczb przez 3 z reszta

Kazda liczba naturalna m dzieli si¢ przez 3 lub dzieli sie przez 3 z reszta 1 lub z reszta 2.
Wtedy piszemy
m = 3k gdy liczba m jest podzielna przez 3
m=3k+1 gdy liczba m jest podzielna przez 3, reszta 1
m=3k+2 gdy liczcka m jest podzielna przez 3, reszta 2
Przyklad 0.7 Wykonaj dzielenie z resztq
o 33:3=11 reszta 0O
o 34:3=11 reszta 1
o 35:3=11 reszta 2

lub piszemy dzielenie w postaci utamkow

° g:11 reszta 0
3
4 1
° %:11—1—5 reszta 1
2
° 3—35:11—1-5 reszta 2

Przyklad 0.8 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 rowna jest 36. Jakie to
liczby?

Rozwiazanie.
Napiszmy trzy kolejne liczby podzielne przez 3
3k—3, 3k, 3k+3

Suma tych liczb
3k —3)+3k+ (3k+3) =9k =36

Skad obliczamy
Odpowiedz:
3k—3=3%4-3=09,
3k=3x4=12,
3k+3=3x4+1=15
Kolejnymi liczbami podzelnymi przez 3, ktorych suma rowna jest 36 sa liczby

9, 12 15

Sprawdzenie:
9+12+4+15 =36



Zadanie 0.10 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 rowna jest 72. Jakie to
liczby?

Zadanie 0.11 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 z resztqg 1 jest rowna 75.
Jakie to liczby?

Zadanie 0.12 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 z resztg 2 jest rowna 105.
Jakie to liczby?

0.5 Dzielenie liczb przez 5 z reszta

Kazda liczba naturalna m dzieli sie przez 5 lub dzieli sie przez 5 z reszta 1 lub reszta 2 lub
z reszta 3 lub z reszta 4.

Wtedy piszemy
m = bk gdy liczba m jest podzielna przez 5
m=>5k+1 gdy liczbka m jest podzielna przez 5, reszta 1
m=>5k+2 gdy liczha m jest podzielna przez b, reszta 2
m=>5k+3 gdy liczha m jest podzielna przez b, reszta 3

m=>5k+4 gdy liczha m jest podzielna przez 5, reszta 4

Przyklad 0.9 Wykonaj dzielenie przez 5 z resztg
o 35:5=7 reszta 0
o 36:5=7 reszta 1
o 37:5=7 reszta 2
o 38:5=7 reszta 3
o 39:5=7 reszta 4

lub piszemy dzielenie w postaci utamkow

° §:7 reszta 0
5
1
° 35—6:7—1-5 reszta 1
2
° 3—57:7—1-5 reszta 2
° %:7—1—— reszta 3
° §:7+— reszta 4



Przyklad 0.10 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 5 rowna jest 45. Jakie to
liczby?

Napiszmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5
Rozwiazanie.

5k — 5, 5k, 5k+5

Suma tych liczb
(5k —5) + 5k + (5k + 5) = 15k = 45

Skad obliczamy k
16k =45, k=45:15 k=3.

Skad obliczmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5, ktorych suma rowna jest 45
5k —5=5%3—5 =10,
5k =5%3 =15,
5k+5=5+%34+5=20

Kolejnymi liczbami podzelnymi przez 5, ktorych suma rowna jest 45 sa liczby

10, 15 20

Sprawdzenie:
10+ 15420=45

Zadanie 0.13 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez b z resztg 1 rowna jest 108.
Jakie to liczby?

Rozwiazanie.
Napiszmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5 z reszta 1

5k+1, 5k+6, 5k—+11

Suma tych liczb
(5k+1) 4+ (5k + 6) + (bk + 11) = 15k + 18 = 108

Skad obliczamy k
15k =90, k£=90:15 k=6.

Skad obliczmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5, ktorych suma rowna jest 108
S5k+1=5=5%6+1+31,
5k4+6 =56+ 6= 36,
5k+11=5%6411=41

Kolejnymi liczbami podzelnymi przez 5, ktorych suma rowna jest 45 sa liczby

31, 36 41

Sprawdzenie:
31436+ 41 =108



Zadanie 0.14 Suma dwoch kolejnych liczb podzielnych przez 5 z resztg 2 jest rowna 79.
Jakie to liczby?

Zadanie 0.15 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez b z resztg 3 jest rowna 129.
Jakie to liczby?

Zadanie 0.16 Wykonaj dzielenie pisemne
(7) 2546 : 3, (6)  5796:9
Zadanie 0.17 Wykonaj dzielenie pisemne
(1) 455 : 13, (¢¢)  18011: 31
Zadanie 0.18 Wykonaj dzielenie pisemne z resztq
(1) 2547 : 3, (15)  5766:9
Zadanie 0.19 .

(a) Zapisz wzorem ogdlnym zbidr liczb podzielnych przez 5. Wypisz 4 kolejne liczby podzielne
przez 5, zaczynajgc od liczb 25.

(b) Zapisz wzorem ogdlnym zbior liczb podzielnych przez 5 z reszta 1. Wypisz 4 kolejne
liczby podzielne przez 5 z reszytq 1, zaczynajgce od liczby 16.

(¢) Zapisz wzorem ogdlnym 2bidr liczb podzielnych przez 5 z resztqg 3. Wypisz pierwsze 4
kolejne liczby podzielne przez 5 z resztg 3.

Zadanie 0.20 Udowodnij, ze liczba ayazaaayag jest podizelna przez 3 wtedy i tylko wiedy,
jezeli suma cyfr
g0z +az+ a1+ g

jest podzielna przez 3. Podaj warunek konieczny i dostateczny na to, zeby liczba ayazaaai g
byta podzielna przez 9.

Zadanie 0.21 Podaj najmniejszq liczbe naturalg wiekszg od liczby 2018 , ktora ma sume
cyfr 11.

Zadanie 0.22 Udowodnij, zZe liczba czterocyfrowa azaa2b jest podzielna przez 25 dla dowol-
nych cyfr as, as.

Zadanie 0.23 Bracia Antek, Bolek, Wacek i Stas dostali od ojca razem 400 2t na zakupy
szkolne. Bolek wydal o 4zt wiecej niz Antek, Wacek wydat o 3 2zt mniej niz Bolek, Stas
wydat tyle samo co Wacek.

lle kazdy z nich wydat na zakupy szkolne?

Zadanie 0.24 W gospodarstwie bylty krowy, owce, kury i gesi. Owiec byto 2 razy wiecej niz
krow, gesi byto 4 razy wiecej niz owiec, kur byto 6 razy wiecej niz gesi. Razem mieli 124
nogi. Ile bylo w gospodarstwie krow, owiec, kur i gesi ?



