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Chapter 1

Statystyka Opisowa i
Prawdopodobienstwo

Pierwszym i waznym etapem opracowan statystycznych jest zbieranie i preze-
tacja danych. Najwazniejsze dane statystyczne podawane sa w kazdym roku
przez Gléwny Urzad Statystyczny (GUS) z siedziba w Warszawie. Dotycza
one informacji o ludnosci w Polsce, dane o wzorécie w przemyste i rolnictwie,
w ekonowmi i finansach. Te dane stanowia wazna informacje dla planowa-
nia i administracji panstwa. Oprocz tego dane statystyczne zbierane sa w
ankietach z pytaniami o szczegdélnym znaczeniu. Na przyktad w sondazach
i prognozach w wyborach do sejmu i w waznych decyzjach administrcji w
ktorych glos spoteczenistwa ma istotne znaczenie. Zebrane dane statystyczne
przedstawiamy w tabelach i ilustrujemy na diagramach. Stosowane sa rézne
formy diagramoéw. Najbardziej powszechne diagramy sa w formie stupkow lub
kota z zaznaczeniem koloréow lub danych liczbowych lub w procentach. Zatem
diagramy sa prostym i waznym sposobem prezetacji danych statystycznych.

1.1 Przyklady Danych Statystycznych i Diagramoéow

Dane statystyczne zapisujemy w tablicach z opisem ich znaczenia i wartosci
liczbowych.

Przyklad 1.1 W zespole szkot byto Przedszkole, Szkota Podstawowa, Gim-
nazjum 1 Liceum. W ponizeszej tabeli zebrano informacje dotyczqce liczby
UCZNIOW

Rodzaj Szkoty Liczba dziewczat | Liczba chlopcéw | RAZEM
Przedszkole (PSz) 150 250 400
Szkota Podstawowa (SzP) | 220 210 430
Gimnazjum (Gim) 160 140 300
Liceum (Lic) 110 90 190




W nizej podanych diagramach w formie stlupkow i kola podane sa wykresy
dziewczat, chlopcow i razem uczniow w Przedszlu (Psz), w Szkole Podsta-
wowej (szP), w Gimnazjum (Gim( i w Liceuam (Lic).

Legenda: Dziewczeta stupek pierwszy, chlopcy stupek drugi i liczba uczniow
raze stupek trzeci. Wykresy sa powtérzone dla kazdej z czterech szkol. Leg-
enda: Dziewczeta kolo pierwsze, chlopcy koto drugie i liczba uczniéw raze koto
trzecie. Wykresy sa powtérzone dla kazdej z czterech szkot.

1.2 Warto$é Srednia i Mediana

Waznymi parametrami danych statystycznych sa wartos¢ srednia i mediana.
Wartosé Srednia Arytmetyczna. Wartoscia srednia arytmetyczna danych
n liczb aq, as, ..., a, nazywamy liczbe
ay+az+ -+ ay

n

Srednia Arytmetyczna =

Wartos$é Srednia Arytmetyczna Wazona. Bardziej ogdlnym pojeciem
sredniej jest pojecie redniej arytmetycznej wazonej. Mianowicie, niech wagami
beda liczby dodatnie p1, po, - - -, p, takie, ze suma

pr+p+-+pp=1 pi>0 1=12,..n.
Wtedy $rednia wazona nazywamy nastepujaca sume iloczynéw
Srednia Arytmetyczna Wazona = pia; + paas + -+ + pnan

Istotnie, w przypadku szczegdlnym, gdy wagi sa réwne

plzpzz---:pn:—
n

wtedy srednia arytmytyczna wazona jest poprostu srednia arytmetyczna.
Mediana. Dla danych statystycznych znajdujemy ich mediane to znaczy
wartosé, ktéra lezy w srodku danych. Mianowicie, w pierwszej kolejnosci sor-
tujemy dane porzadkujac je od najmiejszej do najwiekszej lub od najwiekszej
do najmieszej. Wtedy liczba, ktora lezy w réwnej odlegtosci od poczadku i od
konca uporzadkowanych danych nazywa sie mmediana. Moze zdazy¢ sie ze nie
ma takiej jednej liczby, natomiast sa dwie liczby obok siebie, ktére leza w tej
samae]j odleglosci pierwsza od poczadku a druga od konca. Wtedy mediana
jest ich $rednia arytmetyczna.
Nizej, wyjasniamy to na przykladach.

Przyklad 1.2 Rozpatrzmy nastepujgce dane:
(1) 2,1,6,8,3,2,10,12,11
(13) 9,4,2,7,5,1,3,10,15,17,16



Rozwiazanie (i). Dane 2,1,5,8,3,2,10,12,11 porzadkujemy w kierunku
rosnacym od najmieszej do najwiekszej
ojwnym

1,2,2,3,6,8,10,11,12

Zauwazamy, ze liczba 6 jest odlegla od poczadku o cztery pozycje i od konca
réwniez o cztery pozycje. Zatem liczba 6 jest mediang danych (i).
Rozwiazanie (ii). Dane 0,—1,9,4,2,7,5,1,3,10,15,17,16 porzadkujemy w
kierunku rosnacym od najmieszej do najwiekszej

-1,0,1,2,3,4,5,7,9,15,16, 17
Zauwazamy, ze liczba 4 jest odlegla od poczadku o pie¢ pozycji, a liczba 5

jest odlegta od konca réwniez o pie¢ pozycji. Zatem mamy dwie liczby w

srodku danych 4 1 5. Wtedy mediana jest ich srednia arytmetyczna, to znaczy
445

= 4.5. Odpowiedz: mediang danych (ii) jest liczba 4.5
1.2.1 Correlacja Danych Statystycznych
Rozpatrzmy dwa ciagi danych

a={ay,as,....an},  b={b1,ba ..., 0.},

o tej samej liczbie elementow n.

Definition 1.1 Correlacjg danych statystycznych
a={ay,az,....an}, b={b1,bo,....0n},
nazywamy nastepujgcy iloraz:

ay by +ag by + -+ a, by,
Jal+ a3+t a2 R+ 02

Cor(a,b) =

Dane statystyczne zapisujemy réwniez w ich unormowanej formie. Mianowicie,
niech

Jai+ad+ a2

iy Abiby b (1.1)
NCENCR )




gdzie
A a1 2 by
al - b fd ,
Val+ad+ - +a2 VO B3+ 02
A a1 2 by
a9 b2
Va3 +ad+ - +a2 VO B3+ 02
n 7 bn
iy = d b

a2 b 02

Zauwazamy, ze dane statystyczne (1.1) w unormowanej formie speliaja nastepujace
warunki:

Atai+-+ad=1,; B4+ +02=1

Wrtedy correlacja pomigdzy danymi a i b oraz correlacja pomigdzy danymi
unormowanymi a i b jest ta sama i okreslana jak nastepuje:

Definition 1.2 Correlacjg danych statystycznych
a={ay,az,....an}, b={b1,b2,....;0,},

lub
a = {a1,a2,...,an}, b={b1,bs,....0n}

nazywamy sume nastepujgcych iloczynow:
Cor(a,b) = Cor(a 13) — Gy by + Gy by + -+ ay, by,

Przyklad 1.3 Oblicz correlacje pomiedzy danymi

a={2,1,5,8}, b={4,3,93}
Rozwiazanie. Podstawiajac do wzoru dane

a1 =2, as=1, az=95, a4 =28,

by =4, be=3, bs3=9, by=3
obliczamy wspdétczynnik correlacji

ay by +ag by + -+ ay, by,

Jal+ad+ a2 B+ 03+ b2
24 +1

_ *44+1%34+5%x9+8x%3 _0.769444,
V2 + 1245248242+ 32+ 92 + 3

Cor(a,b) =




1.3 Wariancja i Odchylenie Standardowe

Wariancja o2 danych statystycznych

a={ay,az,...,an},
zwiazana jest z ich srednia arytmetyczna

S_a1—|-a2+"'—|—an

n
nastepujacym wzorem:

02_(a1—s)2+(a2—s)2+-

st (an - 5)2
n
Czytamy sigma.

Odchylenie Standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji
o=Vao?

Przyklad 1.4 Oblicz wariancje i odchylenie standardowe nastepujgcych danych
(1) a=4{3,-1,8,4}, (i) b={12,4,8,6}.

Rozwiazanie (i). Rozwiazanie jest prostym i bezposrednim podstawieniem
danych do wzoréw. Najpierw obliczamy wartosé¢ srednia

ap+az+---+a, 3—-1+8+4
n 4
nastepnie obliczamy wariancje
o (a1 —8)*+ (ag — 8)? + - + (a, — 5)*
n
(3—35)2+(—1—-35)2+ (8 —3.5)? + (4 — 3.5)
_ - —10.31
oraz odchylenie standardowe

oc=Vo?=+10.31 = 3.21131

Rozwiazanie (ii). Podobnie rozwiazanie przykladu (ii) jest prostym i bezposrednim
podstawieniem danych do wzorow. Najpierw obliczamy wartos¢ srednia
s ay +az+ -+ ay

12444846 30

7.5

n 4 4
nastepnie obliczamy wariancje
o (a1 —8)? + (ag — 8)*> + -+ + (an — 8)?
n
(12—-75)>+(4—75)*+ (8—7.5)+ (6 — 7.5)*
4

oraz chylenie standardowe

o =Vo?=+10.31 = 2.95804
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1.4 Prawdopodobienstwo

Podstawy rachunku prawdopodobienstwa pierwsi oglosili Pascal i Fermat w
polowie XVII-go wieku. Nastepnie w wiekach XVIII i XIX rachunek praw-
dopodobienstwa w prowadzono w zagadnieniach ubezpieczen i demografii. W
tym czasie waznym odkryciem byto prawo wielkich liczb J. Bernoulliego i
natepnie wyniki prac A. Moivre, P. Laplasa i S. Poissona. Czebyszewa, Browna
i Kolmogoroawa.

Prawdopodobieristwo P(A) pojawienia sie zdarzenia A w N do$wiadczeniach
rozumniane jest jako iloraz pu(A) ilodci zajscia zdarzenia A do ilosci N wszys-
tkich wykonanych doswiadczen. Zatem iloraz

jest czestoscia lub prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A w N doswiadczeniach.
Pojecie prawdopodobienstwa jako czestosci pojawienia sie zdarzenia A w N
doswiadczeniach opisujemy w nastepujacych przykladach:

Przyklad 1.5 Niech dosSwiadczeniem bedzie rzut monetqg i odczyt orta lub
reszki. Zatem sq dwa mozZliwe wyniki jednego rzutu monetq: orzet lub reszka i
nie ma innych mozliwosci. Te dwa zdarzenia losowe oznaczamy przez wy, weo
1 nazywamy zdarzeniami elementarnymi. Wykonano N = 100 rzutéow monetq i
zapiszno liczbe (wy) = 49 pojawienia sie orta. W tym doswiadczeniu czestoscig
lub prawdopodobieristwem P(w;) pojawienia sie orla jest iloraz liczby ortéw
w(wy) =49 do ilosci wszystkich doswiadczeri N = 100
w(A) 49

Plw) =2 = 22 g 49
@) =% =100

Drugie zdarzenie elementarne wo to jest pojawienia sie reszki ma prawdopodobienstwo

100 — p(wy) 100 —49 51
Pwz) = N = o = 100 = %!

gdyz w N = 100 doswiadczeniach byto p(we) = 100 — p(w;) = 100 — 49 = 51
reszek.

Zauwazamy, ze zdarzenie ztoZone w pojawienia sie orta lub reszki jest zdarze-
niem pewnym. Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego réowne jest je-
den, P(w) = 1. Innym zdarzeniem, ktore formalnie zalicza sie do zdarzen jest
zdarzenie niemozliwe wy. Na przktad po rzucie monetg nie pojawi sie ani orzet
ani reszka. Wtedy przyjmuje sie prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego
réwne zero, P(wy) = 0.

Przyklad 1.6 W roku 2010 w pewnym szpitalu zarejestrowano 3000 porodow
w tym bylo 1495 chtopcow i 1505 dziewczgt. Oblicz czestosé lub prawdopodobienstwo
narodzin (a) nastepngo chlopca, (b) natepnej dziewczynki.
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Rozwiazanie. Niech doswiadczeniem bedzie narodzenia dziecka w tym szpi-
talu. Istnieja dwa wyniki tego doswiadczenia: 1. urodzil sie chlopiec, 2.
urodzita sie dziewczynka. Zatem w jednym doswiadczeniu mamy dwa wyniki:
1. wy ="chlopic”, 2. wy ="Dziewczynka”. Tutaj zdarzeniamy elementarnymi
sa: wy lub ws.

Na podstawie rejestracji narodzin w roku 2010 liczba wszystkich narodzonych
dzieci N = 3000 w tym liczba chtopcéw pg(wi) = 1495 i liczba dziewczynek
p2(we) = 1505. Zatem prawdopodobienstwo, ze natepnym narodzonym dzieck-
iem bedzie chlopiec

M1 (wl) 1495
P (w;) = - — (.498333
(a) 1 (w1) N 3000

Natomiast prawdopodobienstwo, ze nastepnym narodzonym dzieckiem bedzie
dziewycznka

125 ((UQ) 1505
b Py(wsy) = - — 0.501667
() 2(w2) = = = 3000

Przyklad 1.7 Niech doswiadczeniem bedzie rzut kostkg 1 odczyt ilosci oczek.
MoZliwy jest jeden z szesSciu odczytow 1,2, 3,4,5,6. Zatem jest szesé nastepujgcych
zdarzen elemntarnych w doSwiadczniu rzutu kostkg:

zdarzenia wy, gdy pojawi sie 1

zdarzenie wy, gdy pojawi sie 2

zdarzenie ws, gdy pojawi sie 3

zdarzenie wy, gdy pojawi sie 4

zdarzenie ws, gdy pojawi sie 5

zdarzenie wg, gdy pojawi sie 6

Takie zdarzenia losowa nazywamy zdarzeniami elementarnymi. Wykonano
N =100 rzutow kostkg 1 zapiszno liczbe oczek

w(wy) = 17 razy pojawienia si¢ 1

w(ws) = 16 razy pojawienia sie 2

(w3) = 17 razy pojawienia sie¢ 3

(wq) = 19 razy pojawienia sie 4

(ws) = 15 razy pojawienia si¢ 5

(w) = 17 razy pojawienia sie 6

W tym doswiadczeniu czestoscig lub prawdopodobienstwem pojawienia sie jed-

I
I
I
I
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nego z szesciu wynikow sq nastepujace ilorazy:

plwr) 17

P(w) = = o5 =017
Plws) = “;‘;2) - % = 0.16
Plws) = “(Ji‘f’) - % =0.17
Plw) = M) _ % =0.19
Plws) = ) - % =0.15
Plws) = “(]]%6) - % = 0.16

Zbior ) = {wy, we, w3, wa, ws,ws } jest zbiorem zdarzen elementarnych.

1.4.1 Zdarzenia Jednakowo prawdopodobne

W powyzszych przykladach rozpatrywaliSmy zdarzenia losowe jednakowo praw-
dopodobne. W rzucie moneta pojawienie sie orta lub reszki zachodzi z rownym
prawdopodobienstwem —. To znaczy zdarzenia pojawienie si¢ orta lub reszki

sa rownoprawdopodobne. W rzucie kostka pojawienie sie jednego oczka lub
dwéch oczek lub trzech oczek lub czterech oczek lub pieciu oczek lub szesciu

oczek zachodzi z prawdopodobienstwem —. To znaczy zdarzenia pojawienie

sie kazdej liczby z szesciu oczek sa réwnoprawdopodobne.
Zatem, mozemy sformutowaé¢ definicje Laplace’a prawdopodobienstwa dla N
zdarzen réwnoprawdopodobnych

Definition 1.3 Jezeli w zbiorze N zdrarzen elementrnych wszystkie zdarzenia
elementarne sq jednakowoprzwdopodobne to prawdopodobienstwo zdarzenia losowego

jest rowne N gdzie liczba n oznacza ilo$¢ zdarzen sprzjajocych kazedemu

zdarzeniu losowemu.
Rozpatrzymy nastepujacy przyktad:

Przyklad 1.8 7 talii 52 karty wyciggnieto losowo jedng karte. Oblicz praw-
dopodobienistwo P(A) nastepujgcych zdarzen:

(i) Zdareznie A polega na wyciggnieciu asa.
(i) Zdareznie A polega na wyciggnieciu pika.
(iii) Zdareznie A polega na wyciggnieciu kiera kub trefla.

Rozwiazanie (i). Zbiér zdarzen elementarnych sktada si¢ z N = 52 zdarzen
rownoprawdopodobnych, gdyz prawdopodobienstwo wyciagniecia kazdej karty
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1
jest to samo 1 rowne —.

Poniewaz w talii jest czerech aséw, dlatego liczba zdarzen sprzyjajacych wyciagnie

cia asa jest n = 4. Zatem prawdopodobienistwo wyciagniecie asa jest réwne

4 1
PA)=—==—.
52 13
Rozwiazanie (ii). Zbiér zdarzen elementarnych sklada si¢ z N = 52 zdarzen

réwnoprawdopodobnych, gdyz prawdopodobienstwo wyciagniecia kazdej karty
1
jest to samo i rowne —.

Poniewaz w talii jest czerech 13 pikow, dlatego liczba zdarzen sprzyjajacych

wyciagniecia pika jest n = 13. Zatem prawdopodobienistwo wyciagniecia pika
. , 13 1
jest rowne P(A) = = =1
Rozwiazanie (iii). Zbior zdarzen elementarnych sklada si¢ z N = 52 zdarzen

réwnoprawdopodobnych, gdyz prawdopodobienstwo wyciagniecia kazdej karty
1
jest to samo i rowne —.

Poniewaz w talii jest 13 kierow i 13 trefli, dlatego liczba zdarzen sprzyjajacych
wyciagniecia kiera lub trefla jest n = 13+13 = 26. Zatem prawdopodobienstwo
26 1
wyciagniecie kiera lub trefla jest réwne P(A) = 5= g
Rozpatrzmy jeszcze przyktad zdarzen losowych, ktore nie sa réwnoprawdopodobne.
Przyklad 1.9 Na liscie w szkole jest 250 dziewczqt i 200 chtopcow. Wybrano
z listy losowo jedno nazwisko. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A, Ze
to jest
(a) dziewczynka, (b) chlopiec.

Rozwiazanie (a). Razem na liScie jest 252 + 200 = 450 uczniéw. Zatem
zdarzen elementarnych jest N = 450. Liczba zdarzen sprzyjajacych, ze to jest
dziewczynka rowna sie n = 250. Prawdopodobienstwo, ze to jest dziewczynka
P(A) = 250 5

. 450 9 N . .
Rozwiazanie (b). Podobnie obliczamy prawdopodobieristwo wybrania z listy
chlopca. Razem na liscie jest 2524200 = 450 uczniéw. Zatem zdarzen elemen-

tarnych jest N = 450. Liczba zdarzen sprzyjajacych, ze to jest chlopiec réwna

200 4
si¢ n = 200. Prawdopodobie'nstwo, ze to jest dziewczynka P(A) = 100
)

Zauwazmy, ze prawdopodobienistwo wybrania z listy dziewczynki P(A) =
4
jest rézne od prawdopodobienistwa wybrania chtopca P(A) = —. Zatem zdarzenia

losowe wyboru z listy dziewczynki lub chlopca nie sa rownoprawdopodobne.

1.4.2 Zdarzenia Losowe Zlozone

Alternatywa, koniukcja i réznica zdarzen losowych jest réwniez zdarzeniem
losowym. Zatem, wykonujac te operacje na zbiorze zdarzen elementarnych,
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otrzymujemy zdarzenia losowe ztozone. Na przyktad, w doswiadczeniu z rzutem
kostkca zbiorem zdarzen elementarnych jest zbiér Q = {wy, wa, w3, wy, ws, we }-
W tym zbiorze zdarzen elementarnych wyrézniamy nastepujace podzbiory jako
zdarzenia ztozone:

e Zauwazmy, ze zdarzenie A okreslone przez zbiér Q = {wy, ws, w3, wy, ws, we }
wszystkich zdarzen elementarnych, w doswiadczeniu rzutem kostka, jest
zdarzeniem pewnym. To znaczy P(A) = 1. Natomiast, kazde ze zdarzen
elementarnych sprzyja zdarzeniu A.

e oczekiwany wynik zdarzenia A to parzysta ilo$¢ oczek. To zdarzenie
losowe zachodzi, jezeli zdarzy sie wo lub wy lub wg. To znaczy, gdy
prawdziwa jest alternatywa wsUw,Uwg. Zatem zdarzenie A jest okreslone
przez podzbior {ws,ws,ws} C Q zbioru € wszystkich zdarzen elemen-
tarnych. Natomiast zdrzenia ws, wy, ws sprzyjaja zdarzeniu A.

e oczekiwany wynik zdarzenia A to ilos¢ oczek mniejsza niz 3.

To zdarzenie losowe zachodzi, jezeli wynik rzutu kostka jest jedno oczko
lub dwa oczka. To znaczy prawdziwa jest alternatywa w; U wy. Zatem
zdarzenie A jest okreslone przez podzbié {wy,ws} C €. Kazde ze zdarzen
w1, wsy sprzyja zdarzeniu A

e oczekiwany wynik zdarzenia A to ilos¢ oczek wieksza od 3. To zdarzenie
losowe zachodzi, jezeli zdarzy sie wy lub ws lub wg. To znaczy, pradziwa
jest alternatywa ws U ws U wg. Zatem zdarzenie A jest okreslone przez
podzbiér {wy,ws,ws} C Q zbioru Q wszystkich zdarzen elementarnych.
Kazde ze zdarzen wy, ws, ws sprzyja zdarzeniu A.

1.4.3 Relacje i Operacje na Ziorach i Zdarzeniach Losowych

Podstawowa relacja w zbiorach jest ralacja przynaleznosci elementu do zbioru.
Mianowicie, relacje, ze element x nalezy do zbioru €2, piszemy x € 2. Roéwniez

relacje, ze = nie jest elementem zbioru €2, piszemy z ¢ €.

Zdarzenia losowe rozumiemy jako podzbiory zbioru zdarzen elementarnych.
Operacje na zbiorach takie jak suma, iloczyn i réznica zbioréw odnosza sig

rowniez do dzialan na zdarzeniach losowych. Zatem, mamy réwnowaznosé

e Aletrnatywa zdarzen A i B jest réwnowazna sumie zbiorow AU B, ktére
okreslaja zdarzenia A i B

e Koniukcja zdarzen A i B jest rownowazna koniukcji zbiorow AN B, ktére
okreslaja zdarzenia A i B



15

1.4.4 Zdarzenie Przeciwne

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A nazywamy zdarznie A', wtedy, gdy
nie zaszto zdarzenie losowe A. Na przyktad, niech zdarzeniem A bedzie wynik
rzutu kostka “parzysta liczba oczek”: w = {ws,ws,ws}. Wtedy zdarzenie
przeciwne jest réznia zdarzen A" = Q — w. Piszemy dokladnie

A=Q—w= {wi, w3, w3, Wy, ws, we} — {wa, wy, we} = {w1,ws, ws}

1.4.5 Alternatywa Zdarzen

Alterternetywa zdarzen losowych A i B jest C' = AUB, ktére zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A lub zachodzi zdarzenie B. Na przykiad,
niech w rzucie kostka wynik zdarzenia A bedzie liczba oczek wieksza od 5,
natomiast wynik zdarzenia B niech bedzie liczba oczek mniejsza od 2. Jasne,
ze zdarzenie A = wg, natomiast wynik zdarzenia B jest zdarzenie elementarne
wy. Zatem alternatywa tych zdarzen jest podzbiér {w;,ws} C €.

1.4.6 Koniukcja Zdarzen

Koniukcja zdarzen losowych A i B jest zdarzenie
C=ANBkB,

ktore zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A i jednoczesnie
zachodzi zdarzenie B. Na przyktad, niech w rzucie kostka wynik zdarzenia A
bedzie liczba oczek wieksza od 3, natomiast wynik zdarzenia B niech bedzie
liczba oczek mniejsza od 5. Jasne, ze zdarzenie A okresla podzbiér {wy, ws, ws} C
Q, oraz zdarzeniem B okresla podzbiér {wy,ws,ws, ws} C €. Zatem koniukcja
zdarzenia C' = AN B zchodzi dla podzbioru {ws} C 2.

1.4.7 Zdarzenia Rozlaczne

Zdarzenia A i B wylaczaja sie, jezeli ich koniukcja jest zbiorem pustym. To
znaczy AN B = ().

Na przyktad, w doswiadczeniu rzutem kostka, niech zdarzenie A = {wy,ws}
oznacza pojawienie sie jednego oczka lub szesciu oczek, natomiast zdarzenie
B = {ws, w4, ws} oznacza pojawienie sie trzech oczek lub czterech oczek lub
pieciu oczek. Te zdarzenia wylaczaja sie, gdyz ich koniukcja A N B = () jest
zbiorem pustym zdarzen.

1.4.8 Roznica Zdarzen Losowych

Réznica zdarzen losowych C' = A — B zachodzi wtedy gdy zdarzenie A za-
chodzi, natomiast zdarzenie B nie zachodzi. Na przyklad, niech wynikiem
zdarzenia A bedzie parzysta ilos$é¢ oczek, natomiast zdarzeniem B niech bedzie
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ilo$¢ oczek podzielna przez 3. Jasne,ze zdarzenie A zachodzi w podzbiorze
{wo, ws,ws} C €2, natomiast zdarzenie B zachodzi w podzbiorze {ws,ws} C €.
Zatem réznica C' = A — B zachodzi w podzbiorze {wo,ws,ws} — {ws,ws} =
{(UQ, (U4} c Q.

1.5 Przyklady Zarzen Losowych

Nizej podajemy przyktady zbiorow zdarzen elementarnych i nastepujacych
operacji na ich podzbiorach: alternatywy, koniukcji, zdarzen sprzyjajacych
i zdarzen przeciwnych.

Przykiad 1.10

(i) Podaj zbidr zdarzen elementarnych w doswiadczeniu rzutem dwoma kostkami.

(ii) Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia A pojawienia sie parzystej sumy liczby
oczek w rzucie dwiema kostkami.

(i4i) Podaj zdarzenie przeciune A" do zdarzenia A.

Rozawiazanie (i) Mozliwe sa nastepujaace wyniki:

rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 1, a natepnie rzucajac sze$¢ razy
druga kostka, dostaniemy liczbe oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub

rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 2, a natepnie rzucajac sze$¢ razy
druga kostka, dostaniemy liczbe oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub

rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 3, a natepnie rzucajac sze$¢ razy
druga kostka, dostaniemy liczbe oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub

rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 4, a natepnie rzucajac sze$¢ razy
druga kostka, dostaniemy liczbe oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub

rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 5, a natepnie rzucajac sze$¢ razy
druga kostka, dostaniemy liczbe oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub
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e rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 6, a natepnie rzucajac sze$¢ razy
druga kostka, dostaniemy liczbe oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.

Zatem wynikiem tego do$wiadczenia jest zbior wszystkich mozliwych par zdarzen
elementarnych:

L1, (L,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
(2.1), (2.2), 2.3), (24), (2.5), (2,6),
(3,1), (32, (3.3, (34), (35), (3,6),

=) @, (42), (43), (44, (4.5), 406,
(5.1, (5,2), (5.3, (5.4), (55), (5,6),
6.1), (6,2), (6,3, (6,4), (6,5), (6,6),

Rozwiazanie (ii). W rzucie dwiema kostkami suma oczek jest parzysta, jezeli
na pierwszej i jednoczesnie na drugiej kostce pojawi sie parzysta ilo$¢ oczek
albo jednoczesnie na pierwszej i na drugiej kostce pojawi sie nie parzysta ilosé
oczek. Poniewaz wszystkich zdarzen elementarnych jest 6 x 6 = 36, to zbior
zdarzen sprzyjajacych

(1,1), (1,3), (1,5),
(2,2), (2,4), (2,6),
(3,1), (3,3), (3,5),

YT @2), (44), (4,6)
(5.1), (5,4), (5,5)
(6,2), (6,4), (6,6)

ma - = 18 elementy.

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenie A, ze w sumie wypadnie parzysta ilos¢

fio e 181
ocze est rowne — = —.
] 36

Rozwiazanie (iii). Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A w rzucie dwiema
kostkami bedzie nie parzysta suma oczek. To znaczy, ze na pierwszej kostce
pojawi sie nieparzysta liczba oczek, natomiast na drugiej kostce pojawi sie
parzysta ilos¢ oczek albo odwrotnie, na pierwszej kostce pojawi sie parzysta
ilo$¢ oczek, natomiast na drugiej kostce pojawi sie nie parzysta liczba oczek.
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Zbior zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu przeciwnemu

(12, (14), (1,6)
00), (23, (23)
(3.2, (3.4, (3.6)
CERSOSN ) W), (49)
5.2, (5.4) (5.6)
6.1), (6.3, (65)

Poniewaz wszystkich zdarzen elementarnych jest 6 x 6 = 36, to zdarzen sprzy-
jajacych zdarzeniu przeciwnemu jest 5 = 18.

. 7 . . / . . .
Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego A, ze w sumie wypadnie

. o . , 18 1
nie parzysta ilos¢ oczek jest rowne e

1.6 Aksjomatyczna Definicja Prawdopodobienistwa

Laplace’a definicja prawdopodobienistwa jako iloraz n zdarzen sprzyjajacych
zdarzeniu losowemu A do ilosci N wszystkich zdarzen elementarnych, w isto-
cie ma swoje uzasadnienie w zbiorze zdarzen elementarnych jednakowo praw-
dopodobnych. Mianowicie, jezeli wszystkie zdarzenia elementarne sa rowno
prawdopodobne, to znaczy, ze pierwsze zdarzenie elementarne pojawia sie z
prawdopodobienstwem p;, drugie z prawdopodobienstwem p,, i tak dalej oraz
N —te zdarzenie elementarne pojawia sie zprawdopodobienstwem py i te praw-
dopodobienstwa sa réwne

bhr=p2=""=PN =D,

wtedy

1

Np=1 i p=—

p=2 v P=y

Skad otrzymamy prawdopodobienstwo jako iloraz n zdarzen sprzyjajacych

zdarzeniu A do wszystkich zdarzen elementarnych.

Bardziej ogdélnym modelem prawdopodobienstwa jest definicja aksjomatyczna,
ktora obejmuje rowniez zbiér zdarzenia elementarnych rézno prawdopodob-
nych.
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Definition 1.4 Oznaczmy przez ) zbior zdarzen elementarnych. Prawdopodobienstwem
zdarzenia losowogo A € Q) nazywamy funkcje rzeczywistg P(A), ktora spetnia
nastepujgce warunki:

(a) P(A) >0, dla kaidego zdaerzenia A € Q.

(b) Dla kazdej pary wylgczajgcej sie zdarzen losowych A, B € Q) zachodzi réwnos$é;
P(AUB) = P(A) + P(B),49 — ciuliczb

(c) P(2) = 1.

Przyklad 1.11 Oblicz prawdopodobienistwo wylosowania w totolotku ze zbioru
liczb {1,2,...,49} (1) szesciu liczb, (ii) pietciu liczb, (iii) czterech liczb

Rozwiazanie (i). Najpierw ustalmy zbiér zdarzen elementarnych. Intu-
icyjnie jasne, ze zdarzeniem elementarnym bedzie szes¢ liczb {ny, ns, ng, ny, ns, ne
wybranych losowo ze zbioru liczb {1, 2, ..., 49}, to znaczy n; € {1,2,...,49}, i =
1,2,3,4,5,6. Pytanie ile bedzie réznych széstek ze zbioru 49-ciu liczb?. Rozu-
miemy, ze dwie szostki sa rézne, jezeli roznia sie co najmiej jedna liczba.
Prosta odpowiedzZ na to pytanie znajdujemy w kombinatoryce. Mianowicie,
ilo$¢ réznych szoéstek rowna jest ilosci kombinacji z 49-ciu liczb po szesé liczb.
Ta liczbe kombinacji okreslamy symbolem Newtona

49 49! 49!
- - — 13983816
(6) 6! % (49— 6)! 6! 43!

Zatem, zbidr wszystkich kombinacji {n1, ns, n3, n4, ns, ng} szesciu liczb wybranych
z 49-ciu liczb

Q =A{w={ny,n9,n3,n4,n5,n6},1 <m; <49, i =1,2,3,4,56.}

jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych.
Odpowiedz: Niech A € Q2 oznacza zdarzenie wylosowania szesciu liczb ze zbiru
Q). Prawdopodobienstwo tego zdarzenia rowne jest

1
P(A)= —
13983816
Zauwazmy, ze zgodnie z aksomatyczna definicja prawdopodobienstw funkcja
P(A) okreslona na zbiorze zdarzen elementarnych ) spelnia warunki definicji.
Mianowicie, mamy
1
P(A) = ——
(&) PLA) = 13083816
elementarne sa réwno-prawdopodobne.

> 0, dla kazdego zdarzenia A € ). Wszystkie zdarzenia

(b) Dla kazdej pary wytaczajacej sie zdarzen losowych A, B € €, jezeli zdarze-
nie A zachodzi to zdarzenie B nie zachodzi.

Wtedy
1

(4) = Togssigr O PB)
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Zatem, mamy réwnosc;

1
P(AUB)= ———— = P(A)+ P(B
( ) 13983816+0 (4)+ P(B)
Podobnie, lub jezeli zdarzenie B zachodzi to zdarzenie A nie zachodzi.
Wtedy
1
P(A)=0 P(B) = ——.
(4) =0, oraz P(B) = {3503376
Zatem, mamy réwnos¢:
1
P(AUB)=04+ ———=P(A)+ P(B
( ) + 13983816 (4)+ P(B)

(c) Jezeli wybierzemy wszystkie mozliwe szdstki, to wsréd nich pojawi sie
napewno losowana széstka. To znaczy prawdopodobienstwo od wszyst-
kich zdarzen elementarnych P(Q2) = 1.

Rozwiazanie (ii). Niech szes¢ liczb {ki, ko, k3, k4, k5, k¢} bedzie wynikiem
losowania totolotka. Wiemy z rozwiazania (i), ze zbior zdarzen elementarnych

Q =A{w={ny,n9,n3,n4,n5,n6},1 <m; <49, i =1,2,3,4,56.}

zawiera (469) = 13983816 elementdow.

Oznaczmy przez A zdarzenie, ze gracz wytypowal liczby {s1, $2, S3, 84, S5, S6 }
wsrod ktoérych pieé liczb jest trafnych. To znaczy, ze w tym zbiorze liczb
{s1, $2, 83, S4, S5, S¢} cztery liczby jest ze zbioru {ki, ko, k3, k4, ks, k¢}. Teraz
policzmy ile jest zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A. Najpierw, zuwazmy, ze
jedna liczba nie trafiona moze by¢ k; lub ko lub k3 lub k4 lub k5 lub k¢. Zatem,
jedna z pieciu liczb trafionych mozemy zastapic¢ liczba nie trafiona otrzymujac

inna piatke liczb trafionych. Taka zamiane mozna dokonaé¢ na ((15) = 6 szes¢

sposobéw. W ten sposdb znajdujemy szes¢ roznych szostek jako zdzarzenia
sprzyjajacych zdarzeniu A. Ponadto, pozostato 43 liczby nie wylosowane w
totolotka. Kazda z tych 43 nie wytypowanych w grze mozna wymieni¢ na
jedna z szedciu nie trafionych przez gracza. Zatem, zdarzen sprzyjajacych
zdarzeniu A wylosowania poprawnych pieciu liczba jest 6 %43 = 258. Oznacza
to, ze prawdopodobienstwo wylosowania poprawnych 5 liczby z wylosowanych
szesciu liczb rowne jest

258

= ——— = 0.00001845
13983816

P(A)

Rozwiazanie (iii). Niech szesé¢ liczb {ki, ko, k3, k4, k5, k¢ } bedzie wynikiem
losowania totolotka. Wiemy z rozwiazania (i), ze zbior zdarzen elementarnych

Q =A{w={ny,n9,n3,n4,n5,n6},1 <m; <49, i =1,2,3,4,56.}
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zawiera (469) = 13983816 elementow.

Oznaczmy przez A zdarzenie, ze gracz wytypowal liczby {s1, $2, S3, 4, S5, S6 }
wsrod ktérych cztery liczby jest trafne. To znaczy, ze w tym zbiorze liczb
{s1, $2, 83, S4, S5, S¢} cztery liczby jest ze zbioru {ki, ko, k3, k4, ks, k¢}. Teraz
policzmy ile jest zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A. Najpierw, zuwazmy, ze
dwie liczby nie trafione to moga by¢ pary ki, ko lub ki, k3 lub ..., lub ky, k5
lub ...,lub ks, kg 1los¢ tych par réwna jest (g) = 15. Zatem, dwie z czterech
liczb trafionych mozemy zastapi¢ liczbami wylosowanymi w totolotku, ale nie
trafionionymi przez gracza. W ten sposéb otrzymujemy inna czworke liczb

trafionych. Taka zamiane mozna dokonac na (g)

W ten sposéb otrzymujemy 15 réznych czwérek jako zdzarzenia sprzyjajacych
zdarzeniu A. Ponadto, pozostalo 43 liczby nie wylosowane w totolotka. Kazde
dwie liczby z tych 43 nie wytypowanych w grze mozna wymieni¢ na (423) =
21 % 43 sposobéw na dwie liczby nie trafionych przez gracza. Zatem, zdarzen
sprzyjajacych zdarzeniu A wylosowania poprawnych czterech liczba jest 15
21x43 = 13545. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo wylosowania poprawnych
czterech liczb z wylosowanych szesciu liczb réwne jest

P(A) 13545

~ 1398316
Zadanie 1.1 Niech sze$¢ liczb {ky, ko, k3, ka, ks, ke } bedzie wynikiem losowa-
nia totolotka. Gracz wytypowt sze$é liczb {s1, sa, S3, 84, S5, 8¢}. Oblicz praw-
dopodobienistwo, Ze gracz trafit tylko w trzy liczby ze zbioru {ky, ka, ks, k4, k5, k¢ },
szesciu liczb, pozostate trzy liczby byly nie trafione.

= 15 pietnascie sposobdw.

= (0.000969

1.7 Prawdopodobenstwo Warunkowe

Prawdopodobienistwo warunkowe zaj$cia dowolnego zdarzenia A pod warunk-

iem, ze juz zaszlo zdarzenie B oznaczamy symbolem P(A|B) i definiujemy

wzorem

P(ANB)
P(B)

Powyzesze okreslenie prawdopodobienstwa warunkowego wyjasniamy na nastepujacym
przykladzie:

P(A|B) = edy P(B) > 0.

Przyklad 1.12 W stadzie jest razem N owiec i baranow. Wiadomo, Ze ilosé
owiec 1 baranow jest nastepujgca:

e m baranow
e k baranow biatych.

e razem biatych owiec 1 baranow jest n, k < n.
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Niech A oznacza zdarzenie, zZe losowo wybrany czworonogi jest bialy, natomi-
ast niech B oznacza zdarzenie, Ze wybrany losowo czworonogi jest baranem.
Zakltadajgoc, ze prawdopodobienistwo wyboru kazdego czworonogiego owcy czy
barana jest to samo. Wtedy obliczamy tatwo nastepujgce prawdopodobienstwa:

n m k

P(A) = — P(B) = — P(ANB)=—

(=% P(B)=%, PANB)=+

Wybierajgc losowo biatego barana pytamy o warunkowe prawdopodobierstwo
P(A|B). To warunkowe prawdopodoberistwo wylosowania bialego barana jest

rowne

k
P(A|B) = —
(AlB) =
Skqd otrzymamy nastepujgcy wzor:
k£  P(AnDB)
P(AIBY= - =N "+ 7/
(41B) mo % P(B)

Zgodnie z definicjg, powyzszy wzor okresla warunkowe prawdopodobienstwo
zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B, gdy P(B) > 0.

1.8 Prawdopodobienstwo Calkowite

Aby wprowadzi¢ pojecie prawdopodobienstwa catkowitego postuzymy sie nastepujacym
przykladem:

Przyklad 1.13 Przypuscémy, ze jakas fabryka produjkujgca zarowki ma wadliwosé
5 Zarowek na 100 wyprodukowanych. Wtedy prawdopodobieristwo zdarzenia, Ze
losowo wybrana zZarowka z tej fabryki jest wadliwa wynosi 0.05. Przypusémy
teraz , ze zainstalowano w tej fabryce nowq linie produkcji, ktora produkuje
tylko 1 Zarowke wadliwg na 100 wyprodukowanych. Jakie jest prawdopodobieristwo,
ze losowo wybrana Zarowka z tej fabryki jest wadliwa?

Interesujace prawdopodobienstwo to tak zwane prawdopodobienstwo catkowite.
Gdyby nowa linia produkcji produkowata tyle samo zarowek co stara linia
produkcyjna, to prawdopodobienstwo catkowite powinno by¢ rowne S$redniej
wadliwosci, to znaczy %(0.05 + 0.01) = 0.03. Oczywistécie zakladamy, ze
zaréwki wyprodukowane przez obie linie produkcyjne zostaty doktadnie wymieszane..
OdpowiedZ na pytanie w tym przyktadzie wynika z nastepujacego twierdzenia

o prawdopodobienstwie catkowitym

Twierdzenie 1.1 Jezeli zdarzenia By, Bs, ..., B, wytaczajg sie parami i ich
parwdopodobienstwa P(B;) > 0, i = 1,2,...n. Ponadto, jezeli alternatywa tych
zdarzen jest zdarzeniem pewnym, to znaczy By U Bo U ... U B, = Q, to dla
kazdego zdarzenia losoweqgo A C §Q z przestrzeni zdarzen elementarnych 2,
zachodzi nastepujgcy wzor:

P(A) = P(B\)P(A/By) + P(B2)P(A/B) + - + P(B.)P(A/B,)
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Stosujac to twierdzenie do opisanego wyzej przykladu, zalézmy, ze nowa linia
produkcyjna produkuje trzy razy wiecej zarowek niz stara linia produkcyjna.
Oznaczmy przez A interesujace nas zdarzenie losowe, ze wybrana zardwka
jest wadliwa. Réwniez oznaczmy przez B; i By zdarzenia, ze losowo wybrana
zaréwka zostala wyprodukowana na starej lini produkcyjnej i nowej lini pro-
dukcyjnej, odpowiednio. Stosujac twierdzenie o catkowitym prawdopodobienistwie,
sprawdzamy zalozenia tego twierdzenia. Po pierwsze, widzimy ze zdarzenia
By i By sa rozlaczne. Po drugie,zadne z tych zdarzen nie jest zdarzeniem
niemozliwym, czyli prawdopodobienistwa ich zaj$cia sa dodatnie, P(B;) > 0 i
P(B3) > 0. Nastepnie, alternatywa tych zdarzen jest zdarzeniem pewnym, to
znaczy By U By = ().

Z tresci przykiadu wynika, ze

e P(By)=0.3,
e P(By) =0.7.
oraz, ze dane prawdopodobienstwa warunkowe sa nastepujace:
e P(A/B;)=0.05,
o P(A/B,) = 0.0L.
Z tezy twierdzenia wynika
P(A) = P(By)P(A/B;y) + P(B2)P(A/B3) = 0.3%0.05+ 0.7 % 0.01 = 0.036

Zatem $rednio 36 zarowek na 1000 zarowek wyprodukowanych w fabryce to sa
zaréwki wadliwe.

Zauwazmy, ze jezeli obie linie produkcyjne produkuja ta sama ilos¢ zarowek,
wtedy prawdopodobienstwa By i By sa rowne

P(B) = P(By) = |

i prawdopodobienstwo zdarzenia A wynosi
1
P(A)= P(B,)P(A/By) + P(B2)P(A/Bs) = 5(0.05 +0.01) = 0.03

Rozpatrzmy inny przyklad.

Przyklad 1.14 Powiedzmy, Ze stan pogody dla Warszawy w miesigcu kwiet-
niu mozna schrakteryzowac za pomocq jedneqgo z trzech typow pogody I, 11, I11.
Z dtugotrwalych obserwacyi wywnioskowano, ze prawdopodobienstwa tego, zZe w
wybranym losowo dniu kwietnia bedzie okreslony typ pogody sq¢ odpowiednio
rowne: 0.2, 0.1, 0.7. Obliczyé prawdopodobienstwo zdarzenia, zZe w losowo
wybranym dniu kwietnia bedzie padat deszcz.
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Oznaczmy przez By, B, Bszdarzenia polegaja na tym, ze w losowo wybranym
dniu kwietnia wystapi odpowiednio I-szy lub Il-gi, lub 3-ci typ pogody. Oz-
naczmy przez A interesujace nas zdarzenie, ze w losowo wybranym dniu kwiet-
nia bedzie padal deszcz.

Teraz sprawdzamy zalozenia twierdzenia o prawdopodobienistwie catkowitym.
Po pierwsze zauwazamy, ze zdarzenia By, By, i Bs sa parami roztaczne. To
znaczy koniukcja tych par zdarzen jest zbiorem pustym ()

BlﬂBgzw, BlﬂBgzw, BgﬂBgzw

Po drugie, prawdopodobieristwa zdarzen P(B;) > 0, P(By) > 0, P(B3) > 0
sa dodatnie. Po trzecie alternatywa zdarzen

By UBy,UB3; =0

jest zdarzeniem pewnym.
Z tresci tego przykladu mamy dla losowo wybranego dnia kwietnia praw-
dopodobienstwa pojawienia sie typu pogody

o P(B;) =02
o P(By)=0.1

oraz prawdopodobienstwa warukowe
e P(A/By)=0.9
e P(A/By) =0.8
e P(A/B3) =0.15

7 tezy twerdzenia o prawdopodobienstwie calkowitym obliczamy prawdopodobienstwo
interesujacego nas zdarzenia A :

P(A) = P(B\)P(A/B1)+ P(B2)P(A/Bs) + P(B3)P(A/Bs)
= 02%x0940.1%0.8+0.7%0.15 = 0.445



