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Chapter 1

Geometria

Geometria Euklidesowa, ktȯra obejmje geometriȩ p laska̧ i geometrie przestrzenna̧
wchodzi do podstawy programu nauczania na poziomie podstawowym i ṡrednim.
W szkole podstawowej do programu rozszerzonnego matematyki wchodza̧ tylko
niektȯre tematy wsparte ċwiczeniami, ktȯre sa̧ opisane w paragrafie &1, &2,
&3.

1.1 Geometria p laska

Zakres geometrii p laskiej obejmuje konstrukcje z linijka̧ i cyrklem figur p laskich
oraz zwia̧zki miarowe w trȯjka̧tach, prostoka̧tach, rȯwnoleg lobokach, w okrȩgach
i w wieloka̧tach foremnych.

1.1.1 Proste prostopad le i prosterȯwnoleg le

Opis po lożenia prostych na p laszczyźnie zacznijmy od instrukcji konstrukcji
prostej prostopad lej do danej prostej i przechodzacej przez dany punkt.
Stawiamy nȯżkȩ cyrkla w danym punktcje i zakreṡlamy  luki przecinaja̧ce dana̧
prosta̧. Nastȩpnie stawiamy nȯżkȩ cyrkla w pierwszym punkcie przeciecia i za-
kreṡlamy okra̧g, podobnie stawiamy nȯżkȩ cyrkla w drugim punkcie przeciȩcia i
zakreṡlamy drugi okra̧g.  La̧czymy punkty przeciȩcia okrȩgȯw linijka̧. Widzimy,
że w ten spȯb narysowaliṡmy prosta̧ prostopad la̧ do danej prostej i przechodza̧ca̧
przez dany punkt.

Zadanie 1.1 Narysuj prosta̧ prostopad la̧ do prostej na rysunku i przechodza̧cej
przez dany ponkt, wed lug powyżeszego opisu.

q
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Zadanie 1.2 Narysuj prosta̧ rȯwnoleg la̧ do prostej na rysunku i przechodza̧cej
przez dany ponkt

q

Konstrukcja prostej rȯwnoleg lej do danej prostej i przechodza̧cej przez dany
punkt oparta jest na rysowaniu rȯwnoleg loboku.
Opis konstrukcji: stwiamy nȯżkȩ cyrkla w danym punkcje i zakreṡlamy okra̧g,
ktȯry przecina dana̧ prosta̧ w dwȯch punktach.  La̧czymy pierwszy punkt przeciȩcia
z danym punktem linijka̧. Nastȩpnie stawiamy nȯżkȩ cyrkla w drugim punkcie
i tym samym promieniem zakreṡlamy drugi okra̧g.  La̧czymy punkt przeciȩcia
okrȩgȯw z danym punktem linika̧. Widzimy, że w ten sposȯb narysowaliṡmy
prosta̧ rȯwnoleg la̧.

Na niżej danym rysunku mamy zaznaczone ka̧ty parami rȯwne:

1 2
3 4

5 6
7 8
�

�
�

�
�

�
�

�

Dwie linie proste rȯwnoleg le

• ka̧ty wierzcho lkowe

� 1 = � 4, � 2 = � 3, � 5 = � 8, � 6 = � 7

• ka̧ty odpowiadaja̧ce

� 1 = � 5, � 3 = � 7, � 2 = � 6, � 4 = � 8

• ka̧ty naprzemianleg le wewnȩtrzne

� 3 = � 6, � 4 = � 5,

• ka̧ty naprzemianleg le zewnȩtrzne

� 1 = � 8, � 2 = � 7,

• ka̧ty przyleg le

� 1 i � 2, � 3 i � 4, � 1 i � 3, � 2 i � 4

� 5 i � 6, � 7 i � 8, � 5 i � 7, � 6 i � 8
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Zadanie 1.3 Jeden z ka̧tȯw wierzcho lkowych rȯwny jest 300.

1 2
3 4

5 6
7 8
�

�
�

�
�

�
�

�

Fig. 4. Dwie linie proste rȯwnoleg le

Oblicz wszystkie ka̧ty
(a) wiercho lkowe
(b) naprzemian leg le
(c) odpowiadaja̧ce
(d) przyleg le
Zaznacz wartoṡci wszystkich ka̧tȯw na rysunku

1.1.2 Trȯjka̧ty

Rozrȯżniamy nastȩpuja̧ce trȯjka̧ty: trȯjka̧ty rȯwnoboczne, trȯjka̧ty rȯwnoramienne,
trȯjka̧ty prostoka̧tne i trȯjka̧ty dowolne.

Konstrukcja trȯjka̧ta o tych samych ka̧tach i o bokach proporcjonalnych: Na
p laszczyżnie wybieram trzy rȯżne punkty A, B i C i  la̧czymy te punkty
używaja̧c linjki. W ten sposȯb narysowaliṡmy trȯjka̧t. Boki AB i AC przed lużamy.
Na przed lużonych bokach odk ladamy odcinki rȯwne d lugoṡci bokȯw AB i AC ,
odpowiednio.  La̧czymy zaznaczone koṅce odcinkȯw. Widzimy, że w ten sposȯb
narysowaliṡmy drugi trȯjka̧ ktȯry ma ka̧ty te same co wczeṡniej narysowny
trȯjka̧t, natomiast boki ma dwa razy d luższe. Rzeczywiṡcie, oba trȯjka̧ty maja̧
te same ka̧ty, poniewż bok BC jest rȯwnoleg ly odpowiedniego boku wiȩkszego
trȯjka̧ta, jako ka̧ty odpwiadaja̧ce.

Przyk lad 1.1 Narysuj trȯjka̧t o tych samych ka̧tach i o bokach dwa razy
d luższych używaja̧c linijki i cyrkla. Zmierz ka̧ty tego trȯjka̧ta. Oblicz sumȩ
ka̧tȯw tego trȯjka̧ta
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Trȯjka̧t ∆ABC

Pole trȯjka̧ta =
a ∗ h

2
, obwȯd trȯjka̧ta =a + b + c

Trȯka̧t rȯwnoboczny ma wszystkie boki rȯwne i wszystkie ka̧ty rȯwne.
Konstrukcja trȯjka̧ta rȯwnobocznego. Rysujemy odcinek o ustalonej d lugoṡci
bokȯw trȯjka̧ta. Stawiamy nȯżkȩ cyrkla na pocza̧tku odcinka i zakreṡlamy
okra̧g o promieniu rȯwnym d lugoṡci odcinka. Nastȩpnie stawiamy nȯżkȩ cyrkla
na drugim koṅcu odcinka i tym samym promieniem zakreṡlamy okra̧g.  La̧czymy
punkt przeciȩcia okrȩgȯw z koṅcami odcinka. Widzmy, że w ten spoȯb powsta l
trȯjka̧t o rȯwnych bokach i rȯwnych ka̧tach.

Przyk lad 1.2 Zmierz boki i ka̧ty trȯjka̧ta na rysunku
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Trȯjka̧t rȯwnoboczny ∆ABC

Pole trȯjka̧ta =
a ∗ h

2
, obwȯd trȯjka̧ta =a + a + a = 3 ∗ a

Narysuj trȯjka̧t o tych samych ka̧tach i o bokach dwa razy d luższych używaja̧c
linijki i cyrkla. Zmierz ka̧ty tego trȯjka̧ta. Oblicz sumȩ ka̧tȯw tego trȯjka̧ta

Trȯjka̧t rȯwnoramienny ∆ ABC ma dwa boki boki rȯwne i dwa ka̧ty przy
podstawie też rȯwne.
Konstrukcja trȯjka̧ta rȯwnoramiennego. Rysujemy odcinek o ustalonej d lugoṡci
jako podstawe trȯjka̧ta. Stawiamy nȯżkȩ cyrkla na pocza̧tku odcinka i za-
kreṡlamy okra̧g o promieniu rȯwnym bokowi trȯjka̧ta. Nastȩpnie stawiamy
nȯżkȩ cyrkla na drugim koṅcu odcinka i tym samym promieniem zakreṡlamy
okra̧g.  La̧czymy punkt przeciȩcia okrȩgȯw z koṅcami odcinka. Widzmy, że w
ten spoȯb powsta l trȯjka̧t o rȯworamienny.

Pole trȯjka̧ta =
a ∗ h

2
, obwȯd trȯjka̧ta =a + 2 ∗ b

Przyk lad 1.3 Narysuj trȯjka̧t rȯwnoramienny o bokach trȯjka̧ta na rysunku
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używaja̧c linijki i cyrkla.
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Zmierz boki i ka̧ty tego trȯjka̧ta. Oblicz obwȯd i pole trȯjka̧ta, oblicz sumȩ
ka̧tȯw tego trȯjka̧ta

Trȯjka̧t prostoka̧tny

Pole trȯjka̧ta =
a ∗ b

2
, obwȯd trȯjka̧ta =a + b + c

W trȯjka̧cie prostoka̧tnym wyrȯżniamy przyprostoka̧tne AB i AC , o d lugoṡci
a i b, przeciwprostoka̧tna̧ BC , o d lugoṡci c, ka̧t prosty α = 900 i dwa ka̧ty
przyleg le β, γ

Zadanie 1.4 Zmierz boki i ka̧ty tego trȯjka̧ta.
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γ
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Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Narysuj trȯjka̧t o tych samych ka̧tach i o bokach dwa razy krȯtszych używaja̧c
linijki i cyrkla. Oblicz sumȩ ka̧tȯw tego trȯjka̧ta

1.1.3 Czworoka̧ty

Cworoka̧t ABCD o wierzcho lkach A, B, C, D ma cztery boki o d lugoṡci
a, b, c, d, cztery ka̧ty α, β, γ, δ.

Zadanie 1.5 Zmierz boki i ka̧ty tego czworoka̧ta. Oblicz obwȯd i sumȩ ka̧tȯw
czworoka̧ta.
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Czworoka̧t ABCD

a = , b = , c = , d =

Obwod =

α = , β = , γ = , δ =

Suma = α + β δ + γ =

Kwadrat ABCD ma cztery boki rȯwne a, cztery ka̧ty proste rȯwne 900.

Pole kwadratu = a ∗ a, obwȯd kwadratu =4 ∗ a

Zadanie 1.6 Zmierz boki i ka̧ty kwadratu. Oblicz obwȯd i sumȩ ka̧tȯw kwadratu.

A B

D C

aa

a

a
α = 900 β = 900

δ = 900 γ = 900

Kwadrat ABCD
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a = , b = , c = , d =

Obwod =

Pole =

α = , β = , γ = , δ =

Suma = α + β + δ + γ =

Zadanie 1.7 Prostoka̧t ABCD ma cztery boki parami rȯwne a = c, b = d

cztery ka̧ty proste rȯwne 900.

Pole prostoka̧ta = a ∗ b, obwȯd prostoka̧ta =2 ∗ a + 2 ∗ b

A B

D C

bd

c

a
α = 900 β = 900

δ = 900 γ = 900

Prostoka̧t ABCD

Zmierz boki i ka̧ty prostoka̧ta. Oblicz obwȯd, pole i sumȩ ka̧tȯw prostoka̧ta.

a = , b = , c = , d =

Obwod =

Pole =

α = , β = , γ = , δ =

Suma = α + β + δ + γ =

Zadanie 1.8 Rȯwnoleg lobok ABCD ma cztery boki parami rȯwne a =
c, b = d cztery ka̧ty parami rȯwne i wysokṡċ h.
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Pole rȯwnoleg loboku = a ∗ h, obwȯd rȯwnoleg loboku =2 ∗ a + 2 ∗ b
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a
α 1800 − α

1800α α

Rȯwnoleg lobok ABCD

Zmierz boki i ka̧ty rȯwnoleg loboku. Oblicz obwȯd, pole i sumȩ ka̧tȯw rownpleg loboku.

a = , b = , c = , d =

Obwod =

Pole =

Suma = α + β + δ + γ =

Zadanie 1.9 Romb ABCD ma cztery boki rȯwne a cztery ka̧ty parami rȯwne
i wysokṡċ h.

Pole rombu = a ∗ h, obwȯd rombu =4 ∗ a
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α β = 1800 − α

δ = 1800 − α γ = 1800 − β

Romb ABCD
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Zmierz boki i ka̧ty rȯwnoleg loboku. Oblicz obwȯd, pole i sumȩ ka̧tȯw rombu.

a = , b = , c = , d =

Obwod =

Pole =

α = , β = , γ = , δ =

Suma = α + β + δ + γ =

1.1.4 Okra̧g i ko lo

Obszar wewna̧trz okrȩgu nazywamy ko lem. Na pierwszyym rysunku, zaznacz
ṡrodek okrȩgu, promieṅ okrȩgu, ṡrednicȩ okrȩgu i obwȯd okrȩgu. Na drugim
rysunku zaznacz ko lo.

Obwȯd okrȩgu = 2 ∗ π ∗ r, , pole ko la = π ∗ r2, π ≈ 314

100
= 3.14.

&%
'$q

&%
'$q

Ṡrednica okrȩgu rȯwna jest 2 razy promieṅ okrȩgu.

Zadanie 1.10 Narysuj cyrklem okra̧g o promieniu 3cm. Zaznacz kredka̧ wnȩtrze
okrȩgu jako ko lo o promieniu 3cm.
Oblicz ṡrednicȩ okrȩgu, obwȯd okrȩgu, pole ko la.

srednica okregu =

obwod okregu =

pole kola =

1.2 Zwia̧zki miarowe, proporcje i podobieṅstwo figur

p laskich

Zwia̧ki pomiȩdzy bokami i ka̧tami trȯjka̧ta, cechy przystawania trȯjka̧tȯw,
trȯjka̧ty podobne, proporcje, twierdzenie Talesa. miara ka̧towa i miara  lukowa
ka̧tȯw, ka̧t ṡrokowy i ka̧t wpisany w okra̧g stanowia̧ treṡċ nastȩpnych para-
grafȯw

Zadanie 1.11 Narysuj okra̧g o promieniu 2cm. W tym okȩgu narysuj ka̧t
ṡrokowy i ka̧t wpisany w okra̧g oparty na tym samym  luku co ka̧t ṡrodkowy.
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Zmierz ka̧tomierzem ka̧t ṡrodkowy i ka̧t wpisany w okra̧g.

1.2.1 Suma ka̧tȯw trȯjka̧ta

Suma ka̧tȯw każdego trȯjka̧ta rȯwna jest 1800, w mierze  lukowej π radianȯw.
Niżej rozpatrzmy geometryczna̧ interpretaje sumy ka̧tȯw trȯjka̧ta.

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

D
D
D
D
D
D
D
D
D
DD

CD

A
α

α β

β

γ

ab

c

B

Z rysunku, zauważamy, że suma ka̧tȯw każdego trȯjka̧ta rȯwna jest 1800.
Rzeczywiṡcie, prosta DC jest rȯwnoleg la do podstawy AB trȯjka̧ta ABC .
Ka̧ty naprzemianleg le wewnȩtrzne α przy podstawie i α przy odcinku DC

sa̧ rȯwne, podobnie β przy podstawie AB i β przy odcinku DC sa̧ rȯwne.
Widzmy, że

α + β + γ = 1800

To znaczy, że suma ka̧tȯw każdego trȯjka̧ta rȯwna jest 1800.

1.2.2 Trȯjka̧ty przystaja̧ce

Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce, jeżeli maja̧ wszystkie boki rȯwne i wszystkie
ka̧ty rȯwne. Jasne, że na to żeby dwa trȯjka̧ty by ly przystaja̧ce wystarczy,
żeby mia ly rȯwne boki, gdyż wtedy automatycznie wszystkie ka̧ty musza̧ mieċ
rȯwne. O tym mȯwi pierwsza cecha przystawania trȯjkcatȯw.
Pierwsza checha przystawania trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce,
jeżeli maja̧ wszystkie boki rȯwne.

Narysuj trȯjka̧t o tych samych o bokach używaja̧c linijki i cyrkla. Zmierz ka̧ty
tego trȯjka̧ta. Oblicz sumȩ ka̧tȯw tego trȯjka̧ta

Druga cecha przystawania trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce, jeżeli
maja̧ dwa boki rȯwne i ka̧ty przyleg le do tych bokȯw rȯwne. Sprawdzamy, że
wtedy pozosta le boki musza̧ byċ rȯwne i ka̧ty też rȯwne.
Trzecia cecha przystawania trȯjka̧tȯw. Dwa trȯjka̧ty sa̧ przystaja̧ce, jeżeli
maja̧ dwa boki rȯwne i ka̧t pomiȩdzy tymi bokami rȯwny.
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1.2.3 Proporcje

Proporcja prosta. Wartoṡci zmiennej y sa̧ proporcjonalne do wartoṡci zmien-
nej x, jeżeli dla ustalonej wartoṡci k wspȯ lczynnika proporcji zachodzi rȯwnoṡċ

y = k ∗ x

dla każdych wartoṡci zmiennych x, y.
Wtedy mȯwimy, że wartoṡci y sa̧ wprost proporcjonalne do wartoṡci zmiennej
x. To znaczy, jeżeli x roṡnie to y też roṡnie.

Przyk lad 1.4 Nastȩpuja̧ce wartoṡci sa̧ proporcjonale:

x = 1, 2, 3, 4, , 5, y = 2, 4, 6, 8, 10

y = 2 ∗ x, wspolczynnik proporcji k = 2

x = 1, 2, 3, 4, 5, y = 10, 20, 30, 40, 50

y = 10 ∗ x, wspolczynnik proporcji k = 10

x = 2, 4, 6, 8, 10, y = 1, 2, 3, 4, 5

y =
1

2
∗ x, wspolczynnik proporcji k =

1

2

Zadanie 1.12 Ktȯre pary wartȯṡci zmiennych x, y sa̧ wprost proporcjonalne?
jeżeli sa̧ wprost proporcjonalne podaj wspȯ lczynnik proporcjonalnoṡci.

(i) x = 1, 3, 5, 7, 9, y = 3, 9, 15, 21, 27

(ii) x = 4, 12, 20, 28, 36, y = 1, 3, 5, 7, 9

(iii) x = 10, 30, 50, 70, 90, y = 1, 3, 4, 7, 9

Proporcja odwrotna. Wartoṡci zmiennej y sa̧ odwrotnie proporcjonalne do
wartoṡci zmiennej x, jeżeli dla ustalonej wartoṡci k wspȯ lczynnika proporcji
zachodzi rȯwnoṡċ

y =
k

x

dla każdych wartoṡci zmiennych x, y.
Wtedy mȯwimy, że wartoṡci y sa̧ odwrotnie proporcjonalne do wartoṡci zmi-
ennej x. To znaczy, jeżeli x roṡnie to y maleje.

Przyk lad 1.5 Nastȩpuja̧ce wartoṡci sa̧ odwrotnie proporcjonale:
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x = 1, 2, 3, 4, 5, y = 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5

y =
1

x
, wspolczynnik proporcji k = 1

x = 2, 4, 6, 8, 10, y = 1, 2, 3, 4, 5

y =
2

x
, wspolczynnik proporcji k = 2

x = 20, 40, 60, 80, 100, y = 2, 4, 6, 8, 10

y =
10

x
, wspolczynnik proporcji k = 10

Zadanie 1.13 Ktȯre pary wartȯṡci zmiennych x, y sa̧ odwrotnie proporcjon-
alne? jeżeli sa̧ odwrotnie proporcjonalne podaj wspȯ lczynnik proporcjonalnoṡci.

(i) x = 1, 3, 5, 7, 9, y = 2,
2

3
,
2

5
,
2

7
,
2

9

(ii) x = 4, 12, 20, 28, 36, y =
5

2
,
5

6
,
5

2
,
35

14
,
45

18

(iii) x = 10, 30, 50, 70, 90, y = 1, 3, 4, 7, 9

Cztery wartoṡci a, b, c, d sa̧ proporcjonalne, jeżeli spe lniaja̧ rȯwnoṡċ

a

b
=

c

d
, dla b 6= 0, d 6= 0.

Wtedy prawdziwa jest też rȯwnoṡċ

a ∗ d = c ∗ b, mnozenie na krzyz

Przyk lad 1.6 Wartoṡci a = 1, b = 2, c = 10, d = 20 sa̧ proporcjonalne,
ponieważ

2

3
=

20

30
,

mamy rȯwnież

2 ∗ 30 = 3 ∗ 20 = 60

1.2.4 Twierdzenie Talesa

Jeżeli ramiona ka̧ta przetniemy dwiema prostymi rȯwnoleg lymi, to d lugoṡci
odcinkȯw wyznaczonych przez te proste na jednym ramieniu ka̧ta sa̧ propor-
cjonalne do d lugoṡci odcinkȯw wyznaczonych przez te proste na drugim ramie-
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niu ka̧ta

���������������

PPPPPPPPPPPPPPPD
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
DD

D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
DD

c

b

a

d

x y

prosta1

prosta2

Jeżeli prosta1 || prosta2 to :

a

b
=

c

d
,

a

c
=

b

d
a

a + b
=

c

c + d
=

x

y

Przyk lad 1.7 Oblicz wysokoṡċ drzewa z odleg loṡci 50m. Stosuja̧c twierdzenie
Talesa obliczamy wysokoṡċ drzewa y z proporcji

a

a + b
=

x

y
, y =

(a + b) ∗ x

a

Dane: a + b = 50m, Dokonujemy pomiarȯw a = 2m, x = 0.5m do proporcji,
zobacz na rysunku.

���������������

0

c

b = 50a +

d

x=0.5
y

Podstawiaja̧c dane obliczamy wysokoṡċ drzewa y =
(a + b) ∗ x

a
=

50 ∗ 0.5

2
= 12.5

Twierdzenie Talesa stosujemy w zadaniach dzielenia odcinka w danej pro-
porcji.
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Przyk lad 1.8 Podzieliċ odcinek AB w stosunku 2 : 3
Rozwia̧zanie. Na ramieniu AC zaznaczamy dowolna̧ rozwartoṡcia̧ cyrkla trzy
punkty D, E i punkt C. Nastȩpnie,  la̧czymy punkt C z punktem B używaja̧c
linijki. Rysujemy rȯwnoleg le do odcinka BC przechodza̧ce przez punkty D i
E. W ten sposȯb dostajemy podzia l odcinka AB punktem F w stsunku 2 : 3,
Zatem, z twierdzenia Talesa mamy proporcje

|AF |
|AB| =

2

3

���������������

r
r

r

b
A BF B

C

D

E

Zadanie 1.14 Oblicz wysokoṡċ drzewa z odleg loṡci 150m, wiedza̧c, że wysokoṡċ
listwy geodezyjnej rȯwna jest 2m i jej odleg loṡċ od punktu pomiaru 10m.

Zadanie 1.15 Podzieliċ odcinek AB w stosunku 1 : 3

A B

1.2.5 Twierdzenie Pitagorasa

Figury p laskie, twierdzenie Pitagorasa, wieloka̧ty foremne, okra̧g: ka̧t ṡrodkowy
i ka̧t wpisany w okra̧g, miara  lukowa k a̧tȯw, konsrukcje figur p laskich, fig-
ury przestrzenne granastos lupy proste, walce, stożki, ostros lupy, sfery i kule,
obliczanie objȩtoṡci i pola powierzchni.
Zwia̧zki miarowe w trȯjka̧cie prostoka̧tnym wynikaja̧ ztwierdzenia Pitagorasa.

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
C

A B

cb

a

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC
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Twierdzenie 1.1 W trȯka̧cie prostoka̧tnym suma kwadratȯw przyprostoka̧tnych
rȯwna jest kwadratowi przeciwprostoka̧tnej

a2 + b2 = c2

Tutaj przez a i b oznaczone sa̧ przyprostoka̧tne, litera̧ c oznaczona jest przeci-
wprostoka̧tna, (zobacz rysunek)

Przyk lad 1.9 Oblicz bok x trȯjka̧ta prostoka̧tnego

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
C

A B

x4

3

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Przyk lad 1.10 Oblicz bok y trȯjka̧ta prostoka̧tnego

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
C

A B

610

y

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Przyk lad 1.11 Oblicz przeciwprostoka̧tna̧ trȯjka̧ta prostoka̧tnego, wiedza̧c, że
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przyprostoka̧tne a = 9, b = 12

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
C

A B

cb

a

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

Przyk lad 1.12 Oblicz wszystkie boki trȯjka̧ta prostoka̧tnego, wiedza̧c, że przypros-
toka̧tna a = 12cm, przyprostoka̧tna b jest o 4cm d luższa od przyprostoka̧tnej
a, natomiast przeciwprostoka̧tna c jest d lużesza o 8cm od przyprostoka̧tnej a.

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
C

A B

cb

a

Trȯjka̧t prostoka̧tny ∆ABC

1.2.6 Miara  lukowa ka̧ta

Miarȩ  lukowa̧ ka̧ta α okreṡlamy jako stosunek d lugoṡci  luku l opartego na ka̧cie
α do promienia R

α =
l

R

Ka̧t pe lny, ktȯry w mierze ka̧towej ma 3600 oparty jest na  luku l = 2π ∗ R

rȯwnym obwodowi okrȩgu. Zatem miara  lukowa ka̧ta pe lnego rȯwna jest

α =
2π ∗ R

R
= 2π

Podobnie ka̧t pȯ lpe lny, ktȯry w mierze ka̧towej ma 1800 oparty jest na  luku
l = π ∗ R rȯwnym po lowie obwodu okrȩgu. To znaczy, że miara  lukowa ka̧ta
pȯ lpe lnego rȯwna jest

α =
π ∗ R

R
= π

Rȯwnież ka̧t prosty, ktȯry w mierze ka̧towej ma 900 oparty jest na  luku

l =
2π ∗ R

4
=

π ∗ R

2
rȯwnym czwartej czȩṡci obwodu okrȩgu. To znaczy, że
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miara  lukowa ka̧ta prostego rȯwna jest

α =
π ∗ R

2R
=

π

2

W istocie, miara  lukowa ka̧ta nie zależy od d lugoẇci promienia R. Dlatego
możemy przyja̧ċ R = 1
Jednostdnostka̧ miary  lukowej ka̧ta jest 1 radian. Ka̧t pe lny ma 2∗π radianȯw,
ktȯremu w mierze ka̧towej odpowiada 3600. Zatem, jeden stopnieṅ

10 =
2 ∗ π

360
=

π

180
radianow

natomiast

1 radian =
180

π

Przyk lad 1.13 Oblicz miarȩ  lukowa̧ ka̧ta 300.
Rozwia̧zanie. Korzytamy z proporcji, ka̧towi 1800 odpowiada miara  lukowa
tego ka̧ta π radianȯw. Zatema ka̧towi 300 odpowiada miara  lukowa x radianȯw.
Ta̧ proporcjȩ zapisujemy r.ownaniem

π

180
=

x

30

Ska̧d obliczamy miarȩ  lukowa̧ ka̧ 300

x =
30 ∗ π

180
=

π

6

Zadanie 1.16 Oblicz miarȩ  lukwa̧ ka̧tȯw

(i) 450, (ii) 600
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1.2.7 Ka̧t ṡrodkowy i ka̧t wpisany w okra̧g

Ka̧tem ṡrodkowym nazywamy ka̧t pomiȩdzy promieniami okrȩgu o wierzcho lku
w ṡrodku okrȩgu. Ka̧tem wpisanym nazywamy ka̧t, ktȯrego trzy wierzcho lki
leża̧ na okrȩgu.
Zwia̧zek pomiȩdzy ka̧tem ṡrodkowym i ka̧tem wpisanym w okra̧g

Twierdzenie 1.2 Ka̧t ṡrodkowy oparty na tym samym  luku co ka̧t wpisany w
okra̧g jest dwa razy wiekszy od ka̧ta wpisanego

Dowȯd.
Zauważamy, że trȯjka̧ty rȯwnoramienne ∆ABO, ∆ACO o ramionach rȯwnych
promieniowi okrȩgu R maja̧ ka̧ty przy podstawach AB i AC rȯwne β i γ,
zaznaczone na rysunku.
Natstȩpnie zauważamy, że

α = β + γ

2β + δ2 = π

2γ + δ3 = π

2β + 2γ + δ2 + δ3 = 2π, δ2 + δ3 = 2π − 2β − 2γ

δ1 + δ2 + δ3 = 2π,

δ1 = 2π − (δ2 + δ3) = 2π − 2π + 2(β + γ) = 2(β + γ) = 2α

Ska̧d, otrzymamy,że ka̧t ṡrodkowy δ1 = 2α jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta
wpisanego α.
Wniosek: Ka̧t wpisany oparty na ṡrednicy okrȩgu jest prosty, ma 0, w mierze
 lukowej ma π radianȯw.

1.2.8 Zwia̧zki miarowe w trȯjka̧cie prostoka̧tnym

Rozpatrzmy trȯjka̧t prostoka̧tny oparty na ṡrednicy AB okrȩgu
Z twiedzenia Pitagorasa wynika zwia̧zek pomiȩdzy bokami trȯjka̧tata pros-
toka̧tnego

|AC|2 + |BC|2 = |AB|2

Zwia̧zek ten implikuje inne miary w trȯka̧tach prostoka̧tnych, rȯwnoramiennycj
i rȯwnobocznych.
Zauważmy, że trȯjka̧ty

∆ ABC, ∆ ADC, ∆ DBC
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sa̧ podobne. Zatem na przeciw rȯwnych ka̧tȯw maja̧ proporcjonalne boki.
Zproporcji

h

|AD| =
|DB|

h
lub h2 = |AD| ∗ |DB|

wynika, że wysokoṡċ h rȯwna jest ṡredniej geometrycznej rzutȯw przypros-
toka̧tnych na przeciwprostka̧tna̧. To znaczy

h =
√

|AD| ∗ |DB|

1.2.9 Trȯjka̧cie rȯwnoboczny

Trȯjka̧t rȯwnoboczny ma wszystkie boki rȯwne i wszystkie ka̧ty rȯwne α = 600,

w mierze  lukowej α =
π

3
jak na rysunku

�
�
�
�
�
�
�
��

T
T

T
T

T
T

T
TT

b
b

b
b

b
b

bb h O

C

A D
α = 600 α = 600

α = 600

aa

a

2

B

Trȯjka̧t rȯwnoboczny ∆ABC

Wysokoṡċ h trȯjka̧ta ∆ ABC jest dwusiecznna̧ ka̧ta α i dzieli podstawȩ a na
po lowȩ w punkcie D. Podobnie wysokoṡci trȯjka̧ta rȯwnobocznego spuszcone
na pozosta le boki dziela̧ podstawȩ na po lowy i przecinaja̧ siȩ w jednym punkcie
O. Punkt przeciȩcia wysokoṡci O dzieli te wysokoṡci w stusunku 1 : 3. To
znaczy zachodzi nastȩpuja̧ca proporcja

|DO|
|DC| =

1

3
, |DC| = h

Sta̧d mamy

|DO| =
1

3
h, i |OC| =

2

3
h

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysokoṡċ h trȯjka̧ts ∆ ABC

h2 = a2 − (
a

2
)2 =

3

4
a2,

Wysokoṡċ trȯjka̧ta rȯwnobocznego

h =
a
√

3

2
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Obliczamy pole trȯjka̧ta rȯwnobocznego

P = h ∗ a

2
=

a
√

3

2
∗ a

2
=

a2
√

3

4

P =
a2
√

3

4

Pole trȯjka̧ta rȯwnobocznego o boku a

P =
a2
√

3

4

1.3 Wieloṡciany

Wṡrȯd wieloṡcianȯw wyrȯżniamy bry ly platoṅskie, ktȯrych wszystkie ṡciany
sa̧ figurami foremnymi, to znaczy maja̧ wszystkie boki i wszystkie ka̧ty rȯwne.
Od czasu Euklidesa wiadomo, że figur platoṅskich w przestrzeni jest dok ladnie
piȩċ.

• czworoṡcian foremny, ktȯrego cztery ṡcieny sa̧ trȯjka̧tami rȯwnobocznymi

• szeṡcian foremny, ktȯrego wszystkie szeṡċ ṡcian sa̧ kwadratami

• oṡmioṡcian foremny, ktȯrego wszystkie osiem ṡcian sa̧ trȯjka̧tami rȯwnobocznymi

• dwunastṡcian foremny, ktȯrego wszystkie dwanaṡcie ṡcian sa̧ piȩcioka̧tami
foremnymi

• dwudziestoṡcian foremny, ktȯrego wszystkie dwadzieṡcia ṡcian sa̧ trȯjka̧tami
rȯwnobocznymi

Czworoṡcian foremny ma pole powierzchni ca lkowitej rȯwna̧ sumie powierzchni
czterech trȯjka̧tȯw rȯwnobocznych o boku a

Pc = 4 ∗ a2
√

3

4
= a2

√
3

�
�

�
�

�
�

��

��������

@
@

@
@

@
@

@@

PPPPPPP

E
EE hhhhhhhhhh

a

H a

A B

C

O

Fig. 6.2. Czworościan Foremny Pc = a2
√

3, V =
a3

12

√
2
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Objȩtoṡċ czworoṡcianu foremnego, jak każdego ostros lupa, rȯwna jest iloczynowi
wysokoṡci H czworoṡcianu razy pole podatstawy. Pole podstawy to jest pole
trȯjka̧ta rȯwnobocznego

Pt =
a2
√

3

4
Zatem ojȩtoṡċ czworoṡcianu foremnego

V =
1

3
H ∗ a2

√
3

4

Teraz zajmijmy siȩ obliczeniem wysokoṡci H. Otȯż, wysokoṡċ H obliczymy z
trȯjka̧ta prostoka̧tnego ∆ OBC . Mianowicie, z twierdzenia Pitagorasa mamy

|OC|2 = |BC|2 − |OB|2, |OC| = H, |BC| = a |OB| =
2

3

a
√

3

2
=

a
√

3

3

Ska̧d obliczamy

H2 = a2 − (
a
√

3

3
)2 =

2a2

3
, H = a

√

2

3

Zatem, objȩtoṡ.̇c czworoṡcianu foremnego

V =
1

3
a

√

2

3
∗ a2

√
3

4
=

a3

12

√
2

Szeṡcian foremny

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��

�����������������������

�����������������������

a

a
√

2

Powierzchnia Pc = 6a2

Ojetošč V = a3

Przeka̧tna podstawy = a
√

2
Przeka̧tna szešcianu = a

√
3

Fig. 6.1 Szešcian Foremny

1.3.1 Ostros lup Prawid lowy o Podstawie Kwadratu

Oznaczenia:
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• a bok kwadratu w podstawie ostros lupa

• H wysokość ostros lupa

• h wysokość ściany bocznej ostros lupa

• l krawȩdź boczna ostros lupa

• Pa pole podstawy ostros lupa

• P0 pole ściany bocznej ostros lupa

• Pc pole powierzcni ca lkowitej ostros lupa

• V objȩtość ostros lupa

Jasne, że pole podstawy ostros lupa foremnego równa siȩ polu kwadratu Pa =
a2 o boku a. Pole pobocznicy ostros lupa foremnego Pl równe jest polu czterech
trójka̧tów równoramiennych o podstawie a i wysokości h. Natomiast, pole
ściany bocznej ostros lupa P0 równe jest polu trójka̧ta równoramiennego o
podstwie a i wysokości h.

P0 =
1

2
a ∗ h.

Wysokść ściany bocznej wyrażamy w zależności od boku a i krawȩdzi l. Mi-
anowicie, z twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysokość

h2 = l2 − (
a

2
)2, h =

√

l2 − a2

4
, h =

1

2

√
4l2 − a2.

Wtedy pole ściany bocznej

P0 =
1

4
a ∗

√
4l2 − a2.

Pole ca lkowitej powierzchni ostros lupa równe jest polu czterech trójka̧tów w
podstawie o boku a plus pola cztery trójka̧tów równoramiennych o podstawie
a i ramionach l.
Pole powierzchni ca lkowitej ostros lupa foremnego

Pc = a2 + 4P0, Pc = a2 + a
√

4l2 − a2

i objȩtość ostros lupa foremnego

V =
1

3
a2 ∗ H
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Fig. 6.3. Ostros lup Foremny o Podstawie Kwadratu Pc = a2 + a
√

4l2 − a2, V =
1

3
a2 ∗ H

1.3.2 Ostros lup Foremny o Podstawie Sześcioka̧ Foremngo

Oznaczenia:

• a bok sześcioka̧ta w podstawie ostros lupa

• H wysokość ostros lupa

• h wysokość ściany bocznej ostros lupa

• l krawȩdź boczna ostros lupa

• Pa pole podstawy ostros lupa

• P0 pole ściany bocznej ostros lupa

• Pc pole powierzcni ca lkowitej ostros lupa

• V objȩtość ostros lupa

Jasne, że pole podstawy ostros lupa foremnego równa siȩ polu Pa sześcioka̧ta
foremnego o boku a

Pa = 6
a2
√

3

4
=

3a2
√

3

2

Pole pobocznicy ostros lupa foremnego Pl równe jest polu sześciu trójka̧tów
równoramiennych o podstawie a i wysokości h. Pole ściany bocznej ostros lupa
P0 równe jest polu trójka̧ta równoramiennego o podstwie a i wysokości h.

P0 =
1

2
a ∗ h.
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Wysokść ściany bocznej wyrażamy w zależności od boku a i krawȩdzi l. Mi-
anowicie, z twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysokość

h2 = l2 − (
a

2
)2, h =

√

l2 − a2

4
, h =

1

2

√
4l2 − a2.

Wtedy pole ściany bocznej

P0 =
1

4
a ∗

√
4l2 − a2.

Pole ca lkowitej powierzchni ostros lupa równe jest polu sześcioka̧ta foremnego
w podstawie o boku a plus pola szeṡciu trójka̧tów równoramiennych o pod-
stawie a i ramionach l.
Pole powierzchni ca lkowitej ostros lupa foremnego

Pc = Pa + 6P0, Pc =
3a2

√
3

2
+

6

4
a
√

4l2 − a2 Pc =
3

2
[a2

√
3 + a

√

4l2 − a2].

i objȩtość ostros lupa foremnego

V =
1

3

3a2
√

3

2
∗ H =

a2
√

3

2
∗ H
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Fig. 6.4. Ostros lup Pc =
3

2
[a2

√
3 + a

√
4l2 − a2], V =

1

2
a2
√

3 ∗ H


