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ul. BAŻANCIA 16

-

6

�
�

�
�

�	

r

rr

r

rr

r r

�
�

�
�

�
�

0

y

x

z
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Chapter 1

Stereometria

Stereometria to geometria figur w przestrzeni.W tym rozdziale

zajmiemy sȩ nastȩpuja̧cymi figurami:

1. Punkty i wektory w przestrzeni.

2. Parametryczne równanie prostej

3. Proste i p laszczyzny w przestrzeni.

4. Graniastos lupy i Ostros lópy, objȩtość i pole powierzchni.

5. Bry ly obrotow: Walec, Kula, Stożek, objȩtość i pole powierzchni.

Wśród bry l w przestrzeni, wyróżniamy bry ly foremne i bry ly

platońskie. Bry ly formne maja̧ wszystkie ściany przystaja̧ce. Bry ly
platońskie, do których należa̧ czworościan, sześcian, ośmiościan,

dwunastościan i dwudziestościan, uważane by ly w czasach starożytnych

w Akademi Platona (427-347, B.C.) za figury idealne.

1.1 Punkty i Wektory w Przestrzeni

Punkt a = (a1, a2, a3) w uk ladzie wspó lrzȩdnych kartezjańskich

x, y, z ma wspó lrzȩdna̧ x = a1, y = a2, z = a3.

Na punktach a = (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3) wykonujemy nastȩpuja̧ce

operacje:

• Dodawanie punktów

a + b = (a1, a2, , a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).
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Zatem suma punktów a + b = c jest równa punktowi c =

(c1, c2, c3) o wspó lrzcednych c1 = a1 + b1, c2 = a2 + b2, c3 =

a3 + b3

• Odejmowanie punktów

a − b = (a1, a2, , a3) − (b1, b2, b3) = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3).

Zatem różnica punktów a − b = c jest równa punktowi c =

(c1, c2, c3) o wsp ló lrzcednych c1 = a1 − b1, c2 = a2 − b2, c3 =

a3 − b3

• Mnożenie punktu przez liczbȩ

t ∗ a = t ∗ (a1, a2, , a3) = (t ∗ a1, t ∗ a2, t ∗ a3).

Zatem iloczyn punktu przez liczbȩ jest równy punktowi c =

(c1, c2, c3) o wspó lrzcednych c1 = t∗a1, c2 = t∗a2, c3 = t∗a3.

Przyk lad 1.1 Niech dane bȩda̧ punkty a = (2,−3, 4) i b = (2,−1, 3).

Oblicz

(i) a + b, (ii) a − b, (iii) 2 ∗ a + 3 ∗ b.

Rozwia̧zanie. Obliczamy

(i) a + b = (2,−3, 4) + (2,−1, 3) = (2 + 2,−3 − 1, 4 + 3) = (4,−4, 7),

a + b = c, c = (4,−4, 7)

(ii) a − b = (2,−3, 4) − (2,−1, 3) = (2 − 2,−3 − (−1), 4 − 3) = (0,−2, 1),

a − b = c, c = (0,−2, 1)

(iii) 2 ∗ a + 3 ∗ b = 2 ∗ (2,−3, 4) + 3 ∗ (2,−1, 3)

= (2 ∗ 2 + 3 ∗ 2, 2 ∗ (−3) + 3 ∗ (−1), 2 ∗ 4 + 3 ∗ 3)

= (10,−9, 17),

Odpowiedź: 2 ∗ a + 3 ∗ b = c, c = (10,−9, 17).

Zadanie 1.1 Niech dane bȩda̧ punkty a = (3, 2,−1) i b = (1,−1, 2).

Oblicz

(i) a + b, (ii) a − b, (iii) 3 ∗ a + 5 ∗ b.



1.1.1 Wektory w Przestrzeni

Niech dane bȩda̧ punkty a = (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3).
Wektor −→a o pacza̧tku w punkcie a i końcu w punkcie b określamy

jako różnica punktów

−→a = b − a = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3).

Na przyk lad wektor o pocza̧tku w punkcie a = (0, 1, 0) i końcu w

punkcie b = (2, 0, 3) ma wspó lrzȩdne

−→a = b − a = (2, 0, 3) − (0, 1, 0) = (2,−1, 3)

1.1.2 Parametryczne równanie prostej w przestrzeni

Proste operacje na punktach i wektorach w przestrzeni prowadza̧
do parametrycznego określenia równania prostej.

Mianowicie, rozpatrzmy dwa punkty

a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), i wektor −→a = b − a.

Wtedy  latwo piszemy równanie parametryczne prostej L

L(t) = a + tb, −∞ < t < ∞.

Zauważmy, że jeżeli parametr t zmienia siȩ od minus nieskończoności

−∞ do nieskończoności ∞, to punkt L(t) poruszasza siȩ wzd luż
prostej L.

Parametryczne równanie prostej, wyrażamy również w terminach

danych punktów a i b. Ponieważ wektor −→a = b − a, to równanie

parametryczne prostej przechodza̧cej przez punkty a i b ma nastȩpuja̧ca̧
postać:

L(t) = a+(b−a)t lub L(t) = a+~at, lub L(t) = a(1−t)a+b t, −∞ < t < ∞.

Przyk lad 1.2 Napisz parametryczne równanie prostej

(i) o pocza̧dku w punkcie a = (1, 2,−1) i kierunku wektora −→a =

(2,−1, 4)

(ii) przechodza̧cej przez punkty a = (1,−1, 2) i b = (2, 1, 2)



Rozwia̧zanie.

(i) Podstawiamy dane:

1. punkt a = (1,−1, 2) i wektor −→a = (2,−1, 4) do ogólnego

równania

L(t) = a+t∗−→a = (1,−1, 2)+t∗(2,−1, 4) = (1+2t,−1−t, 2+4t).

Odpowiedź: L(t) = (1 + 2t,−1 − t, 2 + 4t), −∞ < t < ∞.

(ii) Podstawiamy dane: punkt a = (1,−1, 2) i punkt b = (2, 1, 2)

do ogólnego równania

L(t) = (1 − t)a + t ∗ b = (1 − t)(1,−1, 2) + t ∗ (2,−1, 4)

= ((1 − t) + 2t, (1 − t) − t, 2(1 − t) + 4t)

= (1 + t, 1 − 2t, 2 + 2t)

Odpowiedź: L(t) = (1 + t, 1 − 2t, 2 + 2t), −∞ < t < ∞.

Zadanie 1.2 Napisz parametryczne równanie prostej

(i) o pocza̧dku w punkcie a = (0, 1,−1) i kierunku wektora −→a =

(2, 1, 3)

(ii) przechodza̧cej przez punkty a = (3, 1, 2) i b = (0, 2, 2)

1.2 P laszczyzna w Przezstrzeni

Równanie p laszczyzny w uk ladzie wspó lrzȩdnych x, y, z jest określone

nastȩpuja̧a̧ zależnościa̧ liniowa̧ tych zmiennych

Ax + By + Cz + D = 0,

gdzie wspó lczynniki A,B,C,D określaja̧ po lożenie prostej w uk ladzie

wspó lrzȩdnych x, y, z. Zak ladamy, że nie wszystkie wsp ló lczynniki
A,B,C znikaja̧ jednocześnie, to znaczy A2 + B2 + C2 > 0.

Przyk lad 1.3 Wspó lczynniki p laszczyzny

x + y + z = 0

sa̧ A = 1, B = 1, C = 1, D = 0.



Zauważmy, że ta p laszczyzna przechodzi przez pocza̧tek uk ladu

wspó lrzȩdnych (0, 0, 0), gdyż ten punkt spe lnia jej równanie 0 +

0 + 0 = 0. Ta p laszczyzna przecina p laszczyznȩ rozpiȩta̧ na
wspó lrzȩnych x, y, gdy z = 0, wzd luż prostej o równaniu

x + y = 0, lub y = −x, gdy z = 0.

Przyk lad 1.4 Napisz równanie p laszczyzny o wspó lczynnikach

A = 2, B = 3, C = −1, D = 0. Podaj rẃnanie prostej powsta lej

z przeciecia tej p laszczyzny z p laszczyzna̧ uk ladu wspó lrzȩdnych
z = 0

o

Rozwia̧zanie. Równanie p laszczyzny

2x + 3y − z = 0.

Równanie prostej w p laszczyźnie x, y, gdy z = 0

2x + 3y, lub y = −2

3
x, z = 0.

Zadanie 1.3 Napisz równanie p laszczyzny o wspó lczynnikach

A = 1, B = −2, C = 1, D = 3.

Podaj rẃnanie prostej powsta lej w przecieciu tej p laszczyzny z

p laszczyzna̧ uk ladu wspó lrzȩdnych

(i) gdy z = 0,

(ii) gdy y = 0,

(ii) gdy x = 0.

1.3 Równanie Prostej w Przestrzeni

Dwie p laszczyzny nie równoleg le zawsze przcienaja̧ siȩ wd luż prostej.

Dlatego równie prostej w przestrzeni wyznaczaja̧ dwie p laszczyzny.

To znaczy punkty leża̧ na prostej w przestrzeni, jeżeli leża̧ na



dwóch p laszczyznach. Zatem, równanie prostej w przestrzeni

wyznacza uk lad równań

A1x + B1y + C1z + D1 = 0,

A2x + B2y + C2z + D2 = 0.

którego wspó lczynniki A1, B1, C1 nie sa̧ proporcjonalne do wspó lczynników

A2, B2, C2. Warunek ten oznacza, że proste o tych równaniach
nie sa̧ równoleg le.  Latwo sprawdzamy warunek równoleg lości

p laszczyzn, mianowicie sprawdzamy, że

(A1, B1, C1) 6= k(A2, B2, C2) = (k ∗ A2, k ∗ B2, k ∗ C2)

dla każdego k.

Przyk lad 1.5 Znajdź zbiór punktów o wspó lrzȩdnych (x, y, z),
które leża̧ na prostej wyznaczonej przez nastȩpuja̧ce dwa równania

p laszczyzn
x + 2y − z = 0,

2x − y + z = 0.

Rozwia̧zanie. Najpierw, sprawdzamy, że te p laszczzny nie sa̧
równoleg le. To znaczy wpó lczynniki (A1, B1, C1) = (1, 2,−1) nie

sa̧ proporcjonalne do wspó lczynników (A2, B2, C2) = (2,−1, 1).

Piszemy proporcje

(A1, B1, C1) = (1, 2,−1) = (2k,−k, k) = (kA2, kB2, kC2)

Porównuja̧c wspó lrzȩdne, otrzymamy uk lad równań na parametr
k

2k = 1, k = −2, k = −1,

który jest sprzeczny. Zatem, te p laszczyzny nie sa̧ równoleg le.

Teraz określamy zbiór punktów x, y, z, które należa̧ do obu p laszczyzn.
Mianowicie, z pierwszogo równanie obliczmy

y =
1

2
(−x + z).



Z drugiego równania obliczamy

y = 2x + z

Porównuja̧c stronami, otrzymamy nastȩpuja̧cy zwia̧zek pomiȩdzy

x i z:

1

2
(−x + z) = 2x + z, lub − x + z = 4x + 2z, lub z = −5x.

Teraz, wyrażamy zmienna̧ y = 2x + z = 2x − 5x = −3x w

zależności od zmiennej x.
Odpowiedź: Punkty o wsp lrzȩdnych (x,−3x,−5x), −∞ < x < ∞,

leża̧ na przeciȩciu dwóch danych p laszczyzn i okreśja̧ prosta̧ w

przestrzeni. Rozwia̧zanie w którym wspó lrzȩdne punktu na prostej
dane sa̧ w zależności od prametru x ∈ (−∞,∞) nazywamy równaniem

parametrycznym prostej. Dalej parametr bȩdziemy oznaczali litera̧

t.

Zadanie 1.4 Znajdź zbiór punktów o wspó lrzȩdnych (x, y, z), które

leża̧ na prostej wyznaczonej przez nastȩpuja̧ce dwa równania p laszczyzn

2x + y − z = 0,

x − 2y + z = 0.

1.4 Graniastos lupy

Graniastos lup to wielościan, którego dwie ściany, zwane pod-

stawami, sa̧ przystaj̧cymi wieloka̧tami leża̧cymi w p laszczyznach
równoleg lych, a pozosta le ściany sa̧ równoleg lobokami. Wśród

graniastos lupów, wyróżniami postopad lościany proste i prostopad lościany

pochy le.



1.4.1 Sześcian Foremny

Sześcian foremny jest prostopad lościanem, który ma wszystkie
sześć ścian kwadratami o boku a.
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a
√

2

Powierzchnia Pc = 6a2

Ojetošč V = a3

Przeka̧tna podstawy = a
√

2
Przeka̧tna szešcianu = a

√
3

Szešcian Foremny

W sposób oczywisty znajdujemy, że

Pole powierzchni calkowitej Pc = 6a2.

Objetosc Vc = a3.

Przekatna podstawy dp = a
√

2.

Przekatna szescianu d = a
√

3.

Przyk lad 1.6 Dla sześcianu o boku a = 4, oblicz

(i) pole ca lkowitej powierzchni sześcianu,

(ii) objȩtość sześcianu.

(iii) przeka̧tna̧ podstawy sześcianu.



(iv) przeka̧tna sześcianu.

Rozwia̧zanie. Podstawiaja̧c do wzorów, obliczamy

(i) pole ca lkowitej powierzchni sześcianu Pc = 6a2 = 6 ∗ 42 = 96,

(ii) objȩtość sześcianu Vc = a3 = 43 = 64.

(iii) przeka̧tna̧ podstawy sześcianu dp = a
√

2 = 4
√

2.

(iv) przeka̧tna sześcianu d = a
√

3 = 4
√

3.

Zadanie 1.5 Dla sześcianu o boku a = 5, oblicz

(i) pole ca lkowitej powierzchni sześcianu,

(ii) objȩtość sześcianu.

(iii) przeka̧tna̧ podstawy sześcianu.

(iv) przeka̧tna sześcianu.

1.4.2 Prostopad lościan o Podstawie Prostoka̧tnej

Prostopad lościan o podstawie prostoka̧ta o wymiarach podstawy

a, b i wysokości h ma pole powierzchni ca lkowitej sk ladaja̧ce siȩ
z dwóch podstaw i czterech ścian bocznych.

Pc = 2a ∗ b + 2a ∗ h + 2b ∗ h.

Objȩtość prostopad lościanu obliczamy z prostego wzoru

V = a ∗ b ∗ h

Przyk lad 1.7 Dla prostopad lościanu o podstawie prostoka̧ta o

wymiarach

a = 4, b = 5 i wysokości h = 6, oblicz

(i) pole ca lkowitej powierzchni prostopad lościanu,

(ii) objȩtość prostopad lościanu.

Rozwia̧zanie. Podstawiaja̧c do wzorów, obliczamy



(i) pole ca lkowitej powierzchni prostopad lościanu

Pc = 2a∗b+2a∗h+2b∗h = 2∗4∗5+2∗4∗6+2∗5∗6 = 148.

(ii) objȩtość prostopad lościanu V = a ∗ b ∗ h = 4 ∗ 5 ∗ 6 = 120.

Zadanie 1.6 Dla prostopad lościanu o podstawie prostoka̧ta o wymi-

arach
a = 2, b = 3 i wysokości h = 5, oblicz

(i) pole ca lkowitej powierzchni prostopad lościanu,

(ii) objȩtość prostopad lościanu.

1.4.3 Graniastos lup o Podstawie Trójka̧ta Równobocznego

Prostopad lościan o podstawie trójka̧ta równobocznego o boku a

ma ściany prostoka̧tne o wymiarach a×h, gdzie h jest wysokościa̧

tego prostopad lościanu.

(i) pole ca lkowitej powierzchni prostopad lościanu Pc = 2 ∗ a2
√

3

4

(ii) objȩtość prostopad lościanu Vc = h ∗ a2
√

3

4
.

Przyk lad 1.8 Dla prostopad lościanu o boku podstawy trójka̧ta
równobocznego a = 2, i wysokości h = 4, oblicz

(i) pole ca lkowitej powierzchni,

(ii) objȩtość sześcianu.

Rozwia̧zanie. Podstawiaja̧c do wzorów na ca lkowita̧ powierzchie

i objȩtość oblicamy

(i) pole ca lkowitej powierzchni Pc = 2
a2
√

3

4
= 2

22
√

3

4
= 2

√
3.

(ii) objȩtość sześcianu Vc = h ∗ a2
√

3

4
= 4 ∗ 22

√
3

4
= 4

√
3.

Zadanie 1.7 Dla prostopad lościanu o boku podstawy trójka̧ta równobocznego

a = 3, i wysokości h = 2, oblicz



(i) pole ca lkowitej powierzchni,

(ii) objȩtość sześcianu.

1.4.4 Graniastos lup o Podstawie Sześcioka̧ta Foremnego

Powierzchnia ca lkowita i objȩtość graniastos lupa o podstawie sześcioka̧ta

foremnego sk lada siȩ z dwóch podstaw i sześciu ścian.  Latwo

obliczamy pole ca lkowitej powierzchni i ojȩtość graniastos lupa o
podstawie sześcioka̧ta formnego znaja̧c bok podstawy a i wysokość

h. Mianowicie, mamy nastȩpuja̧ce wzory:

Pole podstawy sk lada siȩ z pól 6-ciu trójka̧tów róocznych

Pt = 6 ∗ a2
√

3

4
.

Pole ca lkowite prostopad lościanu o podstawie sześcioka̧ta forem-

nego

Pc = 2Pt + 6 ∗ a ∗ h = 12
a2
√

3

4
+ 6a ∗ h, Pc = 3a2

√
3 + 6a ∗ h.

Objȩtość prostopad lościanu o pdstawie sześcioka̧ta foremnego

V == 3a2
√

3 ∗ h.

Przyk lad 1.9 Dla prostopad lościanu o podstawie sześcioka̧ta forem-
nego o boku a = 2 wysokości h = 4, oblicz

(i) pole ca lkowitej powierzchni,

(ii) objȩtość.

Rozwia̧zanie. Podstawiaja̧c do wzorów na ca lkowita̧ powierzchie
i objȩtość, oblicamy

(i) pole ca lkowitej powierzchni Pc = 3a2
√

3 + 6a ∗ h = 3 ∗ 22
√

3 + 6 ∗ 2 ∗ 4 = 12
√

3 +

(ii) objȩtość sześcianu V = Pc ∗ h = 3a2
√

3 ∗ h = 3 ∗ 22
√

3 ∗ 4 = 48
√

3.

Zadanie 1.8 Dla prostopad lościanu o podstawie sześcioka̧ta forem-

nego o boku a = 4 wysokości h = 5, oblicz



(i) pole ca lkowitej powierzchni,

(ii) objȩtość.

1.5 Ostros lupy

Ostros lupem nazywamy wielościan, którego podstawa̧ jest dowolny

wieloka̧t a ściany boczne sa̧ trójka̧mi o wspólnym wierzcho lku.
Wśród ostros lupów wyróżniamy ostros lupy foremne, których pod-

stawa̧ jest wieloka̧d foremny i spodek wysokości leży w środku

okrȩgu opisanego na podstawie ostros lupa.

1.5.1 Czworościan Foremny

Czworościan foremny ma wszystkie cztery ściany, które sa̧ trójka̧tami

równobocznymi. Zatem, ka̧ty ścian maja̧ 60o lub w mierze  lukowej
π

3
radianów. Pole powierzchni każdej ze ścian

a2
√

3

4
, gdzie a oz-

nacza d lugość każdej z krawȩdzi czworościanu.
Pole powierzchni ca lkowitej czwrościanu foremnego równa siȩ czterem

razy pole powierzchni jednej ze ścian.

Pc = a2
√

3.

Krawȩdź l czworościanu obliczamy z twierdzenia Pitagorasa. Mi-

anowicie, wiemy, że wysokość ściany bocznej h =
a
√

3

2
. Jej spodek

leżey w po lowie krawȩdzi podstawy
a

2
. Zatem obliczamy

l2 = h2 + (
a

2
)2 = (

a
√

3

2
)2 +

a2

4

Objȩtość czworościanu formnego równa jest jednej trzeciej pola

podstawy razy wysokość H

V =
1

3

a2
√

3

4
∗ H

Wysokość H obliczamy w zależności od danej krawȩdzi a. Mi-

anowicie, spodek wysokości h ściany bocznej leży na przeciȩciu



wysokości podstawy w punkcie odleg lym od wierzcho lka trójka̧ta

o
2

3
h =

2

3
∗ a

√
3

2
. Krawȩdź czworościanu l = a. Z twierdzenia

Pitagorasa, obliczamy wysokość czworościanu

H2 = a2 − (
2

3
h)2 = a2 − (

2

3
∗ a

√
3

2
)2 =

2

3
a2, H = a

√

√

√

√

2

3
.

Zatem ojȩtość czworościanu

V =
1

3

a2
√

3

4
∗ H =

1

3

a2
√

3

4
∗ a

√

√

√

√

2

3
=

a3
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Czworościan Foremny Pc = a2
√

3, V =
a3
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√
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1.5.2 Ostros lup Prawid lowy o Podstawie Kwadratu

Oznaczenia:

• a bok kwadratu w podstawie ostros lupa

• H wysokość ostros lupa

• h wysokość ściany bocznej ostros lupa

• l krawȩdź boczna ostros lupa

• Pa pole podstawy ostros lupa

• P0 pole ściany bocznej ostros lupa

• Pc pole powierzcni ca lkowitej ostros lupa



• V objȩtość ostros lupa

Jasne, że pole podstawy ostros lupa foremnego równa siȩ polu

kwadratu Pa = a2 o boku a. Pole pobocznicy ostros lupa forem-

nego Pl równe jest polu czterech trójka̧tów równoramiennych o
podstawie a i wysokości h. Natomiast, pole ściany bocznej os-

tros lupa P0 równe jest polu trójka̧ta równoramiennego o podstwie

a i wysokości h.

P0 =
1

2
a ∗ h.

Wysokść ściany bocznej wyrażamy w zależności od boku a i krawȩdzi

l. Mianowicie, z twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysokość

h2 = l2 − (
a

2
)2, h =

√

√

√

√l2 − a2

4
, h =

1

2

√
4l2 − a2.

Wtedy pole ściany bocznej

P0 =
1

4
a ∗

√
4l2 − a2.

Pole ca lkowitej powierzchni ostros lupa równe jest polu czterech

trójka̧tów w podstawie o boku a plus pola cztery trójka̧tów równoramiennych

o podstawie a i ramionach l.
Pole powierzchni ca lkowitej ostros lupa foremnego

Pc = a2 + 4P0, Pc = a2 + a
√

4l2 − a2

i objȩtość ostros lupa foremnego

V =
1

3
a2 ∗ H
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Ostros lup Foremny o Podstawie Kwadratu Pc = a2 + a
√

4l2 − a2, V =
1

3
a2 ∗ H



1.5.3 Ostros lup Foremny o Podstawie Sześcioka̧ Foremngo

Oznaczenia:

• a bok sześcioka̧ta w podstawie ostros lupa

• H wysokość ostros lupa

• h wysokość ściany bocznej ostros lupa

• l krawȩdź boczna ostros lupa

• Pa pole podstawy ostros lupa

• P0 pole ściany bocznej ostros lupa

• Pc pole powierzcni ca lkowitej ostros lupa

• V objȩtość ostros lupa

Jasne, że pole podstawy ostros lupa foremnego równa siȩ polu Pa

sześcioka̧ta foremnego o boku a

Pa = 6
a2
√

3

4
=

3a2
√

3

2

Pole pobocznicy ostros lupa foremnego Pl równe jest polu sześciu

trójka̧tów równoramiennych o podstawie a i wysokości h. Pole

ściany bocznej ostros lupa P0 równe jest polu trójka̧ta równoramiennego

o podstwie a i wysokości h.

P0 =
1

2
a ∗ h.

Wysokść ściany bocznej wyrażamy w zależności od boku a i krawȩdzi

l. Mianowicie, z twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysokość

h2 = l2 − (
a

2
)2, h =

√

√

√

√l2 − a2

4
, h =

1

2

√
4l2 − a2.

Wtedy pole ściany bocznej

P0 =
1

4
a ∗

√
4l2 − a2.



Pole ca lkowitej powierzchni ostros lupa równe jest polu sześcioka̧ta

foremnego w podstawie o boku a plus pola sze{sciu trójka̧tów

równoramiennych o podstawie a i ramionach l.
Pole powierzchni ca lkowitej ostros lupa foremnego

Pc = Pa+6P0, Pc =
3a2

√
3

2
+

6

4
a
√

4l2 − a2 Pc =
3

2
[a2

√
3+a

√

4l2 − a2].

i objȩtość ostros lupa foremnego

V =
1

3

3a2
√

3

2
∗ H =

a2
√

3

2
∗ H
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Ostros lup Pc =
3

2
[a2

√
3 + a

√
4l2 − a2], V =

1

2
a2
√

3 ∗ H

1.6 Bry ly Obrotowe

Wśród bry l obrotowych wyróżniamy walec, stożek i kulȩ.

1.6.1 Kula

Kula o promieniu R i jej powierzchnia



Powierzchnia kuli nazywa siȩ sfera. Objȩtoṡċ kuli i powierzchnia

sfery zależa̧ tylko od promieniaa R

Objetosc kuli =
4

3
π ∗ R3

Powierzchnia sfery = 4π ∗ R2

1.6.2 Walec

Walec powstaje z obrotu prostoka̧ta wokó l jednego z jego boków.

Prosty kszta lt walca prowadzi do oczywistych wzorów na jego
ca lkowita̧ powierzchnie i objȩtość.

Powierzchnia ca lkowita walca wyrażona jest przez promień R i

wysokość H.

Pc = 2πRH.

i objȩtość walca

V = πR2 H.

1.6.3 Stożek

Stożek powstaje z obrotu trójka̧ta prostoka̧tnego wokó l jednej z

jego przyprostoka̧tnych.

Oznaczenia:

• R promień podstawy stożka



• l tworza̧ca stożka

• H wysokść stożka

• Pl powierzchna boczna stożka

• Pc powierzchnia ca lkowita stożka

• V objȩtość stożka

Obliczamy

• powierzchnia podstawy P0 = πR2,

• powierzchna boczna stożka Pl = 2πR l

• powierzchnia ca lkowita stożka Pc = πR(R + H)

• objȩtość stożka
1

3
πR2H.


