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Chapter 1

Stereometria

Stereometria to geometria figur w przestrzeni. W tym rozdziale
zajmiemy se nastepujacymi figurami:

1. Punkty i wektory w przestrzeni.

2. Parametryczne réwnanie proste;

3. Proste i plaszczyzny w przestrzeni.

4. Graniastostupy i Ostrostépy, objetos¢ i pole powierzchni.

5. Bryly obrotow: Walec, Kula, Stozek, objetos¢ i pole powierzchni.

Wsérod bryl  w przestrzeni, wyrézniamy bryly foremne i brytly
platonskie. Bryly formne maja wszystkie Sciany przystajace. Bryty
platonskie, do ktorych naleza czworoscian, szescian, osmioScian,
dwunastoscian i dwudziestoscian, uwazane byly w czasach starozytnych
w Akademi Platona (427-347, B.C.) za figury idealne.

1.1 Punkty i Wektory w Przestrzeni

Punkt a = (a1, az,a3) w ukladzie wspélrzednych kartezjanskich
x,1y, z ma wspolrzedna x = a1, y = as, z = as.

Na punktach a = (ay, az,a3) ib = (b1, by, b3) wykonujemy nastepujace
operacje:

e Dodawanie punktow
a+b= (CLl, a2, , CL3) =+ (b17 ba, b3) = (CL1 + b1, a9 + by, ag + b3).
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Zatem suma punktéw a + b = ¢ jest rowna punktowi ¢ =
(c1,co,c3) 0 wspbhrzcednych ¢; = a1 + by, ¢ = as + by, 3 =
as + b3

e Odejmowanie punktow
a—b=(ay,as,,as) — (by,by, b3) = (a3 — by, as — by, az — bs).

Zatem roéznica punktéw a — b = ¢ jest réwna punktowi ¢ =
(¢1,¢o,c3) 0 wspltdtrzeednych ¢ = a3 — by, ¢o = as — by, 3 =
az — bs

e Mnozenie punktu przez liczbe
txa=1tx(ay,as,,a3) = (t*xay,t*ast*as).

Zatem iloczyn punktu przez liczbe jest rowny punktowi ¢ =
(€1, €9, ¢3) 0 wspdhrzecednych ¢ = txay, ¢y = txag, c3 = t*as.

Przyklad 1.1 Niech dane bedg punkty a = (2,-3,4) 1b = (2,—1,3).
Oblicz

(1) a+b, (i) a—10, (iii) 2%a+3x*b.
Rozwiazanie. Obliczamy
(1) a+b = (2,-3,4)+(2,—1,3) = (242, -3 — 1,4 +3) = (4, -4,7),
a+b = ¢, c=(4,-4,7)
(1) a—b = (2,-3,4) — (2,-1,3) = (2—2, -3 — (—1),4—3) = (0, -2, 1),
a—b = ¢ c¢=(0,-2,1)
(i5]) 2%a+3%b = 2% (2,-3,4) +3%(2,—1,3)
= (2%24+3%2,2%(—3)+3%(—1),2%4+43x%3)
— (10,-9,17),
Odpowiedz: 2xa+3xb=¢, c¢=(10,-9,17).

Zadanie 1.1 Niech dane bedg punkty a = (3,2,—1) ib = (1, —1,2).
Oblicz

(1) a+b, (i) a—0, (iii) 3*xa+5x*b.



1.1.1 Wektory w Przestrzeni

Niech dane beda punkty a = (a1, az,a3) i b = (by, bo, b3).
Wektor @ o paczatku w punkcie a i koficu w punkcie b okreglamy
jako roznica punktéw

7 =b—a= (b1 —a1,62 —CL2,b3—CL3).
Na przyktad wektor o poczatku w punkcie a = (0, 1,0) i konicu w
punkcie b = (2,0, 3) ma wspdhrzedne

T =b—a=(20,3)—(0,1,0) = (2,-1,3)

1.1.2 Parametryczne rownanie prostej w przestrzeni

Proste operacje na punktach i wektorach w przestrzeni prowadza
do parametrycznego okreslenia réwnania proste;j.
Mianowicie, rozpatrzmy dwa punkty

a = (a1,as,a3), b= (by,bs,b3), iwektor @ =0b—a.
Wtedy tatwo piszemy réwnanie parametryczne prostej L
L(t)=a+th, —oo<t< 0.

Zauwazmy, ze jezeli parametr ¢ zmienia sie od minus nieskonczonosci
—o0o do nieskoriczonosci oo, to punkt L(t) poruszasza sie wzdtuz
prostej L.

Parametryczne rownanie prostej, wyrazamy rowniez w terminach
danych punktéw a i b. Poniewaz wektor @ = b — a, to réwnanie
parametryczne prostej przechodzacej przez punkty a i b ma nastepujaca
postac:

L(t) = a+(b—a)t lub L(t) =a+at, lub L(t) =a(l—t)a+bt, —oo <t < 0.

Przykitad 1.2 Napisz parametryczne rownanie prostej

(i) o poczgdku w punkcie a = (1,2, —1) i kierunku wektora @ =
(2,—1,4)

(11) przechodzgcej przez punkty a = (1,—1,2) i b= (2,1,2)



Rozwiazanie.
(i) Podstawiamy dane:

1. punkt a = (1,-1,2) i wektor @ = (2,—1,4) do ogdlnego

rownania
L(t) = a+txa@ = (1,—1,2)+tx(2, —1,4) = (1+2t, —1—t, 2+4t).
Odpowiedz: L(t) = (1+2t,—1—t,24+4t), —oo <t < 0.

(ii) Podstawiamy dane: punkt a = (1,—1,2) i punkt b = (2,1, 2)
do ogdlnego réwnania

Lt) = (1—ta+txb=(1—1)(1,—-1,2) +t*(2,—1,4)
= ((L—=t)+2t,(1—t)—t,2(1 —t)+ 4¢)

= (1+¢,1—2t2+ 2t)
Odpowiedz: L(t) = (14+t,1—2t,2+2t), —oo<t< 0.
Zadanie 1.2 Napisz parametryczne rownanie prostej

(i) o poczgdku w punkcie a = (0,1, —1) i kierunku wektora @ =
(2,1,3)

(ii) przechodzgcej przez punkty a = (3,1,2) i b = (0,2, 2)

1.2 Plaszczyzna w Przezstrzeni

Rownanie plaszczyzny w uktadzie wspotrzednych x, y, 2 jest okreslone
nastepujaa zaleznoscia liniowa tych zmiennych

Ar+ By+Cz+ D =0,

gdzie wspétezynniki A, B, C, D okreslaja polozenie prostej w uktadzie
wspotrzednych x, y, z. Zakladamy, ze nie wszystkie wsplétczynniki
A, B, C znikaja jednoczesnie, to znaczy A? + B> + C? > 0.

Przyktad 1.3 Wspotczynniki ptaszczyzny
r+y+z=0
seA=1, B=1,C=1, D=0.



Zauwazmy, ze ta plaszczyzna przechodzi przez poczatek ukiadu
wspotrzednych (0,0,0), gdyz ten punkt spetnia jej réwnanie 0 +
0+ 0 = 0. Ta plaszczyzna przecina plaszczyzne rozpieta na
wspolrzenych x,y, gdy z = 0, wzdluz prostej o rownaniu

xr+y=0lub y=—x, gdy z=0.

Przyklad 1.4 Napisz rownanie plaszczyzny o wspotczynnikach
A=2B=3,C =—-1,D = 0. Podaj rinanie prostej powstalej
z przeciecia te] plaszczyzny z plaszczyzng uktadu wspotrzednych
z=10

0

Rozwiazanie. Réwnanie plaszczyzny
20 4+ 3y — 2= 0.

Rownanie prostej w plaszczyznie x,y, gdy z =0

2
2z + 3y, lub y:—gas, z=0.

Zadanie 1.3 Napisz rownanie plaszczyzny o wspotczynnikach
A=1 B=-2 C=1, D=3.

Podaj rimanie prostej powstatej w przecieciu tej plaszczyzny z
plaszczyzng uktadu wspotrzednych

(i) gdy  z=0,
(it) gdy — y =0,
(11) gdy r=0.

1.3 Roéwnanie Prostej w Przestrzeni

Dwie ptaszczyzny nie rownolegle zawsze przcienaja sie wdtuz prostej.
Dlatego réwnie prostej w przestrzeni wyznaczaja dwie plaszczyzny.
To znaczy punkty leza na prostej w przestrzeni, jezeli leza na



dwoch plaszczyznach. Zatem, rownanie prostej w przestrzeni
wyznacza uktad rownan

Az + Biy+Ciz+ D, =0,

Aox + Boy + Coz + Dy = 0.

ktorego wspotczynniki A, By, C nie sa proporcjonalne do wspotczynnikow
Ay, By, (5. Warunek ten oznacza, ze proste o tych réwnaniach

nie sa réwnolegte. Latwo sprawdzamy warunek rownoleglosci
ptaszczyzn, mianowicie sprawdzamy, ze

(Al, Bl, Cl) 7é ]{I(AQ, BQ, 02) = (]{I * AQ, ]{I * BQ, ]{I * 02)
dla kazdego k.

Przyklad 1.5 ZnajdZ zbior punktéw o wspotrzednych (x,y, z),
ktore lezg na proste) wyznaczonej przez nastepujace dwa rownania

ptaszczyzn
x4+ 2y —2=0,

20 —y+2=0.

Rozwiazanie. Najpierw, sprawdzamy, ze te plaszczzny nie sa
réwnolegle. To znaczy wpdlezynniki (Ay, By, C1) = (1,2, —1) nie
sa proporcjonalne do wspétezynnikéw (As, By, Cs) = (2, —1,1).
Piszemy proporcje

(A1, By, Cy) = (1,2, —1) = (2k, —k, k) = (kAs, kBs, kCs)

Poréwnujac wspolrzedne, otrzymamy ukiad rownan na parametr

k
k=1, k=-2 k=—1,

ktory jest sprzeczny. Zatem, te plaszczyzny nie sa rownolegle.
Teraz okreslamy zbiér punktow x, y, z, ktére naleza do obu plaszczyzn.
Mianowicie, z pierwszogo réwnanie obliczmy

1
y = 5(—$ + 2).



7, drugiego réwnania obliczamy
y=2r+z

Porownujac stronami, otrzymamy nastepujacy zwiazek pomiedzy
riz:

1
5(—az+z):2x+z, lub —x+4+z=4x+2z, lub z= —huz.

Teraz, wyrazamy zmienna y = 2x + 2 = 20 — dr = —3x W
zaleznosci od zmiennej x.

Odpowiedz: Punkty o wsphrzednych (z, —3z, —5x), —o00 < = < o0,
leza na przecieciu dwéch danych plaszczyzn i okresja prosta w
przestrzeni. Rozwiazanie w ktorym wspolrzedne punktu na proste;j
dane sa w zaleznosci od prametru z € (—o0, 00) nazywamy réwnaniem
parametrycznym prostej. Dalej parametr bedziemy oznaczali litera

t.

Zadanie 1.4 ZnajdZ zbior punktow o wspdtrzednych (x,vy, z), ktdre
lezg na proste] wyznaczonej przez nastepujece dwa rownania ptaszczyzn

20 +y — 2z =0,

r—2y+z=0.

1.4 Graniastostupy

Graniastostup to wielo$cian, ktérego dwie $ciany, zwane pod-
stawami, sa przystajcymi wielokatami lezacymi w ptaszczyznach
rownoleglych, a pozostate $ciany sa rownoleglobokami. Wgsrod
graniastostupéw, wyrdzniami postopadlosciany proste i prostopadlosciany
pochyte.



1.4.1 Szescian Foremny

Szescian foremny jest prostopadioscianem, ktéry ma wszystkie
sze$¢ Sscian kwadratami o boku a.

Powierzchnia P. = 6d
Ojetose V = a?

Erze atna podstawy |= av/2 y
rzekatna szescianu = a

SzeScian Foremny

W sposéb oczywisty znajdujemy, ze

Pole powierzchni calkowitej P. = 6a?.

Objetosc V. =a’.
Przekatna podstawy d, = av/2.
Przekatna szescianu d = aV3.

Przyklad 1.6 Dla szesScianu o boku a = 4, oblicz
(i) pole catkowitej powierzchni szescianu,
(1i) objetosé szescianu.

(111) przekgtng podstawy szescianu.



(v) przekgtna szescianu.
Rozwiazanie. Podstawiajac do wzorow, obliczamy
(i) pole calkowitej powierzchni szescianu P, = 6a® = 6 42 = 96,
(ii) objetoéé szescianu V, = a® = 4% = 64.
(iii) przekatng podstawy szescianu d, = av/2 = 4/2.
(iv) przekatna szescianu d = a3 = 4+/3.
Zadanie 1.5 Dla szeScianu o boku a = 5, oblicz
(i) pole catkowitej powierzchni szescianu,
(ii) objetosé szescianu.
(111) przekgtng podstawy szescianu.

(v) przekgtna szescianu.

1.4.2 Prostopadloscian o Podstawie Prostokatnej

Prostopadio$cian o podstawie prostokata o wymiarach podstawy

a, b i wysokosci h ma pole powierzchni catkowitej skladajace sie
z dwoch podstaw i czterech Scian bocznych.

P.=2axb+ 2a*h+ 2bx* h.
Objetos¢ prostopadio$cianu obliczamy z prostego wzoru
V=axbxh

Przykitad 1.7 Dla prostopadtoscianu o podstawie prostokgta o
wymiarach

a=4, b=>5 1 wysokosct h =6, oblicz
(i) pole catkowitej powierzchni prostopadtoscianu,
(1i) objetosé prostopadtoscianu.

Rozwiazanie. Podstawiajac do wzorow, obliczamy



(i) pole calkowitej powierzchni prostopadloscianu

P.=2axb+2axh+2bxh = 2x4%5+2%x4%x6+2x5%x6 = 148.

(i) objetosé prostopadloscianu V =axbxh =4 % 5% 6 = 120,

Zadanie 1.6 Dla prostopadtoscianu o podstawie prostokgta o wymi-
arach
a=2, b=3 1 wysokosct h =5, oblicz

(i) pole catkowitej powierzchni prostopadtoscianu,

(ii) objetosé prostopadtoscianu.

1.4.3 Graniastostup o Podstawie Trdjkata Réwnobocznego

Prostopadio$cian o podstawie trojkata réwnobocznego o boku a
ma Sciany prostokatne o wymiarach a x h, gdzie h jest wysokoscia
tego prostopadloscianu.

(i) pole catkowitej powierzchni prostopadloscianu P, = 2 %

2
3
(i) objetosé¢ prostopadloscianu V. = h ¢ 11/—

Przykitad 1.8 Dla prostopadloscianu o boku podstawy trojkata
rownobocznego a = 2, 1 wysokosct h = 4, oblicz

a?V/3
4

(i) pole catkowitej powierzchni,
(1i) objetosé szescianu.

Rozwiazanie. Podstawiajac do wzorow na catkowita powierzchie
i objetos¢ oblicamy

2 22
af:z \/3:2\/5.

(i) pole calkowitej powierzchni P, = 2 1

2 2
3 2°4/3
V3 _ V3 s
4 4
Zadanie 1.7 Dla prostopadtoscianu o boku podstawy tréjkata rownobocznego

a = 3, 1 wysokosci h = 2, oblicz

(i) objetosé szescianu V. = h *



(i) pole catkowitej powierzchni,

(1i) objetosé szescianu.
1.4.4 Graniastostup o Podstawie Szesciokata Foremnego

Powierzchnia catkowita i objetosé¢ graniastostupa o podstawie szesciokata
foremnego sktada sie z dwéch podstaw i szesciu $cian. Latwo
obliczamy pole catkowitej powierzchni i ojetos¢ graniastostupa o
podstawie sze$ciokata formnego znajac bok podstawy a i wysokosé
h. Mianowicie, mamy nastepujace wzory:
Pole podstawy sklada sie z pdl 6-ciu tréjkatow réocznych

a’V/3

Pt:6* 1 .

Pole catkowite prostopadio$cianu o podstawie szesciokata forem-
nego

2
3
PC:2pt+6*a*h:12ar_+6a*h, P. = 3a>V/3 + 6a * h.

Objetos¢ prostopadiodcianu o pdstawie szesciokata foremnego
V == 3a®>V3 x h.

Przyktad 1.9 Dla prostopadtoscianu o podstawie szesciokgta forem-
nego o boku a = 2 wysokosci h = 4, oblicz

(i) pole catkowitej powierzchni,
(1i) objetosé.
Rozwiazanie. Podstawiajac do wzorow na catkowita powierzchie
i objetos¢, oblicamy
(i) pole catkowitej powierzchni P, = 3a2V/3 + 6a x h = 3% 22V/3 + 6% 2% 4 = 12V/3 +
(ii) objetosé szescianu V = P, x h = 3a’V/3 * h = 3 % 22V/3 % 4 = 48/3.

Zadanie 1.8 Dla prostopadtoscianu o podstawie szesciokgta forem-
nego o boku a = 4 wysokosci h =5, oblicz



(i) pole catkowitej powierzchni,

(1i) objetosé.
1.5 Ostrostupy

Ostrostupem nazywamy wieloscian, ktorego podstawa jest dowolny
wielokat a Sciany boczne sa trojkami o wspolnym wierzcholku.

Wsrod ostrostupéw wyrézniamy ostrostupy foremne, ktérych pod-

stawa jest wielokad foremny i spodek wysokosci lezy w srodku

okregu opisanego na podstawie ostrostupa.

1.5.1 Czworoscian Foremny

Czworoscian foremny ma wszystkie cztery sciany, ktore sa tréjkatami

rownobocznymi. Zatem, katy Scian maja 60° lub w mierze tukowe]

T ., . L dVE

— radianéw. Pole powierzchni kazdej ze Scian 1 gdzie a oz-
nacza dlugos$é¢ kazdej z krawedzi czworoscianu.

Pole powierzchni catkowitej czwroscianu foremnego rowna sie czterem

razy pole powierzchni jednej ze $cian.
P. = a’V/3.
Krawedz [ czworoscianu obliczamy z twierdzenia Pitagorasa. Mi-
anowicie, wiemy, ze wysokos¢ $ciany bocznej h = CLT. Jej spodek
lezey w potowie krawedzi podstawy %. Zatem obliczamy
a av'3 a?
P =n"+ (5)2 = (7)2 Ty

Objetos¢ czworoscianu formnego réwna jest jednej trzeciej pola
podstawy razy wysoko$¢ H
Y 1 a2\/§
3 4
Wysoko$¢ H obliczamy w zaleznosci od danej krawedzi a. Mi-

anowicie, spodek wysokosci h $ciany bocznej lezy na przecieciu




wysokosci podstawy w punkcie odleglym od wierzcholka tréjkata
S22, av/'3

3 3 27 » -
Pitagorasa, obliczamy wysokos¢ czworoscianu

2 a\/§
H2 — o (2h)2 = 2 — (2
a (3h) a (3* 5

Zatem ojetos¢ czworos$cianu

13
3 4

Krawedz czworoscianu [ = a. 7 twierdzenia

2
)2:§CL2, H:CL —.

12 3
_Lavs 12 d s
3 4 37 12

Vv x H

3
Czworoécian Foremny P. = a®V/3, V = %2\/5

1.5.2 Ostrostup Prawidlowy o Podstawie Kwadratu
Oznaczenia:

e a bok kwadratu w podstawie ostrostupa

e H wysokos¢ ostrostupa

e 1 wysoko$¢ Sciany bocznej ostrostupa

e | krawedz boczna ostrostupa

e P, pole podstawy ostrostupa

e Py pole $ciany bocznej ostrostupa

e P. pole powierzeni catkowite]j ostrostupa



e I objetos¢ ostrostupa

Jasne, ze pole podstawy ostrostupa foremnego réwna sie polu
kwadratu P, = a® o boku a. Pole pobocznicy ostrostupa forem-
nego P, réwne jest polu czterech trojkatow rownoramiennych o
podstawie a i wysokosci h. Natomiast, pole Sciany bocznej os-
trostupa Py rowne jest polu tréjkata réwnoramiennego o podstwie

a i wysokosci h.
1
P() = §CL S h

Wysoksé $ciany bocznej wyrazamy w zaleznosci od boku a i krawedzi
[. Mianowicie, z twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysokos¢

2 1
W =12 - (%)2, h=\2— CLZ’ h= VAP —a.
Wtedy pole $ciany bocznej

1
Py = 10* VA2 — a?.

Pole catkowitej powierzchni ostrostupa réwne jest polu czterech

trojkatow w podstawie o boku a plus pola cztery tréjkatéw réwnoramiennych
o podstawie a i ramionach .

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa foremnego

P.=a*>+4P), P.=da*+aV4il2—a?

i objetos¢ ostrostupa foremnego

1
V:§CL2*H

1
Ostrostup Foremny o Podstawie Kwadratu P, = a? + av/412 — a2, V = §a2 + H



1.5.3 Ostrostup Foremny o Podstawie Szescioka Foremngo
Oznaczenia:

e a bok szesciokata w podstawie ostrostupa

e H wysokos¢ ostrostupa

e 1 wysoko$¢ Sciany bocznej ostrostupa

e [ krawedz boczna ostrostupa

e P, pole podstawy ostrostupa

e Py pole $ciany bocznej ostrostupa

e P. pole powierzceni catkowitej ostrostupa

e I objetos¢ ostrostupa

Jasne, ze pole podstawy ostrostupa foremnego réwna sie polu P,
szesciokata foremnego o boku a

B 6a2\/§ B 3a2v/3

42

Pole pobocznicy ostrostupa foremnego P, réwne jest polu szesciu
trojkatow rownoramiennych o podstawie a i wysokosci h. Pole
Sciany bocznej ostrostupa Py rowne jest polu trojkata réwnoramiennego
o podstwie a i wysokosci h.

Py

1
szia*h.

Wysoksé $ciany bocznej wyrazamy w zaleznosci od boku a i krawedzi
[. Mianowicie, z twierdzenia Pitagorasa oblicamy wysokos¢

2 1
R2=12— (22 h=\2-L h=-VIZ—a

4’ 2
Wtedy pole $ciany bocznej

1
Py = e VA2 — a?.



Pole catkowitej powierzchni ostrostupa réwne jest polu szesciokata
foremnego w podstawie o boku a plus pola sze{sciu tréjkatow
rownoramiennych o podstawie a i ramionach [.

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa foremnego

3a’v3 6 3
PC = Pa+6PO7 PC = a2\/_+1a\/ 4l2 — CL2 PC = 5[@2\/5—{—@\/4[2 — CL2].

i objetos¢ ostrostupa foremnego

B 13a%V/3 i} a*v/3

V32 2

a

3 1
Ostrostup P, = §[a2\/§ +av4al? —a?, V = §a2\/§ * H

1.6 Bryly Obrotowe

Wsréd bryt obrotowych wyrézniamy walec, stozek i kule.

1.6.1 Kula

Kula o promieniu R i jej powierzchnia



Powierzchnia kuli nazywa sie sfera. Objetos¢ kuli i powierzchnia
sfery zaleza tylko od promieniaa R

4
Objetosc kuli = §7T * R

Powierzchnia sfery = 4w * R?

1.6.2 Walec

Walec powstaje z obrotu prostokata wokoét jednego z jego bokdéw.
Prosty ksztalt walca prowadzi do oczywistych wzoréw na jego
calkowita powierzchnie i objetos¢.

% T
/
Wake Pc=2pRIR+HEV=pR"2H

Powierzchnia catkowita walca wyrazona jest przez promien R i
wysokosé H.
P.=2nRH.

i objetos¢ walca
V =7R* H.
1.6.3 Stozek

Stozek powstaje z obrotu tréjkata prostokatnego wokdt jednej z
jego przyprostokatnych.
Oznaczenia:

e R promien podstawy stozka



e [ tworzaca stozka

e H wysoks¢ stozka

e P powierzchna boczna stozka

e P. powierzchnia catkowita stozka

e I objetos¢ stozka

Stozek Pc= 7t R(R+2ly

Stozek V=%rr RA2 H

Obliczamy
e powierzchnia podstawy Py = mR2,
e powierzchna boczna stozka P, = 27 R [

e powierzchnia catkowita stozka P. = nR(R + H)

1
e objetosé stozka §7TR2H.



