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Chapter 1

Funkcje elementarne

Do funkcji elementarnych zaliczamy wielomiany, funkcje wymierne, funkcje
wyk ladnicze, funkcje logarytmiczne, funkcje trygonometryczne i funkcja pier-
wiastek kwadratowy. W rozszerzonym programie szko ly podstawowej wiedza
o funkcjach elementarnych ma charakter wstȩpny. W rozdziale Wielomiany

opisane zosta ly fukcje liniowe, trȯjmian kwadratowy i wielomiany stopnia n.
W tym rozdziele przedstawimy niektȯre z funkcji elementarnych w zakresie
podstawowym wsparte licznymi przyk ladamy i ċwiczeniamy.

1.1 Funkcje Wymierne

Zbiȯr liczb wymiernych jest rozszerzeniem zbioru liczb ca lkowitych. Podobnie
zbiȯr funkcji wymiernych jest rozszerzeniem zbioru wielomianȯw.
Mianowicie, funkcje wymierne określamy jako iloraz wielomianów

w(x) =
pn(x)

qm(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0

bmxm + bm−1xn−1 + · · · + b1x + b0

stopni n i m, odpowiednio.
Dziedzina̧ funkcji wymiernych jest zbiór tych liczb rzeczywistych x ∈ R dla
których mianownik qm(x) 6= 0 jest różny od zera. Zatem dziedzina̧ funkcji
wymiernej w(x) jest zbiór liczb rzczywistych

D = {x ∈ R : qm(x) 6= 0}

1.1.1 Przy lady funkcji wymiernych

Hyperbola

w(x) =
1

x
, x 6= 0

jest najprostrza̧ a zarazem podstawowa̧ funkcja̧ wymierna̧, ktȯra chrakteryzuje
ważne w lasnoṡci wszystkich funkcji wymiernych.

Rozpatrzmy nastȩpuja̧ce w lasnoṡci hyperboli:
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1. dziedzinȩ

2. zbiór wartości

3. postać u lamka prostego

4. asymptoty

Dziedzina̧ tej funkcji wymiernej jest zbiór liczb rzeczywistych różnych od zera.
Piszemy

D = {x ∈ R : x 6= 0.}
Również zbiorem jej wartości też jest zbiór liczb rzczywistych różnych od zera,

gdyż
1

x
6= 0 dla x 6= 0. Wykresem tej funkcji wynmiernej jest hyperbola

Fig. 3.9 Hyperbola
Zauważmy, że ta hyperbola ma dwie asymptoty pozioma̧ oś x i pionowa̧ oś y

Przyk lad 1.1 Rozpatrzmy funkcje wymierna̧

w(x) =
x − 1

x + 1
, x 6= −1.

podaj

1. dziedzinȩ

2. zbiór wartości

3. postać u lamka prostego

4. asymptoty

Dziedzina̧ tej funkcji wymiernej jest zbiór liczb rzeczywistych różnych od −1.
Piszemy

D = {x ∈ R : x 6= 0.}
Ta̧ funkcjȩ wymierna̧ zapiszmy wpostaci u lamków prosych u lamki proste

w(x) =
x− 1

x + 1
=

x − 1 + 2 − 2

x + 1
=

(x + 1) − 2

x + 1
= 1 − 2

x + 1
, x 6= −1.

Zbiorem wartości tej funkcji jest zbiór liczb rzczywistych różnych od 1, gdyż

w(x) = 1 − 2

x + 1
6= 1 dla x 6= −1.

Wykresem tej funkcji wynmiernej jest hyperbola

Fig. 3.10 Asymptoty Hyperboli
Zauważmy, że ta hyperbola ma dwie asymptoty pozioma̧ x = 1 i pionowa̧
przzechodza̧ca̧ przez punkt x = −1 to jest punkt w którym funkcja jest
nieokreślona.
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Przyk lad 1.2 Rozpatrzmy funkcje wymierna̧

w(x) =
1

x2 + 1
, −∞ < x < ∞.

podaj

1. dziedzinȩ

2. zbiór wartości

3. asymptoty

Dziedzina̧ tej funkcji wymiernej jest zbiór liczb rzeczywistych. Piszemy

D = {x ∈ R : ∞ < x < ∞.}
Zbiorem wartości tej funkcji jest przedzia l otwarty (0, 1) liczb rzczywistych do-
datnich oznaczany symbolem R+. Istotnie, zauważamy, że wartości tej funkcji
spe lniajaa̧ nierówność

0 <
1

x2 + 1
< 1, x ∈ R.

Wykresem tej funkcji wymiernej jest krzywa

Fig. 3.11 Funkcja Wymierna
Ta funkcja wymierna ma jedna̧ asymptotȩ pozioma̧ x = 0 to jest oś x.

Przyk lad 1.3 Rozpatrzmy funkcje wymierna̧

w(x) =
x2 − 1

x2 + 1
, −∞ < x < ∞.

podaj

1. dziedzinȩ

2. zbiór wartości

3. asymptoty

Dziedzina̧ tej funkcji wymiernej jest zbiór wszystkich liczb rzeczywistych, gdyż
mianownik x2 + 1 > 1 jest dodatni dla każdego rzeczywistego x ∈ R. Piszemy

D = {x ∈ R : ∞ < x < ∞.}
Zbiorem wartości funkcji jest przedzia l [−1, 1) liczb rzczywistych. Mi-

anowicie,  latwo sprawdzamy nierówność:

−1 ≤ x2 − 1

x2 + 1
< 1.

Wykresem tej funkcji wymiernej jest nastȩpuja̧ca krzywa:
Fig. 3.12 Funkcja Wymierna

Ta funkcja wymierna ma jedna̧ asymptotȩ pozioma̧ x = 0 to jest oś x.
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Zadanie 1.1 dla nastȩpuja̧cej funkcji wymiernej:

(i) w(x) =
2x − 1

x − 2
,

(ii) w(x) =
x − 2

x2 − 4
,

podaj

1. dziwdzinȩ

2. zbiór wartości

3. postać u lamka prostego

4. asymptoty

1.1.2 Rozk lad Funkcji Wymiernych na U lamki Proste

U lamkiem prostym nazywamy nastȩpuja̧ce funkcje wymierne:

A

x − a
,

A

(x − a)k
,

Ax + B

x2 + px + q
,

Ax + B

(x2 + px + q)k
, p2 − 4q < 0.

Przyk lad 1.4 Roz lóż funkcje wymierna̧ na u lamki proste

w(x) =
2x − 1

x2 − 1

podaj

1. dziwdzinȩ

2. zbiór wartości

3. postać u lamka prostego

4. asymptoty

Rozwia̧zanie. Dziedzina̧ tej funkcji wymiernej jest zbiór liczb rzeczywistych
dla których mianownik jest różny od zera. To znaczy

D = {x ∈ R : x2 − 1 = (x− 1)(x + 1) 6= 0} = {x ∈ R : (x 6= 1) ∪ (x 6= −1)}

Rozk ladu tej funkcji wymiernej szukamy metoda̧ wspó lczynników nieoznac-
zonych. Mianowicie, znajdziemy A i B takie, że nastȩpuja̧ca równość zachodzi

w(x) =
2x − 1

x2 − 1
=

2x − 1

(x − 1)(x + 1)
=

A

x − 1
+

B

x + 1
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dla każdego x ∈ D z dziedziny funkcji w(x), to znaczy dla każdego x 6= −1
lub x 6= 1
Zatem, wspó lczynniki A i B wyznaczamy z tożsamości

2x − 1

(x − 1)(x + 1)
=

A

x− 1
+

B

x + 1

która jest spe lniona dla każdego x ∈ D z dziedziny funkcji, to znaczy dla
każdego x 6= −1 lub x 6= 1.
Napiszemy ta̧ tożsamość we wspólnym mianowniku

2x − 1

(x − 1)(x + 1)
=

A(x + 1) + B(x − 1)

(x− 1)(x + 1)
=

(A + B)x + (A − B)

(x − 1)(x + 1)

Porównuja̧c wspȯ lóczynniki w licznikach przy x oraz wyrazy wolne, otrzymamy
równania na niewiadome A i B

A + B = 2, A − B = −1.

Obliczamy A = B − 1 oraz (B − 1) + B = 2, 2B = 3.

Ska̧d znajdujemy B =
3

2
, A = B − 1 =

3

2
− 1 =

1

2
.

Odpowiedź: Rozk lad tej funkcji wymiernej na u lamki proste jest nastȩpuja̧cy:

w(x) =
2x + 1

x2 − 1
=

3

2(x − 1)
+

1

2(x + 1)

Przyk lad 1.5 Roz lóż funkcje wymierna̧ na u lamki proste

w(x) =
x2 − 1

(x − 1)(x2 + 1)

1. dziwdzinȩ

2. zbiór wartości

3. postać u lamka prostego

4. asymptoty

Rozwia̧zanie. Dziedzina̧ tej funkcji wymiernej jest zbiór liczb rzeczywistych
dla których mianownik jest różny od zera. To znaczy

D = {x ∈ R : x − 1 6= 0} = {x ∈ R : x 6= 1}, bo zawsze x2 + 1 > 1.

Określamy zbiór wartości tej funkcji. W dziedzinie

D = {x ∈ R : x − 1 6= 0} = {x ∈ R : x 6= 1},
ta funkcja ma postać u lamka prostego

w(x) =
x + 1

(x2 + 1)
=

x

(x2 + 1)
+

1

(x2 + 1)
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Zauważamy, że

−1

2
≤ x

(x2 + 1)
≤ 1

2
, dla wszystkich x ∈ D

Rzeczywíscie, znamy nierówność

(x ± 1)2 ≥ 0, 2|x| ≤ x2 + 1,
|x|

x2 + 1
≤ 1

2
, −1

2
≤ x

x2 + 1
≤ 1

2
.

Również oczywista jest nierówność

0 <
1

x2 + 1
≤ 1, wszystkich rzczywistych x ∈ R.

dodaja̧c stronami te nierówności, otrzymamy oczekiwana̧ nierówność

− 1

2
≤ x

(x2 + 1)
≤ 1

2

+ 0 <
1

x2 + 1
≤ 1

−−−−−−−−−

−1

2
<

x + 1

x2 + 1
≤ 3

2

Zatem zbiorem wartości tej funkcji wymiernej jest przedzia l (−1

2
,
3

2
]. Wykres

funkcji
Fig. 3.13 Funkcja Wymierna

Z wykresu widzimy, że asymptota̧ tej funkcji wymiernej jest oś x, gdy y = 0.

Zadanie 1.2 Roz lóż funkcje wymierna̧ na u lamki proste

w(x) =
x2 − 9

(x − 3)(x2 + 4)

podaj

1. dziwdzinȩ

2. zbiór wartości

3. postać u lamka prostego

4. asymptoty

1.2 Funkcja Pierwiastek Kwadratowy f(x) =
√

x

Funkcje pierwiastek kwadratowy piszemy w symbolach

f(x) =
√

x, lub f(x) = x
1

2 , dla x ≥ 0.
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Ogólnie, pierwiastek n−tego stopnia piszemy

f(x) = n

√
x, lub f(x) = x

1

n .

Dziedzina̧ funkcji pierwiastek kwadratowy jest zbiór liczb rzeczywistych nieu-
jemnych, to jest przedzia l lewostronnie domkniȩty [0,∞). Również zbiorem
wartości tej funkcji jest przedzi l [0,∞), czyli wszystkie liczby rzeczywiste nieu-
jemne, w la̧czaja̧c zero.

Wykres funkcji pierwiastek kwadratowy
Fig. 3.14 Funkcja Pierwiastek Kwadratowy

Równania i nierówności z wyrażeniami zawieraja̧cymi pierwiastek kwadratowy
rozwia̧zujemy ze szczególna̧ ostrożnościa̧ maja̧c na uwadze stosowanie relacji
nie równoważnych.

1.2.1 Równaia z wyrażeniem
√

x

Rozwia̧zywanie równań z wyrażeniem
√

x wyjaśniamy w nastȩpuja̧cych przyk ladach:

Przyk lad 1.6 Rozwia̧ż rownanie:

x =
√

x, x ≥ 0.

Rozwia̧zanie. Naturalnie rozwia̧zania szukamy w dziedzinie tego równania
, to jest w przedzle [0,∞) Podnosza̧c stronami do kwadratu to równanie,
otrzymamy równanie nie równoważne

x2 = x, −∞ < x < ∞,

które ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych w la̧czaja̧c liczby
ujemne. Zatem te dwa równania maja̧ różne dziedziny i dlatego nie sa̧ równoważne.
 Latwo znajdujemy rozwia̧zanie

x − x2 = 0, x(x − 1) = 0, x = 0, lub x− 1 = 0, x = 1.

Sprawdzmy, że oba zera funkcji x = 0 lub x = 1 należa̧ do dziedziny [0,∞).
Zatem to równanie ma dwa zera x = 0, x = 1.

Przyk lad 1.7 Rozwia̧ż równanie:
√

x + 1 −
√

x − 1 = 1, x ≥ 1.

Rozwia̧zanie. Naturalnie rozwia̧zania szukamy w dziedzinie tego równania,
to jest w przedzle (1,∞) Podnosza̧c stronami do kwadratu to równanie, otrzy-
mamy równanie nie równoważne

(x+1)−2
√

(x + 1)(x − 1)+(x−1) = 1, lub 2x−2
√

x2 − 1 = 1 1 < x < ∞,

które ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych x < −1 lub x > 1
w la̧czaja̧c liczby ujemne mniejsze od −1. Zatem te dwa równania maja̧ różne
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dziedziny i dlatego nie sa̧ równoważne.
To równanie piszmy w postaci

√
x2 − 1 =

1

2
− x, x ≥ 1.

Jeszcze raz podnosza̧c stronami, otrzymamy równanie też nie równoażne

x2 − 1 = (
1

2
− x)2, lub x2 − 1 =

1

4
− x + x2, lub, x − 5

4
= 0,

które ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych.

Rozwia̧zaniem tego równania jest liczba x =
5

4
> 1, która należy do dziedzny

równania.
Sprawdzamy, że

√

5

4
+ 1 −

√

5

4
− 1 = 1,

√

9

4
−

√

1

4
= 1

1.3 Funkcja Wyk ladnicza

Funkcjȩ wyk ladnicza̧ określamy nastȩpuja̧cym wzorem:

f(x) = ax, a > 0, a 6= 1.

Liczbȩ rzeczywista̧ a > 0, a 6= 1 dodatnia̧ i różna̧ od jeden nazywamy pod-
stawa̧ funkcji wyk ladniczej. Dziedzina̧ funkcji wyk ladniczej jest ca ly zbiór liczb
rzczywistych

D = {x ∈ R : −∞ < x < ∞}.
Zbiorem wartości funkcji wyk ladniczej jest zbiór R+ liczb dodatnich.
Wykres funkcji wyk ladniczej f(x) = 2x, −∞ < x < ∞

Fig. 3.15 Funkcja Wyk ladnicza
Zauważmy z wykresu, że funkcja wyk ladnicza ma jedna̧ asymptotȩ, która̧ jest
oś x. To jest zbiór punktów (x, 0) gdy wspó lrzȩdna y = 0.
Funkcja wyk ladnicza f(x) = ax jest rosna̧ca jeżeli jej podstawa a > 1. Natomi-
ast funkcja wyk ladnicza f(x) = ax jest maleja̧ca, jeżeli jej podstawa 0 < a < 1.
Na rysunku funkcja f(x) = 2x jest rosna̧ca ponieważ jej wykres wzrasta gdy
argument x też wzrasta.

Wykres funkcji wyk ladniczej f(x) = (
1

2
)x, gdy jej podstawa 0< a =

1

2
< 1.

Fig. 3.16 Funkcja Wyk ladnicza

Widzimy z powyższego wykresu, że, funkcja wyk ladnicza f(x) = (
1

2
)x jest

malea̧ca, gdyż jej wykres maleje podczas gdy argument rośnie.
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1.3.1 W lasnoṡci funkcji wyk ladniczej

1. Wartoṡċ funkcji wyk ladniczej w zerze x = 0 rȯwna jest jeden.

f(0) = 1, poniewaz f(0) = a0 = 1,

dla każdej podstawy a > 0.

2. Wartoṡċ funkcji wyk ladniczej dla x = 1 rȯwna jest podstawie a.

f(1) = a, poniewaz f(a) = a1 = a,

3. funkcja wyk ladnicza od sumy argumentȯw rȯwna jest iloczynowi wartoṡci

f(x + t) = f(x) ∗ f(t)

Istotnie sprawdzamy, że

f(x + t) = ax+t = ax ∗ at = f(x) ∗ f(t)

4. funkcja wyk ladnicza od rȯżnicy argumentȯw rȯwna jest ilorazowi wartoṡci

f(x − t) =
f(x)

f(t)

Rzeczywiṡcie sprawdzamy, że

f(x − t) = ax−t = ax ∗ a−t =
ax

at
=

f(x)

f(t)

5. funkcja wyk ladnicza od iloczynu argumentȯw rȯwna jest potȩdze

f(x ∗ t) = (f(x))t

Sprawdzamy, że

f(x ∗ t) = ax∗t = (ax)t = (f(x))t

6. funkcja wyk ladnicza od argumentu m
n

rȯwna jest pierwiastkowi n-tego
stopnia z wartoṡci m-tej potȩgi

f(
m

n
) = n

√

f(m)

Mianowicie
f(

m

n
) = a

m

n = n

√
am = n

√

f(m)

Przyk lad 1.8 Oblicz wartoṡċ wyrażenia

38 ∗ 3−5
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Rozwia̧zanie:

W tym przyk ladzie stosujemy w lasnoṡ˙ 2 do funkcji wyk ladniczej

f(x) = ax

gdy podstawa a = 3 i argumenty x = 8 i x = −5. Zatem stosuja̧c w lasnoṡċ 2,
obliczamy

f(3) ∗ f(−5) = 38 ∗ 3−5 = 38−5 = 33 = 27

Przyk lad 1.9 Oblicz wartoṡċ wyrażenia

3
5

2 ∗ 12
1

2

Rozwia̧zanie:

Korzystaja̧c z w lasnoṡci funkcji wyk ladniczej, obliczamy

3
5

2 ∗ 12
1

2 = 3
5

2 ∗ (3 ∗ 4)
1

2 = 3
5

2 ∗ 3
1

2 ∗ 4
1

2 = 3
5

2
+ 1

2 ∗
√

4 = 32 ∗ 2 = 18

Zadanie 1.3 Oblicz wartoṡċ wyrażenia

(i) (3
1

3
)−2, (ii) 2

8

3 ∗ 2−
5

3 ∗ 16
1

2

Zadanie 1.4 Rozpatrz funkcjȩ wyk ladnicza̧

f(x) = 2x, −∞ < x < ∞.

Naszkicuj wykres funkcji wyk ladniczej

y = f(x − 1) + 1, −∞ < x < ∞.

w uk ladzie wspȯ lrzȩdnych x, y
Oblicz wartoṡċ funkcji f(x − 1) + 1 dla x = 3.

1.3.2 Równania Wyk ladnicze

Równania wyk ladnicze i nierówności wk ladnicze rozwia̧zujemy korzystaja̧ z
nastȩpuja̧cych w lasności:

• funkcja wyk ladnicza f(x) = ax > 0 jest dodatnia na ca lej osi liczbowej
dla −∞ < x < ∞.

• zbiórem wartości funkcji wyk ladniczej sa̧ wszystkie liczby dodatnie,
R+ = (0,∞).

• funkcja wyk ladnicza f(0) = 0 dla każdej podstawy a > 0, a 6= 1

• funkcja wyk ladnicza f(x) = ax jest rosna̧ca na ca lej osi liczbowej
−∞ < x < ∞, jeżel podstawa a > 1.

• funkcja wyk ladnicza f(x) = ax jest maleja̧ca na ca lej osi liczbowej
−∞ < x < ∞, jeżel podstawa 0 < a < 1.
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Niżej podajemy przyk lady rozwia̧zań równań wyk ladniczych

Przyk lad 1.10 Rozwia̧ż równanie

22x − 3 ∗ 2x + 2 = 0

Rozwia̧zanie. Dziedzina̧ tego równania jest ca ly zbiór liczb rzczywistych R.
Teraz, to równanie napiszemy w postaci

(2x)2 − 3 ∗ 2x + 2 = 0

Stosuja̧c podstawienie t = 2x, otrzymamy równanie kwadratowe

t2 − 3t + 2 = 0, ∆ = (−3)2 − 4 ∗ 2 = 1.

Oblicczamy pierwiastki tego równania

t1 =
3 −

√
1

2
= 1,

3 +
√

1

2
= 2.

Wracaja̧c do zmiennej x, obliczamy rozawia̧zanie:
Jeżeli 2x = 1, to x = 0.
Jeżeli 2x = 2, to x = 1.

Przyk lad 1.11 Rozwia̧ż równanie

3
2x−1

3x−1 = 9

Rozwia̧zanie. Dziedzina̧ tego równania jest zbiór liczb rzczywistych różnych
od 1

3
. to znaczy D = r − {1

3
}.

Teraz, to równanie napiszemy w postaci

3
2x−1

3x−1 = 32

Ska̧d mamy równie
2x − 1

3x − 1
= 2,

Obliczamy rozwia̧zanie

2x − 1 = 2(3x − 1), 2x − 1 = 6x − 2, 4x = 1, x =
1

4

Zadanie 1.5 Rozwia̧ż równanie

3x + 27 ∗ 3−x − 12 = 0.

Zadanie 1.6 Rozwia̧ż równanie

5
3x−1

2x−3 = 25.
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1.4 Funkcja logarytmiczna

Funkcja logarytmiczna jest funkcja̧ odwrotna̧ do funkcji wyk ladniczej. To
znaczy, jeżeli funkcja wyk ladnicza ustala zależnoṡċ zmiennej y od zmiennej x
wzorem

y = ax, a > 0, a 6= 1

to funkcja odwrotna ustala zależnoṡċ zmiennej x od zmiennej y wzorem

x = loga y, y > 0.

Wtedy sta la̧ a > 0, a 6= 1 nazywamy podstawa̧ logarytmu.
Na przyk lad logarytm dziesiȩtny, gdy a = 10 piszemy

x = log10 y, dla y > 0

Logarytm dziesiȩtny jest zwia̧zany z systemem liczbowym pozycyjnym dziesiȩtnym
i ma charakter podstawowy-standardowy. Bez istotnej zmiany, możemy za-
mieniċ role zmiennych x i y. Mianowicie, zmienna̧ niezależna̧ oznaczamy litera̧
x, natomiast zmienna̧ zależna̧ oznaczamy litera̧ y, ktȯra zależy od x.
Dlatego logarytm dziesiȩtny jest oznaczany symbolem

y = log x, x > 0,

bez pisania podstawy logarytmy 10.

1.5 Logarytm naturalny

Logarytme naturalny jest odwrota̧ funkcja̧ do funkcj potȩgowej

y = ex, lub y = Exp[x], −∞ < x < ∞.

Tutaj podstawa

e = 2, 71828182845904523536028747135266249775724709369995...;

jest liczba̧ rzeczywista̧ o nieskoṅczonej iloṡci cyfr.

1.5.1 W lasnoṡci funkcji logarytmicznej

1. Wartoṡċ funkcji logarytmicznej dla x = 1 rȯwna jest zero.

g(1) = loga 1 = 0, poniewaz a0 = 1, a > 0, a 6= 1.

2. Wartoṡċ funkcji logarytmicznej dla x = a rȯwna jest jeden.

g(a) = loga = 1, poniewaz a1 = a, a > 0, a 6= 1.
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3. funkcja logarytmiczna od iloczynu argumentȯw rȯwna jest sumie wartoṡci

loga x ∗ t = logax + loga t, x > 0, t > 0, a > 0, a 6= 1.

W symbolach ogȯlnych ta̧ w lasnoṡċ piszemy

g(x) = loga x, g(x ∗ t) = g(x) + g(t), x > 0, t > 0.

Istotnie sprawdzamy, że

y1 = loga x, to x = ay1, a > 0, a 6= 1,

y2 = loga t, to t = ay2 , a > 0, a 6= 1.

Ska̧d znajdujemy

x ∗ t = ay1 ∗ ay2 = ay1+y2 , a > 0, a 6= 1.

loga x ∗ t = loga ay1+y2 = y1 + y2 = loga x + loga t

4. funkcja logarytmiczna od ilorazu argumentȯw rȯwna jest rȯżnicy wartoṡci

loga

x

t
= loga x − loga t, x > 0, t > 0, a > 0, a 6= 1.

W symbolach ogȯlnych ta̧ w lasnoṡċ piszemy

g(x) = loga x, g(
x

t
) = g(x) − g(t), x > 0, t > 0.

Istotnie sprawdzamy, że

y1 = loga x, to x = ay1, a > 0, a 6= 1,

y2 = loga t, to t = ay2 , a > 0, a 6= 1.

Ska̧d znajdujemy

x

t
=

ay1

ay2

= ay1−y2 , a > 0, a 6= 1.

loga

x

t
= loga ay1−y2 = y1 − y2 = loga x− loga t

5. funkcja logarytmiczna od argumentu xk, k = 0, 1, 2, , 3, ..., ; rȯwna jest
iloczynowi wyk ladnika potȩgi k razy logarytm podstawy potȩgi x

loga xk = k ∗ logax, x > 0, k = 0, 1, 2, 3, ...;

W lasnoṡċ ta bezporednio wynika z w lasnoṡci 2 o logarytmie z iloczynu.
Mianowicie

loga xk = loga x ∗ x ∗ · · · ∗ x
︸ ︷︷ ︸

k

= loga x + loga x + · · · + loga x
︸ ︷︷ ︸

k

= k∗loga x
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6. funkcja logarytmiczna od argumentu x
m

n rȯwna jest logarytmowi

log x
m

n = m ∗ log n

√
x

Mianowicie sprawdzamy korzystaja̧c z w lasnoṡci funkcji logarytmiczej i
wyk ladniczej

loga x
m

n = loga
n

√
x + loga

n

√
x + · · · + loga

n

√
x

︸ ︷︷ ︸

m

= m ∗ loga
n

√
x.

7. Przy za lożeniach a > 0, a 6= 1, c > 0, c 6= 1, b > 0, możemy zmieniċ
podastawȩ a logarytmu loga b na podstawȩ c wed lug wzoru

loga b =
log c b

logc a

Dla sprawdzenia tego wzoru wprowadźmy oznaczenia

p = loga b, q = logc b, r = logc a

Z definicji logarytmu mamy

b = ap, b = cq, a = cr

Ska̧d wynika rȯwnoṡċ

b = (cr)p, b = cp∗r,
logc b = p ∗ r logc c, logc c = 1,
logc b = p ∗ r, logc b = loga b ∗ logc a,

loga b =
logcb

logc a
,

8. W przypadku c = b zamiana podstawy z liczba̧ logarytminowana̧ b prowadzi
do odwrotnoṡci logarytmu

logab =
1

logb a

Rzeczywiṡcie z w lasnoṡci 7, dla c = b mamy

logab =
logb b

logb a
=

1

logb a
, bo logb b = 1

Przyk lad 1.12 Oblicz logarytm

(i) log2 64, (ii) log5 125

Prosto z definicji logarytmu obliczamy

(i) log2 64 = log2 26 = 6, bo 26 = 64,

(ii) log5 125 = log5 55 = 5 bo 55 = 125.
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Przyk lad 1.13 Oblicz wartoṡċ wyrażeṅ logarytmicznych

(i)
log3 625

log3 5
,

(ii)
log8 5

log2 5
,

(iii) log2(log2

√
5) − log2(log2 5),

Korzystaja̧c z w lasnoṡci logarytmȯw, obliczamy

(i)
log3 625

log3 5
=

log3 54

log3 5
=

4 log3 5

log3 5
= 4

(ii)
log8 5

log2 5
=

log2 5

log2 8 log2 5
=

1

log2 23
=

1

3

(iii) log2(log2

√
5) − log2(log2 5) = log2

log2

√
5

log2 5
=

1

2
∗ log2

√
5

log2

√
5

= log2

1

2
= −1

Przyk lad 1.14 Oblicz wartoṡċ wyrażeṅ logarytmicznych

(i) log2(log4 16),

(ii) log3(log5 125).

Korzystaja̧c z w lasnoṡci logarytmȯw, obliczamy

(i) log2(log4 16) = log2 2 log4 4 = log2 2 = 1,

(ii) log3(log5 125) = log3 log5 53 = log3 3 log5 5 = log3 3 = 1,

Zadanie 1.7 Oblicz logarytm

(i) log3 81, (ii) log7 16807

Zadanie 1.8 Oblicz wartoṡċ wyrażeṅ logarytmicznych

(i)
log7 3125

log7 5
,

(ii)
log9 8

log3 2
,

(iii) log3(log3

√
7) − log3(log3 7),

Zadanie 1.9 Oblicz wartoṡċ wyrażeṅ logarytmicznych

(i) log5(log5 3125),

(ii) log4(log3 6561).



20

1.6 Rȯwnania logarytmiczne

Rȯwnanie w ktȯrym niewiadoma wystȩpuje pod znakiem logarytmu nazywa siȩ
rȯwnaniem logarytmicznym. Rozwia̧zuja̧c rȯwnanie logarytmiczne w pierwszej
kolejnoṡci należy okre.̇sliċ dziedzinȩ rȯwnania. To jest ten zbiȯr argumentu x
dla ktȯrego rȯwnanie logarytmiczne ma sense liczbowy. W dziedzinie rȯwnania
logarytmicznego szukamy jego pierwiastaka. Okreṡlenie dziedziny rȯwnania
jest istotne, ponieważ rozwia̧zuja̧c rȯwnianie orginalne przekszta lcamy to rȯwnania
w rȯwnania o prosztrzej strukturze, ktȯre moga̧ mieċ pierwiastki z poza dziedziny
rȯwnania orginalnego, nazywane pierwiastkami obcymi. Metody rozwia̧zywania
rȯwnaṅ logarytmicznych oparte sa̧ na w lasnoṡciach funkcji logarytmicznej i
wyk ladniczej. Niżej na przyk ladach wyjaṡniamy sposoby rozwia̧zywania rȯwnaṅ
logarytmicznych.

Przyk lad 1.15 Rozwia̧ż rȯwnanie

log2 x = 4

Rozwia̧zanie:

Najpierw okreṡlamy dziedzinȩ rȯwnania logarytmicznego. Mianowicie, loga-
rytm jest okreṡlony tylko dla dodatnich wartoṡci argumentu x. Zatem dziedzina̧
tego rȯwnania jest zbiȯr x > 0. piszemy

0 < x < ∞ lub x ∈ (0,∞).

Z definicji logarytmu jako funkcji odwrotnej do funkcji wyk ladniczej wynika
rȯwnoṡċ

x = 24 = 16.

Sprawdzamy, że rozwia̧zanie x = 16 ∈ (0,∞) należy do dziedziny rȯwnania
oraz

log2 24 = 4 log2 2 = 4, log2 2 = 1.

Przyk lad 1.16 Rozwia̧ż rȯwnanie

log3(5 − x) + log3(5 + x) = 2

Rozwia̧zanie:

Najpierw okreṡlamy dziedzinȩ rȯwnania logarytmicznego. Mianowicie, loga-
rytm jest okreṡlony tylko dla dodatnich wartoṡci argumentu

5 − x > 0 i 5 + x > 0.

Zatem dziedzina̧ tego rȯwnania jest zbiȯr

x < 5 lub x > −5.

Wtedy piszemy dziedziȩ tego rȯwnania jako odcinek otwarty

−5 < x < 5 lub x ∈ (−5, 5).



21

Z w lasnoṡci sumy logarytmȯw wynika rȯwnoṡċ

log3(5 − x) + log3(5 + x) = log3(5 − x)(5 + x) = 2.

Z definicji logarytmu mamy rȯwnoṡċ

(5 − x)(5 + x) = 32, lub 25 − x2 = 9 lub x2 = 16.

Obliczamy pierwiastki kwadratowe
√

x2 = |x|,
√

16 = 4.

Ska̧d mamy dwa rozwia̧zania

gdy |x| = 4 to x1 = −4 lub x2 = 4.

Sprawdzamy, że rozwia̧zanie x1 = −4 ∈ (−5, 5) i x2 = 4 ∈ (−5, 5) należy do
dziedziny rȯwnania

log3(5 + 4) + log3(5 − 4) = log3 9 ∗ 1 = log3 32 = 2

oraz

log3(5 − 4) + log3(5 + 4) = log3 1 ∗ 9 = log3 32 = 2.

Zauważamy, że oba rozwia̧zania x1 = −4 ∈ (−5, 5) i x2 = 4 ∈ (−5, 5) należa̧ do
dziedziny tego rȯwnania. Zaznaczmy dziedzinȩ i rozwia̧zanie na osi liczbowej

-r

0 x2 = 4 5
br

−5 x1 = −4
b r x

Oṡ liczbowa. Dziedzina rȯwnania przedzia l otwarty (−5, 5)

Przyk lad 1.17 Rozwia̧ż rȯwnanie

log3(x−−2) + log3(x − 4) = 1

Rozwia̧zanie:

Najpierw okreṡlamy dziedzinȩ rȯwnania logarytmicznego. Mianowicie, loga-
rytm jest okreṡlony tylko dla dodatnich wartoṡci argumentu

x− 2 > 0 i x − 4 > 0.

Zatem dziedzina̧ tego rȯwnania jest zbiȯr

x > 2 lub x > 4.

Wtedy piszemy dziedziȩ tego rȯwnania jako odcinek nieskoṅczony lewo stron-
nie otwarty

x > 4 lub x ∈ (4,∞).
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Z w lasnoṡci sumy logarytmȯw wynika rȯwnoṡċ

log3(x − 2) + log3(x − 4) = log3(x − 2)(x − 4) = 1.

Z definicji logarytmu mamy rȯwnoṡċ

(x − 2)(x − 4) = 31, lub x2 − 6x + 8 = 3 lub x2 − 6x + 5 = 0.

Obliczamy pierwiastki rȯwnania:
Wyrȯżnik rȯwnania

x2 − 6x + 5 = 0

o wspȯ lczynnikach a = 1, =
¯
− 6, c = 5

∆ = b2 − 4 ∗ a ∗ c = 62 − 4 ∗ 1 ∗ 5 = 36 − 20 = 16.

Ska̧d obliczamy pierwiastki rȯwnania

x1 =
1

2
(6 −

√
16) =

6 − 4

2
= 1, x2 =

1

2
(6 +

√
16) =

6 + 4

2
= 5.

Sprawdzamy, że obcy pierwiastek x1 = 1 /∈ (4,∞) nie należy do dziedziny
rȯwnania, natomiast pierwiastek x2 = 5 ∈ (4,∞) należy do dziedziny rȯwnania.
Zatem sprawdzamy, że drugi pierwiastek x2 = 5 spe lnia rȯwnanie

log3(5 − 2) + log3(5 − 4) = log3 3 ∗ 1 = log3 3 = 1

Zauważamy, że tylko pierwiastek x2 = 5 ∈ (4,∞) należy do dziedziny tego
rȯwnania. Zaznaczmy dziedzinȩ i rozwia̧zanie na osi liczbowej

-b

2 3 4 x2 = 5
rbb b

10−1
b b b x

Oṡ liczbowa. Dziedzina rȯwnania przedzia l otwarty (4,∞)

Przyk lad 1.18 Rozwia̧ż rȯwnanie

log2(log4 x) = 1.

Rozwia̧zanie:

Dziedzina̧ tego rȯwnania jest zbȯr tych x dla ktȯrych

log4 x > 1, x > 4, x ∈ (4,∞)

Z definicji logarytmu wynika rȯwnoṡċ

log4 x = 21, x = 42, x = 16

Rozwia̧zanie x = 16 ∈ (4,∞) należy do dziedziny. Sprawdzamy, że x = 16
spe lnia rȯwnanie

log2(log4 16) = log2(log4 42) = log2(2 log4 4) = log2 2 = 1
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1.6.1 Zdania

Zadanie 1.10 Rozwia̧ż rȯwnanie

log4 x = 3

Zadanie 1.11 Rozwia̧ż rȯwnanie

log4(1 − x) − log4(1 + x) = 0.

Zadanie 1.12 Rozwia̧ż rȯwnanie

log2(x − 1) + log2(x − 2) = 1

Zadanie 1.13 Rozwia̧ż rȯwnanie

log4(log8 x) = 1.


