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1.2 Cechy podzielnoṡci liczb naturalnych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Chapter 1

Dzielenie z reszta̧. Cechy

podzielnoṡci. Kongruencja.

1.1 Wstȩp

Projekt ten jest opracowany dla rozszerzonego programu matematyki w Szkole Podstawowej
Heliantus i dotyczy podzielnoṡci liczb naturalnych. Treṡċ projektu, ċwiczenia, przyk lady i
zadania dostosowane sa̧ do poziomu uczniȯw klas starszych szko ly podstawowej.

Operacje dzielenia z reszta̧ i cechy podzielnoṡci liczb naturalnych opisane sa̧ w sytemie
dziesiȩtnym.

Cechy podzielnoṡci liczb naturalnych przez 3, 9 i przez 5 oraz dzielnie liczb ca lkowitych z
reszta̧ podane sa̧ w paragrafach &2, &3 i &4.

W paragrafie &5 wprowadzone jest pojȩcie liczb przystaja̧cych i operacja dzielenia z reszta̧
modulo n. Pojȩcie kongruencji czyli przystawania liczb ca lkowitych a i b wzglȩdem liczby
naturalnej n wykracza poza podstawȩ programowa̧, jednak jest istotnym tematem w pro-
gramie rozszerzonym. Podobnie rȯwnanie liniowe Diofantosa i roszerzony algorytm Euk-
lidesa opisane w paragrafie &6 wykraczaja̧ poza podstawȩ programowa̧ ale doskonale pasuja̧
do programu rozszerzonego w ramach kȯ lka z matematyki dla klas starszych.

W ostatnich paragrafach &7 i &8 podane sa̧ ċwiczenia z zadaniami dostosowanymi do pro-
gramu podstawowego i do programu rozszerzonego.

1.2 Cechy podzielnoṡci liczb naturalnych

Cechy podzielnoṡci liczb naturalnych wynikaja̧ z ogȯlnego zapisu liczb w systemie pozy-
cyjnym. Przypominamy, że w systemie dziesiȩtnym, każda̧ liczbȩ n-cyfrowa̧ piszemy w
postaci

m = αn−1αn−2 · · ·α1α0

= αn−1 ∗ 10n−1 + αn−2 ∗ 10n−2 + · · ·+ α1 ∗ 101 + α0 ∗ 100

5



6

gdzie

αn−1, αn−2, · · · , α1, α0

sa̧ cyframi liczby m o wartoṡciach 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Teraz sformu lujemy i podamy prosty dowȯd cechy podzielnoṡci liczby naturalnej przez 3

1.2.1 Cecha podzielnoṡci liczby naturalnej przez 3 lub przez 9

Liczba naturalna

m = αn−1αn−2 · · ·α1α0

jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, jeżeli jej suma cyfr

αn−1 + αn−2 + · · · + α1 + α0

dzieli siȩ przez 3. Ponadto, jeżeli suma cyfr liczby m dzieli siȩ przez 9 to liczba m rȯwnież
jest podzielna przez 9.
Zanim podamy dowȯd tej cechy, rozpatrzmy kilka przyk ladȯw jej zastosowania.

Przyk lad 1.1 Niech m = 24. Cytry tej liczby dwucyfrowej, gdy n = 2, to α1 = 2 i α0 = 4
Suma cyfr

α1 + α0 = 2 + 4 = 6

jest podzielna przez 3. Zatem liczba 24 jest podzielna przez 3. Rzeczywiṡcie

24 : 3 = 8

Przyk lad 1.2 Niech m = 381. Cytry tej liczby trzycyfrowej, gdy n = 3, to α2 = 2 =
3, α1 = 8 i α0 = 1
Suma cyfr

α2 + α1 + α0 = 3 + 8 + 1 = 12

jest podzielna przez 3, bo 12 : 3 = 4. Zatem liczba 381 jest podzielna przez 3. Rzeczywiṡcie

381 : 3 = 127

Przyk lad 1.3 Niech m = 5673. Cytry tej liczby czterocyfrowej n = 4, to α3 = 5, α2 =
6, α1 = 7 i α0 = 3
Suma cyfr

α3 + α2 + α1 + α0 = 5 + 6 + 7 + 3 = 21

jest podzielna przez 3. Zatem liczba 5673 jest podzielna przez 3. Rzeczywiṡcie

5673 : 3 = 1891

Przyk lad 1.4 Niech m = 48537. Cytry tej liczby piȩciocyfrowej, gdy n = 5, to α4 =
4, α3 = 8, α2 = 5, α3 = 7 i α0 = 7
Suma cyfr

α3 + α2 + α1 + α0 = 4 + 8 + 5 + 3 + 7 = 27

jest podzielna przez 3 i przez 9. Zatem liczba 5673 jest podzielna przez 3 i przez 9. Rzeczywiṡcie

48537 : 3 = 16177, i 48537 : 9 = 5393
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Dowȯd w przypadku liczb dwucyfrowych. Liczby dwucyfrowe piszemy w postaci

α1α0 = α1 ∗ 10 + α0

Proste przekszta lcenie wyrażenia algebraicznego

α1 ∗ 10 + α0 = α1 ∗ 10 + α0 − (α1 + α0) + (α1 + α0)

= α1(10 − 1) + (α1 + α0)

= 9 ∗ α1 + (α1 + α0)

zawiera sk ladnik 9 ∗α1 z czynnikiem 9, zatem ten sk ladnik jest podzielny przez 3 i przez 9.

Ska̧d wnioskujemy, że:

Jeżeli suma cyfr α1 + α0 jest podzielny przez 3 lub 9 to liczba m jest podzielna przez 3 lub
przez 9.

Prawda̧ jest rȯwnież zdanie odwrotne:

Jeżeli liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 to suma jej cyfr α1 + α0 też jest podzielna
przez 3 lub przez 9.

Te dwa zdania wyrażamy jednym zdaniem:

Liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 wtedy i tylko wtedy, jeżeli jej suma cyfr α1 + α0

jest podzielna przez 3 lub przez 9.

Ta relacja w obie strony nazywa siȩ warunkiem koniecznym i dostatecznym. W tym przyk ladzie
jest to warunek konieczny i dostateczny podzielnoṡci liczby m przez 3 lub przez 9.

Powtȯżmy dowȯd cechy podzielnoṡci liczby m przez 3 lub przez 9 dla liczb trzycyfrowych.

Dowȯd w przypadku liczb trzycyfrowych. Liczby trzycfrowe piszemy w postaci

α2α1α0 = α2 ∗ 100 + α1 ∗ 10 + α0

Proste przekszta lcenie wyrażenia algebraicznego

α2 ∗ 100 + α1 ∗ 10 + α0 = α2 ∗ 100 + α1 ∗ 10 + α0

−(α2 + α1 + α0) + (α2 + α1 + α0)

= α2 ∗ (100 − 1) + α1(10 − 1) + (α2 + α1 + α0)

= 99 ∗ α2 + 9 ∗ α1 + (α2 + α1 + α0)

zawiera sk ladnik 99 ∗α2 + 9 ∗α1 , ktȯry dzieli siȩ przez 3 i przez 9. Zatem, jeżeli suma cyfr
α2 + α1 + α0 jest podzielna przez 3 lub przez 9 to liczba m jest rȯwnież podzielna przez 3
lub przez 9.

Ska̧d wnioskujemy, że:

Jeżeli suma cyfr α2 + α1 + α0 jest podzielny przez 3 lub 9 to liczba m jest podzielna przez 3
lub przez 9.
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Prawda̧ jest rȯwnież zdanie odwrotne:

Jeżeli liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 to suma jej cyfr α2 + α1 + α0 też jest
podzielna przez 3 lub przez 9.

Te dwa zdania wyrażamy jednym zdaniem:

Liczba m jest podzielna przez 3 lub przez 9 wtedy i tylko wtedy, jeżeli jej suma cyfr α2+α1+α0

jest podzielna przez 3 lub przez 9.

Ta relacja w obie strony nazywa siȩ warunkiem koniecznym i dostatecznym podzielnoṡci
liczby m przez 3 lub przez 9.

W przypadku ogȯlnym dla liczb n-cyfrowych, schemat dowȯdu cechy podzielnoṡci liczby m
przez 3 lub przez 9 jest taki sam jak dla liczb dwucyfrowych i trzycyfrowych.

1.2.2 Cecha podzielnoṡci liczby naturalnej przez 5

Bardzo  latwo rozpoznaċ liczbȩ m, ktȯra jest podzielna przez 5. Mianowicie, zachodzi
nastȩpuja̧ce cecha podzielnoṡci:

Liczba naturalna m jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, jeżeli jej cyfry jednoṡci sa̧ 0
lub 5.

Przyk lad 1.5  Latwo sprawdzamy, że liczby

30, 35, 40, 45, 150, 155, 2360, 2365, 9800, 9855, 9890, 9995

sa̧ podzielne przez 5

Dowȯd cechy podzielnoṡci liczby m przez 5.

Dla uproszczenia , rozpatrzymy liczbȩ trzycyfrowa̧ m, ktȯra ma cyfrȩ jednoṡci 0 lub 5.
Wtedy liczba m rozk lada siȩ na iloczyn liczby 5 przez liczbȩ naturala̧. Mianowicie, mamy

m = α2 ∗ 102 + α1 ∗ 10

= 5 ∗ (2 ∗ α2 ∗ 10 + 2 ∗ α1)

lub
m = α2 ∗ 102 + α1 ∗ 10 + 5

= 5 ∗ (2 ∗ α2 ∗ 10 + 2 ∗ α1 + 1)

W przypadku ogȯlnym liczb n-cyfrowych, ktȯre maja̧ cyfrȩ jednoṡci 0 lub 5 mamy rȯwnież
rozk lad liczby m na iloczyn liczby 5 przez liczbȩ naturalna̧. Mianowicie

m = αn−1 ∗ 10n−1 + αn−2 ∗ 10n−2 + · · ·+ α1 ∗ 101

= 5 ∗ (2 ∗ αn−1 ∗ 10n−2 + 2 ∗ αn−2 ∗ 10n−3 + · · ·+ 2 ∗ α1)

lub

m = 5 ∗ (2 ∗ αn−1 ∗ 10n−2 + 2 ∗ αn−2 ∗ 10n−3 + · · · + 2 ∗ α2 + α1)

Zatem w przypadku ogȯlnym liczba m, ktȯra ma cyfrȩ jednoṡci 0 lub 5 jest podzielna przez 5.
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1.3 Dzielenie liczb przez 3 z reszta̧

Każda liczba naturalna m dzieli siȩ przez 3 lub dzieli siȩ przez 3 z reszta̧ 1 lub reszta̧ 2.

Wtedy piszemy

m = 3k gdy liczba m jest podzielna przez 3

m = 3k + 1 gdy liczba m jest podzielna przez 3, reszta 1

m = 3k + 2 gdy liczba m jest podzielna przez 3, reszta 2

Przyk lad 1.6 Wykonaj dzielenie z reszta̧

• 33 : 3 = 11 reszta 0

• 34 : 3 = 11 reszta 1

• 35 : 3 = 11 reszta 2

lub piszemy dzielenie w postaci u lamkȯw

•
33

3
= 11 reszta 0

•
34

3
= 11 +

1

3
reszta 1

•
35

3
= 11 +

2

3
reszta 2

Przyk lad 1.7 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 rȯwna jest 36. Jakie to
liczby?

Rozwia̧zanie.

Napiszmy trzy kolejne liczby podzielne przez 3

3k − 3, 3k, 3k + 3

Suma tych liczb
(3k − 3) + 3k + (3k + 3) = 9k = 36

Ska̧d obliczamy
9k = 36, k = 36 : 9 k = 4.

Odpowiedź:
3k − 3 = 3 ∗ 4 − 3 = 9,

3k = 3 ∗ 4 = 12,

3k + 3 = 3 ∗ 4 + 1 = 15

Kolejnymi liczbami podzelnymi przez 3, ktȯrych suma rȯwna jest 36 sa̧ liczby

9, 12 15

Sprawdzenie:
9 + 12 + 15 = 36
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Zadanie 1.1 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 rȯwna jest 72. Jakie to liczby?

Zadanie 1.2 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 z reszta̧ 75 jest rȯwna 1. Jakie
to liczby?

Zadanie 1.3 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 z reszta̧ 2 jest rȯwna 105.
Jakie to liczby?

1.4 Dzielenie liczb przez 5 z reszta̧

Każda liczba naturalna m dzieli siȩ przez 5 lub dzieli siȩ przez 5 z reszta̧ 1 lub reszta̧ 2 lub
z reszta̧ 3 lub z reszta̧ 4.

Wtedy piszemy

m = 5k gdy liczba m jest podzielna przez 5

m = 5k + 1 gdy liczba m jest podzielna przez 5, reszta 1

m = 5k + 2 gdy liczba m jest podzielna przez 5, reszta 2

m = 5k + 3 gdy liczba m jest podzielna przez 5, reszta 3

m = 5k + 4 gdy liczba m jest podzielna przez 5, reszta 4

Przyk lad 1.8 Wykonaj dzielenie przez 5 z reszta̧

• 35 : 5 = 7 reszta 0

• 36 : 5 = 7 reszta 1

• 37 : 5 = 7 reszta 2

• 38 : 5 = 7 reszta 3

• 39 : 5 = 7 reszta 4

lub piszemy dzielenie w postaci u lamkȯw

•
35

5
= 7 reszta 0

•
36

5
= 7 +

1

5
reszta 1

•
37

5
= 7 +

2

5
reszta 2

•
38

5
= 7 +

2

5
reszta 3

•
39

5
= 7 +

2

5
reszta 4
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Przyk lad 1.9 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 5 rȯwna jest 45. Jakie to
liczby?

Napiszmy trzy kolejne liczby podzielne przez 3 Rozwia̧zanie.

5k − 5, 5k, 5k + 5

Suma tych liczb
(5k − 5) + 5k + (5k + 5) = 15k = 45

Ska̧d obliczamy k
15k = 45, k = 45 : 15 k = 3.

Ska̧d obliczmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5, ktȯrych suma rȯwna jest 45

5k − 5 = 5 ∗ 3 − 5 = 10,

5k = 5 ∗ 3 = 15,

5k + 5 = 5 ∗ 3 + 5 = 20

Kolejnymi liczbami podzelnymi przez 5, ktȯrych suma rȯwna jest 45 sa̧ liczby

10, 15 20

Sprawdzenie:
10 + 15 + 20 = 45

Zadanie 1.4 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 5 z reszta̧ 1 rȯwna jest 108.
Jakie to liczby?

Rozwia̧zanie.

Napiszmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5 z reszta̧ 1

5k + 1, 5k + 6, 5k + 11

Suma tych liczb
(5k + 1) + (5k + 6) + (5k + 11) = 15k + 18 = 108

Ska̧d obliczamy k
15k = 90, k = 90 : 15 k = 6.

Ska̧d obliczmy trzy kolejne liczby podzielne przez 5, ktȯrych suma rȯwna jest 108

5k + 1 = 5 = 5 ∗ 6 + 1 + 31,

5k + 6 = 5 ∗ 6 + 6 = 36,

5k + 11 = 5 ∗ 6 + 11 = 41

Kolejnymi liczbami podzelnymi przez 5, ktȯrych suma rȯwna jest 45 sa̧ liczby

31, 36 41

Sprawdzenie:
31 + 36 + 41 = 108

Zadanie 1.5 Suma dwȯch kolejnych liczb podzielnych przez 5 z reszta̧ 2 jest rȯwna 79. Jakie
to liczby?

Zadanie 1.6 Suma trzech kolejnych liczb podzielnych przez 5 z reszta̧ 3 jest rȯwna 129.
Jakie to liczby?
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1.5 Liczby przystaja̧ce. Kongruencja

Liczby ca lkowite a i b nazywamy przystaja̧ce wzglȩdem liczby naturalnej n, jeżeli ich rȯżnica
a − b jest podzielna przez n.
Na przyk lad

13 przystaje do 3 wzglȩdem 2, bo (13 − 3) : 2 = 5 , gdy a = 13, b = 3, n = 2.

47 przystaje do 35 wzglȩdem 6, bo (47 − 35) : 6 = 2,

gdy a = 47, b = 35, n = 6.

Liczby przytaja̧ce sa̧ rȯwnież nazywane liczbami kogruentnymi. Kongruencja po polsku
znaczy przystawanie.
Karol Gauss (1777-1835) wprowadzi l oznaczenia operacji modulo.

a ≡ b(mod n)

Powyższy zapis rozumiemy, że rȯżnica a − b jest podzielna przez n. To znaczy

a − b = k ∗ n

dla pewnej liczby ca lkowitej k.

Przyk lad 1.10 Pisza̧c
27 ≡ 13(mod 7)

rozumiemy, że rȯżnica 27 − 13 jest podzielna przez 7. W tym przyk ladzie

(27 − 13) : 7 = 2.

To znaczy, że 27 − 13 = 2 ∗ 7 dla k = 2.

Przyk lad 1.11 Ktȯre kongruencje sa̧ prawdziwe?

7 ≡ 3(mod 2), prawdziwa bo (7 − 3) : 2 = 4 : 2 = 2

12 ≡ 5(mod 4), nieprawdziwa bo (12 − 5) = 7, 7 niepodzielne przez 4

1.5.1 Dzielenie modulo

Wynik dzielenia modulo liczby ca lkowitej a przez liczbȩ naturala̧ n rȯwny jest reszcie z
dzielenia liczby a przez liczbȩ n. Zatem, operacja modulo okreṡlona jest na zbiorze liczb
ca lkowitych.
Na przyk lad

r = 25(mod 15) = 10 bo 25 : 15 = 1 + reszta 10

r = 37(mod 12) = 1 bo 37 : 12 = 3 + reszta 1

Dok ladny wylnik
25

15
= 1 +

10

15
37

12
= 3 +

1

12
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Wtedy piszemy

r = a(mod n), 25(mod15) = 10, gdy a = 25, n = 15, reszta r = 10

r = a(mod n), 37(mod12) = 1, gdy a = 37, n = 12, reszta r = 1

Przyk lad 1.12 Oblicz 47(mod 5)

Obliczamy

47 : 5 = 9 + reszta 2,

Odpowiedź:

47(mod 5) = 2

Przyk lad 1.13 Oblicz 123(mod 7)

Obliczamy

123 : 7 = 17 + reszta 4,

Odpowiedź:

123(mod 7) = 4

1.5.2 W lasnoṡci operacji modulo

Relacja ≡ kongruencji, to znaczy relacja przystawania liczb ca lkowitych ma podobne
w lasnoṡci jak zwyk la relacja rȯwnoṡci =.
W lasnoṡci kongruencji:

1. W lasnoṡċ symetrii

a ≡ b(mod n) to b ≡ a(mod n)

Przyk lad 1.14 Rozpatrzmy kongruencje

15 ≡ 3(mod 4) i 3 ≡ 15(mod 4)

a = 15, b = 3

Liczby a = 15 i b = 3 sa̧ przystaja̧ce wzglȩdem liczby naturalnej n = 4 w obu przy-
padkach, gdyż

(15 − 3) : 4 = 3 i (3 − 15) : 4 = −3

2. Operacja przechodnia

Jeżeli liczby a i b oraz liczby b i c sa̧ przystaja̧ce wzglȩdem liczby n, to znaczy
prawdziwe sa̧ kongruencje

a ≡ b((mod n) i b ≡ c(mod n)

to liczby a i c też sa̧ przystaja̧ce wzglȩdem liczby n, to znaczy

a ≡ c(mod n)
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Przyk lad 1.15 Rozpatrzmy dwie kongruencje

20 ≡ 12(mod 4) i 12 ≡ 8(mod 4),

a = 20, b = 12, c = 8, n = 4.

Liczby a = 20 i c = 8 też sa̧ przystaja̧ce wzglȩdem liczby 4, gdyż

20 ≡ 8(mod 4)

ponieważ rȯżnica

(20 − 8) : 4 = 3

3. Dodawanie i mnożenie kongruencji

Jeżeli prawdziwe sa̧ kongruencje

a ≡ b(mod n) i c ≡ d(mod n)

to suma stron tych kongruencji

a + c ≡ b + d(mod n)

oraz iloczyn stron tych kongruencji

a · c ≡ b · d(mod n)

Przyk lad 1.16 Rozpatrzmy dwie kongruencje

15 ≡ 3(mod 4) i 20 ≡ 5(mod 4)

a = 15, b = 3 c = 20, d = 4, n = 4

Liczby 15 i 3 sa̧ przystaja̧ wzglȩdem liczby naturalnej n = 4, gdyż rȯżnice

(15 − 3) : 4 = 3 i (3 − 15) : 4 = −3

sa̧ podzielne przez 4.

4. Mnożenie kongruencji przez siebie. Potȩga Kongruencji. Mnoża̧c stronami
kongruencjȩ

a ≡ b(mod n)}

przez siebie, otrzymamy

a2 ≡ b2(mod n), a3 ≡ b3(mod n)}, ... , ak ≡ bk(mod n)}

dla każdego naturalnego k = 1, 2, 3, ...;

Przyk lad 1.17 Rozpatrzmy kongruencje

9 ≡ 3(mod 2)

a = 9, b = 3, n = 2.
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Mnoża̧c ta̧ kongruencje stronami, otrzymamy

92 ≡ 32(mod 2), 93 ≡ 33(mod 2), ..., 9k ≡ 3k(mod 2)

lub
81 ≡ 9(mod 2), 729 ≡ 27(mod 2), ... , 9k ≡ 3k(mod 2)

Sprawdzamy:

(81 − 9) : 2 = 36, (729 − 27) : 2 = 702 : 2 = 351, ..., (9k − 3k) : 2 =) : 2

Rȯżnica 9k − 3k jest rȯwnież podzielna przez 2. Ponieważ cyfry jednoṡci liczb 9k i 3k

sa̧ nieparzyste. Mianowicie cyfry jednoṡci liczby 9k to

1, 9, 1, 9, 1, 9, ....;

i cyfry jednoṡci liczby 3k to
9, 7, 1, 9, 7, 1, ....;

Rȯżnica liczba nieparzystych jest liczba̧ parzysta̧.
Zatem liczba 9k − 3k jest podzielna przez 2 dla każdej liczby naturalnej k = 1, 2, 3, ...;
Ska̧d wynika, że liczby 9k i 3k sa̧ przystaja̧ce modulo 2.

Przyk lad 1.18 Liczba
43125 − 33125

jest podzielna przez 10.

Podnosza̧c stronami kongruencje

43 ≡ 33(mod 10)

do potȩgi 125, otrzymamy kongruencje

43125 ≡ 33125(mod 10)

Liczba 43 przystaje do liczby 33 modulo 10, gdyż

(43 − 33) : 10 = 1

Dlatego liczba 43125 przestaje do liczby 33125 modulo 10. Zatem rȯżnica

43125 − 33125

jest podzielna przez 10. Zastosowanie kongruencji do sprawdzania podzielnoṡci liczb wskażemy
w nastȩpuja̧cym przyk ladzie

Przyk lad 1.19 Stosuja̧c w lasnoṡċ mnożenia stronami kongruencji, potȩgowania stronami
kongruencji, udowodnij, że liczba 7246 + 1 jest podzielna przez 10.

Rozwia̧zanie. Zauważmy, że liczba 72+1 = 50 jest podzielna przez 10. To znaczy, że liczba
49 przystaje do liczby −1 modulo 10. Zatem mamy

49 ≡ −1(mod 10)

Podnosza̧c stronami ta̧ kongruencje do potȩgi 123, otrzymamy

49123 ≡ (−1)123(mod 10), 7246 ≡ (−1)123(mod 10)

Ska̧d, wynika kongruencja
7246 ≡ −1(mod 10)

ktȯra oznacza, że liczba 7246 + 1 jest podzielna przez 10.
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1.5.3 Rozwia̧zywanie kongruencji liniowych

Ogȯlna postaċ kongruencji liniowej

a ∗ x ≡ b(mod n)

w ktȯrej w spȯ lczynniki a, b sa̧ liczbami ca lkowitymi, natomiast n jest liczba̧ naturalna̧.
Rozwia̧zaċ kongruencjȩ liniowa̧ znaczy wyznaczyċ wszystkie liczby ca lkowite, ktȯre pod-
stawione na x spe lniaja̧ kongruencje, to znaczy znaleṡċ wszystkie wartoṡci ca lkowite x dla
ktȯrych liczba a ∗ x przystaje do liczby b modulo n.
W pierwszej kolejnoṡci powstaje pytanie, podobnie jak w przypadku innych rȯwnaṅ, ile
rozwia̧zaṅ ma kongruencja liniowa? Z gȯry można spodziewaċ siȩ że kongruencja liniowa
może mieċ

• jedno rozwia̧zanie, to znaczy istnieje tylko jedna liczba ca lkowita x0 przystaja̧ca do
liczby b modulo n taka, że

a ∗ x0 ≡ b(mod n)

• wiȩcej niż jedno rozwia̧zanie, to znaczy istnieje skoṅczona lub nawet nieskoṅczona
iloṡċ liczb ca lkowitych x1, x2, ..., xk, ...; ktȯre sa̧ przystaja̧ce do liczby b modulo n. To
znaczy

a ∗ xk ≡ b(mod n), k = 1, 2, 3, ...;

• kongruencja nie ma rozwia̧zaṅ.

Istnienie rozwia̧zania kongruencji liniowej wynika z nastȩpuja̧cego warunku koniecznego i
wystarczaja̧cego:

Warunek konieczny i wystarczaja̧cy

Kongruencja liniowa

a ∗ x ≡ b(mod n)

ma rozwia̧zanie wtedy i tylko wtedy, gdy najwiȩkszy wspȯlny dzielnik NWD(a, n) liczb a i n
jest dzielnikiem liczby b, to znaczy NWD(a, b)|n.
Po przeczytaniu powyższego wstȩpu o kongruencjach liniowych należy rozwia̧wia̧zaċ kilka
kongruencji, ażeby poznaċ sposoby ich rozwia̧zywania.

Przyk lad 1.20 Rozwia̧ż kongruencje

2 ∗ x ≡ 3(mod 2)

Sprawdzamy warunek konieczny i wystarczaja̧cy istnienia rozwia̧zania tej kongruencji.
Najwiȩkszy wspȯlny dzielnik

NWD(a, b) = NWD(2, 2) = 2

nie dzieli wspȯ lczynnika

b = 3, 2 † 3.

Zatem nie istnieje rozwia̧zanie tej kongruencji.

Przyk lad 1.21 Rozwia̧ż kongruencje

3 ∗ x ≡ 6(mod 9)
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Sprawdzamy warunek konieczny i wystarczaja̧cy istnienia rozwia̧zania tej kongruencji.
Najwiȩkszy wspȯlny dzielnik

NWD(a, b) = NWD(3, 9) = 3

dzieli wspȯ lczynnik
b = 6, 3|6, 6 : 3 = 2.

Zatem istnieje rozwia̧zanie tej kongruencji.
Z definicji kongruencji mamy rȯwnanie

3 ∗ x − 6 = 9 ∗ k,

dla wszystkich wartoṡci calkowitych k = 0,±1,±2,±3, ...;

Ska̧d obliczamy rozwia̧zanie

3 ∗ x = 9 ∗ k + 6, xk = 3 ∗ k + 2, dla k = 0,±1,±2,±3, ...;

Sprawdzenie:

Podstwiaja̧c rozwia̧zanie

xk = 3 ∗ k + 2, dla k = 0,±1,±2,±3, ...;

do kongruencji
3 ∗ x ≡ 6(mod 9)

otrzymamy
3 ∗ (3 ∗ k + 2) ≡ 6(mod 9),

Ska̧d wynika tożsamoṡċ

(9 ∗ k + 6 − 6) : 9 = 9 ∗ k, 9 ∗ k = 9 ∗ k

dla każdej ca lkowitej wartoṡci k = 0,±1,±2,±3, ...;

1.6 Rozwia̧zanie rȯwnania liniowego Diofantosa

Ogȯlna postaċ rȯwnaṅ liniowych Diofantosa

a ∗ x + b ∗ y = c (1.1)

gdzie wspȯ lczynniki a, b, c sa̧ danymi liczbami ca lkowitymi, niewiadomych x i y rȯwnież
szukamy w liczbach ca lkowitych.

1.6.1 Rozszerzony algorytm Euklidesa.

Rozszerzony algorytm Euklidesa wyznaczania najwiȩkszego wspȯlnego dzielnika NWD(a, b)
prowadzi rȯwnież do rozwia̧zania rȯwnania liniowego Diofantosa, jeżeli rozwia̧zanie tego
rȯwnania istnieje.

Warunek istnienia rozwia̧zania rȯwnania liniowego Diofantosa.

Rȯwnanie liniowe Diofantosa o wspȯ lczynnikach ca lkowitych a, b, c

a ∗ x + b ∗ y = c (1.2)
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ma rozwia̧zanie w liczbach ca lkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy najwiȩkszy wspȯlny dzielnik
NWD(a, b) wspȯ lczynnikȯw a i b jest rȯwnież dzielnikiem wspȯ lczynnika c.

Zauważamy, że jeżeli liczba d jest dzielnikiem liczb r0 i r1 to rownież jest dzielnikiem ich
sumy r0 + r1 i rȯżnicy r0 − r1.
Wykonuja̧c dzielenie

r0

r1

= k0 +
r2

r1

obliczamy resztȩ

r2 = r0 − k0 ∗ r1.

Tutaj k0 jest ca lościa̧ z dzielenia liczby naturalnej liczb r0/r1.
Teraz staje siȩ jasne, że jeżeli liczba d jest wspȯlnym dzielnikiem liczb r0 i r1 to jest rȯwnież
dzielnikiem reszty r2.

Kolejne reszty z dzielenia obliczamy wed lug schematu tak d lugo aż kolejna obliczona reszta
rm = 0.

a = r0, b = r1 | reszta
− −− −− −− −− −
r0

r1

= k0 +
r2

r1

| r2 = r0 − k0 ∗ r1

r1

r2

= k1 +
r3

r2

| r3 = r1 − k1 ∗ r2

r2

r3

= k2 +
r4

r3

| r4 = r2 − k2 ∗ r3

· · · · · · · · ·

rm−2

rm−3

= km−2 +
rm

rm−1

| rm = rm−2 − km−2 ∗ rm−1

rm−1

rm

= km−1 | rm+1 = 0

Cia̧g reszt r0 > r1 > r2 · · · > rm−1 > rm jest maleja̧cy i koṅczy siȩ na reszcie rm 6= 0, gdyż
nastȩpne reszty rm+1 = 0, rm+2 = 0, ...; sa̧ rȯwne zero.
Ostatnia reszta z dzielenia rm rȯżna od zera jest najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem liczb
naturalnych a = r0 i b = r1. Zauważmy, że najwiȩkszy wspȯlny dzielnik rm liczb r0 i r1 jest
rȯwnież najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem wszystkich poprzednich reszt rm−1, rm−2, · · · , r2, r1, r0

Rozszerzony algorytm Euklidesa dotyczy rozwiniȩtej formy reszt, ktȯra prowadzi do rozwia̧zania
rȯwnania Diofantosa. Mianowicie, ostatnia reszta rȯżna od zera

rm = NWD(a, b)

jest najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem liczb a i b.

Zauważmy, że reszty okreṡlone sa̧ wzorem rekurencyjnym z warunkami pocza̧tkowymi

r0 = a, r1 = b, warunki poczatkowe

rm = rm−2 − km−2 ∗ rm−1, m = 2, 3, 4, ...;

Podstawiaja̧ r0 = a, r1 = b

do reszty

r2 = r0 − k0 ∗ r1
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otrzymamy resztȩ
r2 = a − k0 ∗ b.

Podobnie podstawiaja̧c r1 = b, r2 = a − k1 ∗ b

do reszty
r3 = r1 − k2 ∗ r2

otrzymamy resztȩ
r4 = (1 + k1 ∗ k2)a − (k0 + k2 + k0 ∗ k1 ∗ k2)b.

w postaci lewej strony rȯwnania Diofantosa o wspȯ lczynnikach a i b.

Dalej podstawiaja̧c na r2 i r3 prawe strony powyżyszych rȯwnoṡci, po uporza̧tkowaniu
wspȯ lczynnikȯw przy a i b, otrzymamy resztȩ

r5 = −(k1 + k3 + k∗k2 ∗ k3)a + (1 + k0 ∗ k1 + k0 ∗ k3 + k) ∗ k1 ∗ k2 ∗ k3)b.

w postaci lewej strony rȯwnania Diofantosa o wspȯ lczynnikach a i b.

Obliczanie nastȩpnych reszt r6, r7, ...; rm przez podstawianie wczeṡniej okreṡlonych reszt
przez wspȯ lczynniki a i b prowadzi do wyrażenia reszty w postaci

rm = a ∗ w1(k0, k1, ..., km) + b ∗ w2(k0, k1, ..., km)

gdzie wielkoṡci
w1(k0, k1, k2, ..., km)) i w2(k0, k1, ..., km)

okreṡlone sa̧ przez dane wspȯ lczynniki a i b rȯwnania Diofantosa.

Ponieważ najwiȩkszy wspȯlny dzielnik NWD(a, b) = rm to zachodzi rȯwnoṡċ

a ∗ w1(k0, k1, ..., km) + b ∗ w2(k0, k1, ..., km) = NWD(a, b)

Mnoża̧c obie strony powyższej rȯwnoṡci przez sta la̧

K =
c

NWD(a, b)
.

otrzymamy rȯwnoṡċ Diofantosa

a ∗ K ∗ w1(k0, k1, ..., km) + b ∗ K ∗ w2(k0, k1, ..., km) = c

z ktȯrej wynika szczegȯlne rozwia̧zanie rȯwnania Diofantosa

x = K ∗ w1(k0, k1, ..., km), y = K ∗ w2(k0, k1, ..., km)

Niżej podajemy tablicȩ wielkoṡci w1 i w2 w przypadku m = 2, 3, 4, 5

m w1(k0, k1, k2, k3) w2(k0, k1, k2, k3)

2 1 −k0

3 −k1 1 + k1

4 1 + k1 ∗ k2 −(k0 + k2 + k + 0 ∗ k1 ∗ k2)

5 −(k1 + k3 + k1 ∗ k2 ∗ k3) 1 + k0 ∗ k1 + k0 ∗ k3 + k2 ∗ k3 + ko ∗ k1 ∗ k2 ∗ k3

Korzystaja̧ z systemȯw obliczeniowych takich jak Mathematica 1 obliczamy najwiȩkszy
wspȯlny dzielnik jedna̧ instrukcja̧

1Mathematica for doing Mathematics, by Stephen Wolfram
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GCD[a,b]

Na przyk lad najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb a = 105 i b = 56 obliczamy wykonuja̧c
instrukcje w systemie Mathematica

GCD[105,56]

out 7

Podobnie można rozwia̧zaċ w systemie Mathematica jedna̧ instukcja̧ rȯwnanie liniowe Dio-
fantosa

a ∗ x + b ∗ y = c

o wspȯ lczynnikach ca lkowitych a, b, c.

ExtendedGCD[a,b]

out { GCD[a,b],{x,y}}

Rozpatrzmy nastȩpuja̧cy przyk lad:

Przyk lad 1.22 Rozwia̧ż rȯwnanie Diofantosa

5 ∗ x + 3 ∗ y = 1

w systemie Mathematica

Rozwia̧zanie:

ExtendedGCD[5,3]

out {1,{-1,2}}

Sprawdzenie rozwia̧zania x = −1, y = 2

5 ∗ (−1) + 3 ∗ 2 = 1

1.7 Ċwiczenia

Stosowanie rozszerzonego algorytmu Euklidesa do rozwia̧zywania liniowych rȯwnaṅ Dio-
fantosa jest znacznie prostrze od jego ogȯlnego opisu. Niżej podajemy kilka przyk ladȯw
zastosowania rozszerzonego algorytmu Euklidesa.

Przyk lad 1.23 Rozwia̧ż rȯwnanie Diofantosa

2 ∗ x + 3 ∗ y = 4. (1.3)

Rozwia̧zanie:

W tym przyk ladzie  latwo okreṡlamy najwiȩkszy wspȯlny dzielnik wspȯ lczynnikȯw a = 2, b =
3 i c = 4 rȯwnania liniowego Diofantosa. Mianowicie

NWD(2, 3) = 1

Rȯwnież  latwo sprawdzymy warunek konieczny i wystarczaja̧cy istnienia rozwia̧zania tego
rȯwnania, gdyż najwiȩkszy wspȯlny dzielnik NWD(2, 3) = 1 dzieli wspȯ lczynnik c = 4.
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Zatem rozwia̧zanie rȯwniania (1.3) istnieje.
Stosuja̧c rozszerzony algorytm Euklidesa zanajdziemy rozwia̧zanie rȯwnania liniowego (1.3).

Mianowicie, najpierw znajdź najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb 2 i 3 wed lug schematu

a = r0 = 2, b = r1 = 3 | reszta
− −− −− −− −−− −− −− −− −− −
3

2
= 1 +

1

2
| r2 = 3 − 1 ∗ 2 = 1

2

1
= 2 | r3 = 0

Ska̧d piszemy najwiȩkszy wspȯlny dzielnik N(2, 3) = r2 = 1 w postaci rȯwnoṡci

3 − 2 ∗ 1 = 1 lub 2 ∗ (−1) + 3 ∗ 1 = 1

Zauważamy, że tutaj

m = 2,

k0 = 1, k1 = 0,

w1(k0, k1) = −1, w2(k0, k1) = 1,

K = 4

Mnoża̧c powyższa̧ rȯwnoṡċ przez sta la̧ K = 4, otrzymamy wyrażenie Diofantosa tego rȯwnania

2 ∗ 4 ∗ (−1) + 3 ∗ 4 ∗ 1 = 4

ska̧d wynika rozwia̧zanie szczegȯlne

x = 4 ∗ (−1) = −4 i y = 4 ∗ 1 = 4

Sprawdzenie:

2 ∗ x + 3 ∗ y = 2 ∗ (−4) + 3 ∗ 4 = 4

Przyk lad 1.24 Rozwia̧ż rȯwnanie Diofantosa

16 ∗ x + 7 ∗ y = 11. (1.4)

Rozwia̧zanie:

W tym przyk ladzie  latwo okreṡlamy najwiȩkszy wspȯlny dzielnik wspȯ lczynnikȯw a =
16, b = 7 rȯwnania liniowego Diofantosa. Mianowicie

NWD(16, 7) = 1

Rȯwnież  latwo sprawdzymy warunek konieczny i wystarczaja̧cy istnienia rozwia̧zania tego
rȯwnania, gdyż najwiȩkszy wspȯlny dzielnik NWD(16, 7) = 1 dzieli wspȯ lczynnik c = 11.
Zatem rozwia̧zanie rȯwniania (1.4) istnieje.
Stosuja̧c rozszerzony algorytm Euklidesa zanajdziemy rozwia̧zanie rȯwnania liniowego (1.4).

Mianowicie, najpierw znajdź najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb 16 i 7 wed lug schematu
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a = r0 = 16, b = r1 = 7 | reszta
−− −− −− −− −− −− −− −− −− −
16

7
= 2 +

2

7
| r2 = 16 − 7 ∗ 2 = 2

7

2
= 3 +

1

7
| r3 = 7 − 3 ∗ 2 = 1

2

1
= 2 | r4 = 0.

Ska̧d piszemy najwiȩkszy wspȯlny dzielnik N(16, 7) = r3 = 1 w postaci rȯwnoṡci

r3 = 7 − 3 ∗ 2 = 1 lub r3 = 7 ∗ 1 − 3 ∗ (16 − 7 ∗ 2) = 1, 16 ∗ (−3) + 7 ∗ 7 ∗ 1 = 1

Zauważamy, że tutaj

m = 3,

k0 = 2, k1 = 3, k2 = 2

w1(k0, k1, k2) = −3, w2(k0, k1, k2) = 7,

K = 11

Mnoża̧c powyższa̧ rȯwnoṡċ przez sta la̧ K = 11, otrzymamy wyrażenie Diofatosa tego rȯwnania

16 ∗ 11 ∗ (−3) + 7 ∗ 11 ∗ 7 = 11

Ska̧d wynika rozwia̧zanie szczegȯlne

x = 11 ∗ (−3) = −33 i y = 11 ∗ 7 = 77.

Sprawdzenie:

16 ∗ x + 7 ∗ y = 16 ∗ (−33) + 7 ∗ 77 = 11

Rozwia̧żmy nastȩpne rȯwnanie z wiȩksza̧ iloṡcia̧ obliczanych reszt.

Przyk lad 1.25 Rozwia̧ż rȯwnanie liniowe Diofantosa

975 ∗ x + 690 ∗ y = 360 (1.5)

Rozwia̧zanie:

Niżej znajdujemy najwiȩkszy wspȯlny dzielnik rȯwnania (1.5) stosuja̧c rozszerzony algo-
rytm Euklidesa, żeby znaleṡċ rozwia̧zania rȯwnania (1.5). To rȯwnanie ma rozwia̧zanie,
gdyż spe lnia warunek konieczny i wystarczaja̧cy. Mianowicie, najwiȩkszy wspȯlny dzielnik
NWD(975, 690) = 15 dzieli wspȯ lczynnik c = 360

a = r0 = 975, b = r1 = 690 | reszta
anie −− −− −− −− −− −− −− −− −− −

975

690
= 1 +

285

690
| r2 = 975 − 1 ∗ 690 = 285

690

285
= 2 +

120

285
| r3 = 690 − 2 ∗ 285 = 120

285

120
= 2 +

45

120
| r4 = 285 − 2 ∗ 120 = 45

120

45
= 2 +

30

45
| r5 = 120 − 2 ∗ 45 = 30

45

30
= 1 +

15

30
| r6 = 45 − 1 ∗ 30 = 15
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Cia̧g reszt

975 > 690 > 285 > 120 > 45 > 30 > 15

jest maleja̧cy.
Ostatnia reszta z dzielenia r6 = 15 rȯżna od zera jest najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem
liczb naturalnych a = r0 = 975 i b = r1 = 690. Zauważmy, że najwiȩkszy wspȯlny dzielnik
r6 = NWD(975, 690) = 15 jest rȯwnież najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem wszystkich
poprzednich reszt

r2 = 285, r3 = 120, r4 = 45, r5 = 30, r6 = 15.

Dalej stosujemy roszerzenie algorytmu Euklidesa, żeby znaleṡċ rozwia̧zanie rȯwnania (1.5).
W tym celu zapiszemy resztȩ r6 = NWD(975, 690) = 15 w postaci wyrażenia Diofantosa
rȯwnania (1.5).

r6 = 45 − 1 ∗ 30

= 45 − (120 − 2 ∗ 45)

= 45 − (120 − 2 ∗ (285 − 2 ∗ 120))

= 45 − (120 − 2 ∗ (285 − 2 ∗ (690 − 2 ∗ 285)))

= 45 − (120 − 2 ∗ (285 − 2 ∗ (690 − 2 ∗ (975 − 1 ∗ 690))))

= 975 ∗ (17 ∗ 24) + 690 ∗ (−24 ∗ 24)

Wyrażenie Diofantosa rȯwnania (1.5) otrzymamy zbieraja̧c wspȯ lczynnikȯw przy wspȯ lczynnikach
rȯwnania a = 975 i b = 690

975 ∗ (408) + 690(−576) = 15

Mnoża̧c obie strony powyższej rȯwnoṡci przez sta la̧

K =
c

NWD[a, b]
=

360

15
= 24

otrzymamy rȯwnoṡċ Diofantosa dla rȯwnania (1.5).
Ska̧d rozwia̧zanie szczegȯlne rȯwnania (1.5)

x = w1 = 408, y = w2 = −576.

Sprawdzenie:

975 ∗ 408 − 690 ∗ 576 = 360.

Przyk lad 1.26 Rozwia̧ż rȯwnanie Diofatosa

42 ∗ x + 36 ∗ y = 78 (1.6)

Najwiȩkszy wspȯlny dzielnik NWD(42, 78) = 6 wspȯ lczynnikȯw a = 42 i c = 78 dzieli
wspȯ lczynnik b = 36. Zatem rozwia̧zanie tego rȯwnania istnieje.

Stosuja̧c rozszerzony algorytm Euklidesa, obliczmy najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb a = 78
i b = 42 i jednoczeṡnie znajdziemy rozwia̧zanie rȯwnania (1.6). W liczbie a = 78 liczba
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b = 42 miejṡci siȩ raz i zostaje reszta 36.
Dalej wykonujemy dzielenia wed lug schematu

a = 78, b = 42 | reszta
−− −− −− − − −−

78

42
= 1 +

36

78
| 36 = 78 − 42

42

36
= 1 +

6

36
| 6 = 42 − 36

36

6
= 6 | 0

Rozwia̧zanie rȯwnania (1.6) otrzymamy wyrażaja̧c ostatnia̧ resztȩ 6 przez reszty poprzednie.

Mianowucie, piszemy
6 = 42 − 36

Mnoża̧c obie strony przez
78

6
= 13 otrzymamy wyrażenie Diofantosa

42 ∗ 13 − 36 ∗ 13 = 6 ∗ 13 = 78

Ska̧d otrzymamy rozwia̧zanie szczegȯlne rȯwnnia (1.6)

x = w1 = 13, |; y = w2 = −13.

Sprawdzenie:

Podstawiaja̧c do rȯwnaia (1.6) x = 13, y = −13, otrzymamy rȯwnoṡċ

42 ∗ 13 − 36 ∗ 13 = 78

1.8 Zadania

Zadanie 1.7 Oblicz

(i) 8 + 10(mod 4) =

(ii) 2 + 5(mod 7) =

(iii) 12(mod 7) + 13(mod 8) =

Zadanie 1.8 Dodaj, odejmij i pomnȯż stronami kongruencje. Sprawdź wyniki tych operacji.

18 ≡ 10(mod 4)

oraz
25 ≡ 17(mod 4)

Zadanie 1.9 Znajdź najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb a = 105 i b = 91

Zadanie 1.10 Znajdź najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb a = 1995 i b = 1190

Zadanie 1.11 Rozwia̧ż rȯwnanie Diofantosa

25 ∗ x + 12 ∗ y = 1

Zadanie 1.12 Rozwia̧ż rȯwnanie Diofantosa

5 ∗ x − 3 ∗ y = 9


