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TRȮJKA̧T PASCALA

Prof. dr. Tadeusz STYŠ
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1 Wzory uproszczonego mnożenia i dwumian Newtona 5
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Chapter 1

Wzory uproszczonego mnożenia
i dwumian Newtona

Jednomianem nazywamy cia̧g liczb lub cia̧g liczb i liter lub cia̧g tylko liter

po la̧czonych operacja̧ mnożenia.

Dla przyk ladu wymieṅmy kilka jednomianȯw

125 247, jedna liczba jest jednomianem

2 ∗ 5 ∗ 7, 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7,
3 ∗ a ∗ b a ∗ b ∗ c,

4 ∗ ∗5 ∗ x ∗ y ∗ z, 5 ∗ a2 ∗ b3 ∗ c4,

15 ∗ x3 ∗ y2 ∗ z3 7 ∗ 9 ∗ a4 ∗ b5 ∗ x6 ∗ y7.

Jasne, że każdy jednomian jest szczegȯlnej postaci wyrażeniem arytmetycznym,
jeżeli zawiera tylko liczby lub jest szczegȯlnym wyrażeniem algebraicznym,
jeżeli zawiera litery lub liczby i litery. Szczegȯlnym wyrażeniem arytmety-
cznym lub algebraicznym, gdyż tylko operacja mnożenia wystȩpuje w ich
okreṡleniu.
Dwumianem nazywamy sumȩ dwȯch jednomianȯw.

Na przyk lad

a + b, a − b, a2 + b2, 3x3 + 5y3.

Podobnie trȯjmianem nazywamy sumȩ trzech jednomianȯw.

Na przyk lad

a + b + c, 2 ∗ x3 + 4 ∗ y3 + 5 ∗ x ∗ y,

a2 + 2 ∗ a ∗ b + b2, x2 − 2 ∗ x ∗ y + y2.

Ogȯlnie wielomianem nazywamy sumȩ wielu jednomianȯw.

Natomiast, wielomianem stopnia n nazywamy sumȩ jednomianȯw nastȩpuja̧cej

postaci:

pn(x) = a0 + a1 ∗ x + a2 ∗ x2 + a3 ∗ x3 + · · · + an−1 ∗ xn−1 + an ∗ xn

5
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Wyrazy wielomianu piszmy rȯwnież w odwrotnej kolejnoṡci pomijaja̧c znak
mnożenia ∗.

pn(x) = an xn + an−1 xn−1 + an−2 xn−2 + · · · + a2 x2 + a1 x + a0.

1.1 Wzory uproszczonego mnożenia

1. Dwumian, dwumian kwadratowy i trȯjmian kubiczny.  Latwo
sprawdzamy nastȩpuja̧ce tożsamoṡci 1

(a ± b)1 = a ± b, dwumian stopnia n = 1
(a ± b)2 = a2 ± 2 a b + b2, dwumian kwadratowy n = 2
(a ± b)3 = a3 − 3 a2 ∗ b + 3 ∗ a ∗ b2 ± b3, trojmian kubiczny n = 3

Wzory na kwadrat sumy lub różnicy otrzymujemy przez mnożenie dwu-
mianu a ± b przez siebie.
Mianowicie, obliczmy

(a + b)2 = (a + b)(a + b) = a(a + b) + b(a + b)

= a2 + ab + ba + b2

= a2 + 2ab + b2,

(a − b)2 = (a − b)(a − b) = a(a − b) − b(a − b)

= a2 − ab − ba + b2

= a2 − 2ab + b2,

2.

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3, (a − b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3.

Podobnie sprawdzamy sześcian sumy lub różnicy.

1Tożsamoṡa̧ nazywamy rȯwnoṡċ, ktȯra jest prawdziwa dla wszystkich wartoṡci parametrȯw
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Mianowicie, obliczmy

(a + b)3 = (a + b)(a + b)2 = a(a + b)2 + b(a + b)2

= a(a2 + 2ab + b2) + b(a2 + 2ab + b2)

= (a3 + 2a2b + ab2) + (ba2 + 2ab2 + b3)

= a3 + 3a2b + 3ab2 + b3,

(a − b)3 = (a − b)(a − b)2 = a(a − b)2 − b(a − b)2

= a(a2 − 2ab + b2) − b(a2 − 2ab + b2)

= (a3 − 2a2b + ab2) − (ba2 − 2ab2 + b3)

= a3 − 3a2b + 3ab2 − b3,

3. Suma kwadratów.
Suma kwadratów dwóch liczb rzeczywistych różnych od zera jest dodat-

nia i równa siȩ zero wtedy i tylko wtedy, gdy obie liczby sa̧ równe zero.
Mianowicie, piszemy

a2 + b2 > 0, gdy a 6= 0 lub b 6= 0,

a2 + b2 = 0, gdy a = 0 i b = 0.

4. Różnica kwadratów.
Różnica kwadratów dwóch liczb rzeczywistych rozk lada siȩ na czynniki

liniowe. Mianowicie, mamy

a2 − b2 = (a − b)(a + b).

Sprawdzamy ten wzór wykonuja̧c mnożenie

(a − b)(a + b) = a(a + b) − b(a + b) = (a2 + ab) − (ba + b2) = a2 − b2.

5. Suma sześcianów.
Suma sześcianów dwóch liczb rzeczywistych rozk lada siȩ na iloczyn

a3 + b3 = (a + b))(a2 − ab + b2).

Sprawdzamy ten wzór wykonuja̧c mnożenie

(a + b)(a2 − ab + b2) = a(a2 − ab + b2) + b(a2 − ab + b2)

= (a3 − a2b + ab2) + (ba2 − ab2 + b3) = a3 + b3.
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6. Różnica sześcianów.
Różnica sześcianów dwóch liczb rzeczywistych rozk lada siȩ na iloczyn

a3 − b3 = (a − b))(a2 + ab + b2).

Sprawdzamy ten wzór wykonuja̧c mnożenie

(a − b)(a2 + ab + b2) = a(a2 + ab + b2) − b(a2 + ab + b2)

= (a3 + a2b + ab2) − (ba2 + ab2 + b3) = a3 − b3.

1.1.1 Ċwiczenia

Przyk lad 1.1 Wykonaj dzia lanie

(i) (2a + 3)2, (ii) (
x

2
− 4)2,

(ii) (3a + 2)3, (iv) (2x − 3y)3,

Rozwia̧zanie. Stosuja̧c wzory, obliczamy

ad.(i) (2a + 3)2 = (2a)2 + 2(2a)3 + 32 = 4a2 + 12a + 9.

sd.(ii) (
x

2
− 4)2 = (

x

2
)2 − 2(

x

2
)(−4) + (−4)2

=
x2

4
− 4x + 16.

ad.(iii) (3a + 2)3 = (3a)3 + 3(3a)22 + 3(3a)22 + 23

= 27a3 + 54a2 + 36a + 27.

ad.(iv) (2x − 3y)3 = (2x)3 − 3(2x)2(3y) + 3(2x)(−3y)2 − (3y)3

= 8x3 − 36x2y + 54xy2 − 27y3.

Zadanie 1.1 Wykonaj dzia lania

(i)
(5a + 2)2

(2a − 3)2
, (ii) (

x2

3
− 1)2,

(ii) (3a + 2)3, (iv) (
3x − 2y

2x + 3y
)3,

Zadanie 1.2 Uprość wyrażenie

(i)
(a2 + b2)(a3 − b3)(a3 + b3)

[(a + b)2 + (a − b)2](a2 + ab + b2)(a2 − ab + b2)

(ii)
1 + x + x2 + x3

1 + x2
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1.2 Dwumian Newtona (1642-1727).

Jednym z najważniejszych i szeroko stosowanym jest Dwumian Newtona:

(a+b)n =

(

n

0

)

an b0+

(

n

1

)

an b1+

(

n

2

)

an−2 b2+· · ·+

(

n

n − 1

)

a1 bn−1+

(

n

n

)

a0 bn

(1.1)
lub w Σ (sigma) notacji

(a + b)n =
n
∑

k=0

(

n

k

)

an−k bk (1.2)

Napiszmy Dwumian Newtona dla n = 1, 2, 3, 4, 5,

(a + b)1 =
1
∑

k=0

(

1

k

)

a1−kbk = a + b, n = 1

(a + b)2 =
2
∑

k=0

(

2

k

)

a2−kbk = a2 + 2ab + b2, n = 2

(a + b)3 =
3
∑

k=0

(

3

k

)

a3−kbk = a3 + 3a2 b + 3ab2 + b3, n = 3

(a + b)4 =
4
∑

k=0

(

4

k

)

a4−kbk = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4, n = 4

(a + b)5 =
5
∑

k=0

(

5

k

)

a5−kbk = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5, n = 5

Napiszmy kilka w lasnoṡci symbolu Newtona

(

n

k

)

.

1.

(

n

0

)

=

(

n

n

)

= 1.

2. Symetria
(

n

k

)

=

(

n

n − k

)

Sprawdzamy
(

n

n − k

)

=
n!

(n − k)!(n − (n − k))!
=

n!

k!(n− k)!
=

(

n

k

)

3.

(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

=

(

n + 1

k + 1

)

. Sprawdzamy

(

n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
=

n!

(k + 1)!(n − k − 1)!
∗

k + 1

n − k
(

n

k + 1

)

=
n!

(k + 1)!(n − k − 1)!
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Sumuja̧c stronami powyższe rȯwnoṡci, otrzymamy

(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

=
n!

(k + 1)!(n − k − 1)!
∗

k + 1

n − k
+

n!

(k + 1)!(n − k − 1)!

=
n!

(k + 1)!(n − k − 1)!
∗ (

k + 1

n − k
+ 1)

=
n!

(k + 1)!(n − k − 1)!
∗

n + 1

n − k

=
(n + 1)!

(k + 1)!(n − k)!

=

(

n + 1

k + 1

)

4. Suma wspȯ lczynnikȯw dwumianu Newtona

n
∑

k=0

(

n

k

)

= 2n

Sprawdzamy

(1 + 1)n =
n
∑

k=0

(

n

k

)

1n−k1k =
n
∑

k=0

(

n

k

)

= 2n.

1.3 Trȯjka̧t Pascala (1623-1662).

Trȯjka̧t Pascala tworza̧ wspȯ lczynnniki dwumianu Newtona.
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Obliczaja̧c wartoṡci wspȯ lczynnikȯw dwumianu Newtona ze wzoru

(

n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
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ktȯre podane sa̧ niżej w tabeli

(a + b)0 · · · · · · · · · · · · · · · 1
(a + b)1 · · · · · · · · · · · · 1 1
(a + b)2 · · · · · · · · · 1 2 1
(a + b)3 · · · · · · 1 3 3 1
(a + b)4 · · · · · · 1 4 6 4 1
(a + b)5 · · · 1 5 10 10 5 1
(a + b)6 · · · 1 6 15 20 15 6 1
(a + b)7 1 7 21 35 35 21 7 1

. . . · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

W lasnoṡci wspȯ lczynnikȯw Newtona można  latwo odczytaċ z powyższych tabeli.
Mianowicie, w lasnoṡċ 1

(

n

0

)

=

(

n

n

)

= 1.

jest widoczna, ponieważ skrajne wartoṡci w każdym wierszy rȯwnaja̧ siȩ 1.
Rȯwnież jest widoczna w tabeli w lasnoṡċ 2, symetria

(

n

k

)

=

(

n

n − k

)

.

Tabelȩ wartoṡci wspȯ lczynnikȯw Newtona w n − tym wierszu tworzymay sto-
suja̧c w lasnoṡċ 3, to jest wzȯr.

(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

=

(

n + 1

k + 1

)

Na przyk lad, z wartoṡci już obliczonych w wierszu n − 1 obliczmy wartoṡci w
wierszu n

n = 1, k = 0,
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n = 2, k = 0,
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+
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1

)

= 1 + 2 = 3 =

(

3

1

)

n = 2, k = 1,

(
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)

+

(

2
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)

= 2 + 1 = 3 =
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)

n = 3, k = 0,
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+
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3
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)

= 1 + 3 = 4 =
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n = 3, k = 1,
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+

(

3

2

)

= 3 + 3 = 6 =

(

4

2

)

n = 3, k = 2,

(

3

2

)

+

(

3

3

)

= 3 + 1 = 4 =

(

4

3
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