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Chapter 1

Geometria

Geometria Euklidesowa, ktora obejmje geometrie ptaska i geometrie przestrzenna
wchodzi do podstawy programu nauczania na poziomie podstawowym i Srednim.
W szkole podstawowej do programu rozszerzonnego matematyki wchodza tylko
niektore tematy wsparte cwiczeniami, ktore sa opisane w paragrafie &1, &2,

&3.

1.1 Geometria plaska

Zakres geometrii ptaskiej obejmuje konstrukcje z linijka i cyrklem figur ptaskich
oraz zwiazki miarowe w trojkatach, prostokatach, rownolegtobokach, w okregach
i w wielokatach foremnych.

1.1.1 Proste prostopadle i prosterownolegte

Opis potozenia prostych na plaszczyznie zacznijmy od instrukeji konstrukeji
prostej prostopadtej do danej prostej i przechodzacej przez dany punkt.
Stawiamy nozke cyrkla w danym punktcje i zakreslamy tuki przecinajgce dang
prostq. Nastepnie stawiamy nozke cyrkla w pierwszym punkcie przeciecia i za-
kreslamy okrqg, podobnie stawiamy nozke cyrkla w drugim punkcie przeciecia i
zakreslamy drugi okrgg. Laczymy punkty przeciecia okregow linigkg. Widzimy,
ze w ten spob narysowalismy prostq prostopadle do danej prostej i przechodzgcg
przez dany punkt.

Zadanie 1.1 Narysuj prostqg prostopadtq do prostej na rysunku i przechodzgcej
przez dany ponkt, wedtug powyzeszego opisu.




Zadanie 1.2 Narysuj prostqg rownolegla do prostej na rysunku i przechodzgcej
przez dany ponkt

Konstrukcja prostej rownoleglej do danej prostej i przechodzgcej przez dany
punkt oparta jest na rysowaniu rownolegtoboku.
Opis konstrukcji: stwiamy nozke cyrkla w danym punkcje i zakreslamy okrqg,
ktory przecina dang prostg w dwoch punktach. Lgczymy pierwszy punkt przeciecia
z danym punktem linijkq. Nastepnie stawiamy nozke cyrkla w drugim punkcie
1 tym samym promieniem zakreslamy drugi okrgg. Lqczymy punkt przeciecia
okregow z danym punktem linikg. Widzimy, Ze w ten sposob narysowalismy
prostg rownoleglg.

Na nizej danym rysunku mamy zaznaczone katy parami rowne:

1
34

5 6
7,8

Dwie linie proste rownolegte

e katy wierzchotkowe
4l=<4, 92=43, 45=<8, <6=<7
e katy odpowiadajace
4l=<5, 93=<97 <2=<6, <94=<8
e katy naprzemianlegle wewnetrzne
43=<6, <4=45,
e katy naprzemianlegle zewnetrzne
41=<8, 92=«T7T,
e katy przylegte
Qli <2, 93194, Q11 <93, <2114

<51 <96, Q71 48, Qb AT, <67 <8



Zadanie 1.3 Jeden z kqtow wierzchotkowych rowny jest 30°.
1,2
3/ 4

5,/6
7,8

Fig. 4. Dwie linie proste rownolegte

Oblicz wszystkie kqty

(a) wierchotkowe

(b) naprzemian legte

(c¢) odpowiadajgce

(d) przylegte

Zaznacz wartosci wszystkich kgtow na rysunku

1.1.2 Trojkaty

Rozrozniamy nastepujace trojkaty: trojkaty rownoboczne, trojkaty rownoramienne,
trojkaty prostokatne i trojkaty dowolne.

Konstrukcja trojkata o tych samych katach i o bokach proporcjonalnych: Na
plaszczyznie wybieram trzy rozne punkty A, B i C i laczymy te punkty
uzywajac linjki. W ten sposob narysowalismy trojkat. Boki AB i AC przedtuzamy.
Na przedhuzonych bokach odktadamy odcinki rowne dtugosci bokow AB i AC,
odpowiednio. Laczymy zaznaczone konce odcinkow. Widzimy, ze w ten sposob
narysowalismy drugi trojka ktory ma katy te same co wczesniej narysowny
trojkat, natomiast boki ma dwa razy dluzsze. Rzeczywiscie, oba trojkaty maja

te same katy, poniewz bok BC' jest rownoleglty odpowiedniego boku wiekszego
trojkata, jako katy odpwiadajace.

Przyklad 1.1 Narysuj trojkgt o tych samych kgtach i o bokach dwa razy
dtuzszych uzywajge linigki 1 cyrkla. Zmierz kqty tego trojkgta. Oblicz sume
kgtow tego trojkqta

C
4




Tréjkat AABC

h
Pole trojkgta = %, obwod trojkgta =a + b+ c

Trokat rownoboczny ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy rowne.
Konstrukcja trojkata rownobocznego. Rysujemy odcinek o ustalonej dlugosci
bokow trojkata. Stawiamy nozke cyrkla na poczatku odcinka i zakreslamy
okrag o promieniu rownym dlugosci odcinka. Nastepnie stawiamy nozke cyrkla
na drugim koncu odcinka i tym samym promieniem zakreslamy okrag. Laczymy
punkt przeciecia okregow z koncami odcinka. Widzmy, ze w ten spoob powstat
trojkat o rownych bokach i rownych katach.

Przyklad 1.2 Zmierz boki i kqty trojketa na rysunku
C

q

Trogkat rownoboczny AABC
h
Pole trojkqta = %, obwod trojkgta =a +a+a=3*a

Narysug trogkgt o tych samych kgtach i o bokach dwa razy dtuzszych uzywajgc
linggki @ cyrkla. Zmierz kgty tego trojkgta. Oblicz sume kgtow tego trojkqta

Trojkat rownoramienny A ABC ma dwa boki boki rowne i dwa katy przy
podstawie tez rowne.

Konstrukcja trojkata rownoramiennego. Rysujemy odcinek o ustalonej dhugosci
jako podstawe trojkata. Stawiamy nozke cyrkla na poczatku odcinka i za-
kreslamy okrag o promieniu rownym bokowi trojkata. Nastepnie stawiamy
nozke cyrkla na drugim koncu odcinka i tym samym promieniem zakreslamy
okrag. Laczymy punkt przeciecia okregow z koncami odcinka. Widzmy, ze w
ten spoob powstal trojkat o roworamienny.

, obwod trojkata =a + 2 x b

.. a *
Pole trojkata =

Przyklad 1.3 Narysuj trojkgt rownoramienny o bokach trojkgta na rysunku



uzywajgce lingki © cyrkla.

C

e «
A a B
Zmierz boki i kgty tego trogkgta. Oblicz obwod i pole trojkgta, oblicz sume

kgtow tego trojkqta

Trojkat prostokatny
.. axb e
Pole trojkata = 5 obwod trojkata =a + b+ ¢

W trojkacie prostokatnym wyrozniamy przyprostokatne AB i AC', o dtugosci
a i b, przeciwprostokatna BC, o dlugosci ¢, kat prosty a = 90° i dwa katy
przylegle 5, v

Zadanie 1.4 Zmierz boki i kgty tego trojkgta.

=/Q

A a B

Trojkat prostokgtny AABC
Narysug trogkgt o tych samych kgtach i o bokach dwa razy krotszych uzywajgc
linygki 1 cyrkla. Oblicz sume kgtow tego trojkgta

1.1.3 Czworokaty

Cworokat ABC'D o wierzchotkach A, B, C, D ma cztery boki o dlugosci
a, b, ¢, d, cztery katy o, 3, v, 6.

Zadanie 1.5 Zmierz boki i kgty tego czworokgta. Oblicz obwod i sume kgtow
czworokgta.
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Czworokgt ABC'D

a = b = ,c = ,d =
Obwod =
o = 76 = Y= 76 =

Suma = a + f 0 + v =

Kwadrat ABCD ma cztery boki rowne a, cztery katy proste rowne 90°.

Pole kwadratu = a * a, obwod kwadratu =4 x a

Zadanie 1.6 Zmierz boki i kgty kwadratu. Oblicz obwod i sume kgtow kwadratu.
a

0 00
0 =90 v =90
a a
a = 90° 3 = 90°
A a B

Kwadrat ABCD



11

a = b = ,c = ,d =
Obwod =
Pole =
a = B= = 8=

Suma = o + B + o0 + v =

Zadanie 1.7 Prostokat ABCD ma cztery boki parami rowne a = ¢, b = d
cztery katy proste rowne 90V,

Pole prostokgta = a x b, obwod prostokgta =2 xa + 2% b

D ; ¢ +«C
5 =90 v =90

d b
o = 90" B = 90"

A a B

Prostokqt ABC'D
Zmaerz boki 1 kgty prostokgta. Oblicz obwod, pole 1 sume kgtow prostokgta.

a = b = ,c = ,d =
Obwod =
Pole =
a = B= A= 8=

Suma = o + B + 6 + v =

Zadanie 1.8 Rownoleglobok ABCD ma cztery boki parami rowne a =
¢, b=d cztery kqty parami rowne i wysoksc h.
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Pole rownolegtoboku = a * h, obwod rownolegloboku =2 x a + 2% b

D ¢ C
180« a

Qv 180° — «v
A a B

Rownolegtobok ABC D

Zmierz boki i kgty rownolegtoboku. Oblicz obwod, pole i sume kgtow rownplegtoboku.
a = b = ,C = ,d =
Obwod =
Pole =

Suma = o + B + 6 + v =

Zadanie 1.9 Romb ABCD ma cztery boki rowne a cztery kgty parami rowne
1 wysoksc h.

Pole rombu = a * h, obwod rombu =4 *x a

D
b =180° — «

A a

Romb ABCD
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Zmierz boki 1 kgty rownolegtoboku. Oblicz obwod, pole i sume kgtow rombu.

a = b = ,c = ,d =
Obwod =
Pole =
o = b= o= 6=

Suma = o + S + o0 + v =

1.1.4 Okrag i kolo

Obszar wewnatrz okregu nazywamy kotem. Na pierwszyym rysunku, zaznacz
srodek okregu, promien okregu, srednice okregu i obwod okregu. Na drugim
rysunku zaznacz koto.

Obwod okregu = 2 7 %7, , pole kota = m* 1%, 7~ 352 =3.14,

Srednica okregu rowna jest 2 razy promien okregu.

Zadanie 1.10 Narysuj cyrklem okrgg o promieniu Scm. Zaznacz kredkg wnetrze
okregu jako kolo o promieniu Scm.
Oblicz $rednice okregu, obwod okregu, pole kota.

srednica okregu =
obwod okregu =

pole kola =

1.2 Zwiazki miarowe, proporcje i podobienstwo figur
plaskich

Zwiaki pomiedzy bokami i katami trojkata, cechy przystawania trojkatow,
trojkaty podobne, proporcje, twierdzenie Talesa. miara katowa i miara tukowa
katow, kat srokowy i kat wpisany w okrag stanowia tres¢ nastepnych para-
grafow

Zadanie 1.11 Narysuj okrgg o promieniu 2cm. W tym okegu narysuj kgt
srokowy i kgt wpisany w okrgg oparty na tym samym tuku co kgt Srodkowy.
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Zmierz kgtomierzem kgt srodkowy i kgt wpisany w okrqg.

1.2.1 Suma katow trojkata

Suma katow kazdego trojkata rowna jest 180°, w mierze tukowej 7 radianow.
Nizej rozpatrzmy geometrycznp interpretaje sumy katow trojkata.

7 rysunku, zauwazamy, ze suma katow kazdego trojkata rowna jest 180°.
Rzeczywiscie, prosta DC' jest rownolegla do podstawy AB trojkata ABC .
Katy naprzemianlegle wewnetrzne a przy podstawie i o przy odcinku DC
sa rowne, podobnie [ przy podstawie AB i 3 przy odcinku DC' sa rowne.
Widzmy, ze

a+ [+ =180°

To znaczy, ze suma katow kazdego trojkata rowna jest 180°.

1.2.2 Trojkaty przystajace

Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli maja wszystkie boki rowne i wszystkie
katy rowne. Jasne, ze na to zeby dwa trojkaty byly przystajace wystarczy,
zeby mialy rowne boki, gdyz wtedy automatycznie wszystkie katy musza miec
rowne. O tym mowi pierwsza cecha przystawania trojkcatow.

Pierwsza checha przystawania trojkatow. Dwa trojkaty sa przystajace,
jezeli maja wszystkie boki rowne.

Narysuj trojkat o tych samych o bokach uzywajac linijki i cyrkla. Zmierz katy
tego trojkata. Oblicz sume katow tego trojkata

Druga cecha przystawania trojkatow. Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli
maja dwa boki rowne i katy przylegte do tych bokow rowne. Sprawdzamy, ze
wtedy pozostate boki musza byc¢ rowne i katy tez rowne.

Trzecia cecha przystawania trojkatow. Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli
maja dwa boki rowne i kat pomiedzy tymi bokami rowny.
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1.2.3 Proporcje

Proporcja prosta. Wartosci zmiennej y sa proporcjonalne do wartosci zmien-
nej z, jezeli dla ustalonej wartosci k£ wspotezynnika proporcji zachodzi rownosé

y=kx*xx

dla kazdych wartosci zmiennych x, y.
Wtedy mowimy, ze wartosci y sa wprost proporcjonalne do wartosci zmiennej
x. To znaczy, jezeli x ro$nie to y tez rosnie.

Przyklad 1.4 Nastepujgce wartosci sg proporcjonale:

x=1,234,,5 y=2,4,6,810

y=2x*uz, wspolczynnik proporcji k = 2
x=1,2,3,4,5 y=10,20,30,40,50

y =10 %z, wspolczynnik proporcji k = 10

r=2,4,6,810, y=1,234,5

1
Y= =%z, wspolczynnik proporcji k = 3

Zadanie 1.12 Ktore pary wartosci zmiennych x,y sqg wprost proporcjonalne?
jezeli sq wprost proporcjonalne podaj wspotczynnik proporcjonalnosci.

(i) ==1,3,57,9, y=3,9,15,21,27
(ii) = =4,12,20,28,36, y=1,3,57,9

(iii) = = 10,30,50,70,90, y=1,3,4,7,9

Proporcja odwrotna. Wartosci zmiennej y sa odwrotnie proporcjonalne do
wartosci zmiennej x, jezeli dla ustalonej wartosci & wspotczynnika proporcji
zachodzi rownosc

y=-
T

dla kazdych wartosci zmiennych x, y.
Wtedy mowimy, ze wartosci y sa odwrotnie proporcjonalne do wartosci zmi-
ennej z. To znaczy, jezeli x rosnie to y maleje.

Przyklad 1.5 Nastepujgce wartosci s¢ odwrotnie proporcjonale:
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1111
xz ) ) ) ) ) y 2 3 4 5
1
y=—, wspolczynnik proporcji k =1
x
x=2,4,6,8,10, y=1,2,3,4,5
2 . .
y=—, wspolczynnik proporcji k = 2
x
x = 20,40, 60, 80,100, y=2,4,6,8,10
10 . .
y=—, wspolczynnik proporcji £ = 10
x

Zadanie 1.13 Ktore pary wartosci zmiennych x,y sq¢ odwrotnie proporcjon-
alne? jezeli sq¢ odwrotnie proporcjonalne podaj wspotczynnik proporcjonalnosci.

(1) =1,3,5,7,9 _g 2222
? [L’—,,,,, y_73>57779
55 5 35 45
%) = 2 - 272
(i) = =4,12,20,28,36, y 565 12’ 18
(#3i) = = 10,30,50,70,90, y=1,3,4,7,9

Cztery wartosci a, b, ¢, d sa proporcjonalne, jezeli spelniaja rownosc

a C
T a .
= dla b#£0,d#0

Wtedy prawdziwa jest tez rownosc
a*d=c+*b, mnozenienakrzyz

Przyklad 1.6 Wartosci a = 1, b = 2, ¢ = 10, d = 20 sg proporcjonalne,
poniewaz
2 20

330
mamy rowniez
2%x30=3x%20=060

1.2.4 Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata przetniemy dwiema prostymi rownolegltymi, to dlugosci
odcinkow wyznaczonych przez te proste na jednym ramieniu kata sa propor-
cjonalne do dtugosci odcinkow wyznaczonych przez te proste na drugim ramie-
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niu kata

a_c a_b
b d c d
a . C _{
a+b c+d vy

Przyklad 1.7 Oblicz wysokosc drzewa z odlegtosci 50m. Stosujgc twierdzenie
Talesa obliczamy wysokosc¢ drzewa y z proporcyi

a x _(a+b)xzx

a+b:y’ v= a

Dane: a + b = 50m, Dokonujemy pomiarow a = 2m, x = 0.5m do proporcji,
zobacz na rysunku.

0 a + b =50

b 50 % 0.5
Podstawiajge dane obliczamy wysokosc drzewa y = (a+b)xe _ 2 =12.5

a

Twierdzenie Talesa stosujemy w zadaniach dzielenia odcinka w danej pro-
porcji.



18

Przyklad 1.8 Podzieli¢ odcinek AB w stosunku 2 : 3

Rozwiazanie. Na ramieniu AC zaznaczamy dowolng rozwartoscig cyrkla trzy
punkty D, E 1 punkt C'. Nastepnie, toczymy punkt C' z punktem B uzywajgc
linygki. Rysujemy rownolegte do odcinka BC' przechodzgce przez punkty D 1
E. W ten sposob dostajemy podziat odcinka AB punktem F w stsunku 2 : 3,
Zatem, z twierdzenia Talesa mamy proporcje

|AF| 2

|AB| 3

Zadanie 1.14 Oblicz wysokosc drzewa z odlegtosci 150m, wiedzge, zZe wysokosé
listwy geodezyjnej rowna jest 2m i jej odleglosc od punktu pomiaru 10m.

Zadanie 1.15 Podzieli¢ odcinek AB w stosunku 1 : 3

A B

1.2.5 Twierdzenie Pitagorasa

Figury ptaskie, twierdzenie Pitagorasa, wielokaty foremne, okrag: kat srodkowy
i kat wpisany w okrag, miara tukowa k atow, konsrukcje figur ptaskich, fig-
ury przestrzenne granastostupy proste, walce, stozki, ostrostupy, sfery i kule,
obliczanie objetosci i pola powierzchni.

Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym wynikaja ztwierdzenia Pitagorasa.

C

A a B

Trojkat prostokatny AABC
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Twierdzenie 1.1 W trokgcie prostokgtnym suma kwadratow przyprostokgtnych
rowna jest kwadratowi przeciwprostokgtnej

a4+ b =2

Tutaj przez a 1 b oznaczone sq¢ przyprostokgtne, literq ¢ oznaczona jest przeci-
wprostokgtna, (zobacz rysunek)

Przykitad 1.9 Obliczc bok x trojkgta prostokgtnego

A 3 B

Trojkat prostokgtny AABC

Przykiad 1.10 Obligz bok y trojkqta prostokgtnego

10 6

A ” B

Trojkat prostokgtny AABC

Przyklad 1.11 Oblicz przeciwprostokgtng trojkgta prostokgtnego, wiedzqc, Ze
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przyprostokgtne a = % b=12

A a B

Trojkat prostokgtny AABC

Przyklad 1.12 Oblicz wszystkie boki trojkgta prostokgtnego, wiedzqc, zZe przypros-
tokgtna a = 12cm, przyprostokgtna b jest o 4dem diuzsza od przyprostokgtnes
a, natomiast przeciwgrostokqtna c jest dtuzesza o 8cm od przyprostokgtne; a.

A - B

Trojkat prostokgtny AABC

1.2.6 Miara tukowa kata

Miare tukowa kata a okreslamy jako stosunek diugosci tuku [ opartego na kacie
a do promienia R

a=—

R

Kat pely, ktory w mierze katowej ma 360° oparty jest na tuku [ = 27 x R
rownym obwodowi okregu. Zatem miara tukowa kata pelego rowna jest
2t x R
a = =27
R

Podobnie kat polpelny, ktory w mierze katowej ma 180° oparty jest na tuku
Il = m % R rownym potowie obwodu okregu. To znaczy, ze miara hukowa kata
polpelnego rowna jest

7T>1<R_
T

Rowniez kat prosty, ktory w mierze katowej ma 90° oparty jest na tuku
I 2rx R mx R

4 2

a = s

rownym czwartej czesci obwodu okregu. To znaczy, ze
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miara tukowa kata prostego rowna jest

xR w

2R 2

W istocie, miara tukowa kata nie zalezy od dlugowci promienia R. Dlatego
mozemy przyjac R =1

Jednostdnostka miary tukowej kata jest 1 radian. Kat pelny ma 2x7 radianow,
ktoremu w mierze katowej odpowiada 360°. Zatem, jeden stopnien

=

0o _2*m_ i7’adz'omow
360 180

natomiast 180
1 radian = —
T
Przyklad 1.13 Oblicz miare ukowq kqta 30°.
Rozwiazanie. Korzytamy z proporcji, katowi 180° odpowiada miara tukowa
tego kgta 7 radianow. Zatema kgtowi 30° odpowiada miara tukowa x radianow.

Tq proporcje zapisujemy r.ownaniem
T x

180 30
Skad obliczamy miare tukowg kg 30°

30 %7
l’:

T
180 6
Zadanie 1.16 Oblicz miare tukwg kgtow

(1) 45°, (i) 60°
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1.2.7 Kat srodkowy i kat wpisany w okrag

Katem srodkowym nazywamy kat pomiedzy promieniami okregu o wierzchotku
w Srodku okregu. Katem wpisanym nazywamy kat, ktorego trzy wierzchotki
leza na okregu.

Zwiazek pomiedzy katem srodkowym i katem wpisanym w okrag

Twierdzenie 1.2 Kgt srodkowy oparty na tym samym tuku co kgt wpisany w
okrgg jest dwa razy wiekszy od kgta wpisanego

Dowod.
Zauwazamy, ze trojkaty rownoramienne AABO, AACO o ramionach rownych
promieniowi okregu R maja katy przy podstawach AB i AC rowne (i v,
zaznaczone na rysunku.
Natstepnie zauwazamy, ze

a=p3+7y
264—52:7{'
2’}/+53:7T

2ﬁ+2’}/+52+53:27{', 52—|—53:27T—2ﬁ—2’}/
51—|—52—|—53:27T,
O =21 — (d2+03) =21 =21+ 2(B+7) =2(8+7) =2«

Skad, otrzymamy,ze kat srodkowy d; = 2a jest dwa razy wiekszy od kata
wpisanego «.

Whiosek: Kat wpisany oparty na srednicy okregu jest prosty, ma 0, w mierze
lukowej ma 7 radianow.

1.2.8 Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym

Rozpatrzmy trojkat prostokatny oparty na srednicy AB okregu
7 twiedzenia Pitagorasa wynika zwiazek pomiedzy bokami trojkatata pros-
tokatnego

|AC|? + |BC|* = |ABJ?

Zwiazek ten implikuje inne miary w trokatach prostokatnych, rownoramiennycj
i rownobocznych.
Zauwazmy, ze trojkaty

A ABC, A ADC, A DBC
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sa podobne. Zatem na przeciw rownych katow maja proporcjonalne boki.
Zproporcji
h  |DB|
|IAD|  h
wynika, ze wysokos¢ h rowna jest Sredniej geometrycznej rzutow przypros-
tokatnych na przeciwprostkatna. To znaczy

lub  h?=|AD|x|DB)|

h = /|AD| | DB

1.2.9 Trojkacie rownoboczny

Trojkat rownoboczny ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy rowne o = 60°,
i
w mierze tukowej o = 3 jak na rysunku

C

Trojkat rownoboczny AABC

Wysokosé h trojkata A ABC jest dwusiecznna kata « i dzieli podstawe a na
polowe w punkcie D. Podobnie wysokosci trojkata rownobocznego spuszcone
na pozostate boki dziela podstawe na polowy i przecinaja sie w jednym punkcie
O. Punkt przeciecia wysokosci O dzieli te wysokosci w stusunku 1 : 3. To
znaczy zachodzi nastepujaca proporcja

\DO| 1

DC| 3’ DG =h

Stad mamy

1 2
D = — 1 = —
DO| = 3h, i |0C| = Zh

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysokosc h trojkats A ABC
3 9

2 _ 2 7N\2 Y
W =a (2) 4a>

Wysokosé trojkata rownobocznego
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Obliczamy pole trojkata rownobocznego

P:h*g:a\/g*g
2 2 2
P:azi/g

Pole trojkata rownobocznego o boku a




