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Chapter 1

Funkcje elementarne

Do funkcji elementarnych zaliczamy wielomiany, funkcje wymierne, funkcje
wykladnicze, funkcje logarytmiczne, funkcje trygonometryczne i funkcja pier-
wiastek kwadratowy. W rozszerzonym programie szkoly podstawowej wiedza
o funkcjach elementarnych ma charakter wstepny. W rozdziale Wielomiany
opisane zostaly fukcje liniowe, trojmian kwadratowy i wielomiany stopnia n.
W tym rozdziele przedstawimy niektore z funkcji elementarnych w zakresie
podstawowym wsparte licznymi przyktadamy i ¢wiczeniamy.

1.1 Funkcje wymierne

Zbior liczb wymiernych jest rozszerzeniem zbioru liczb catkowitych. Podobnie
zbior funkcji wymiernych jest rozszerzeniem zbioru wielomianow.
Mianowicie, funkcje wymierne okreslamy jako iloraz wielomianow

-1
~pa(®) " a2 4 a1+ ag

Cgm(@) by A+ b 4 b+ by

stopni n i m, odpowiednio.

Dziedzina funkcji wymiernych jest zbiér tych liczb rzeczywistych x € R dla
ktérych mianownik ¢,,(x) # 0 jest rézny od zera. Zatem dziedzina funkcji
wymiernej w(x) jest zbidr liczb rzczywistych

D={x€eR: qu(z)#0}

w(z)

1.1.1 Przylady funkcji wymiernych

Hyperbola
1
w(r) = —, x#0
x

jest najprostrza a zarazem podstawowa funkcja wymierna, ktora chrakteryzuje
wazne wiasnosci wszystkich funkeji wymiernych.

Rozpatrzmy nastepujace wlasnosci hyperboli:
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1. dziedzing

2. zbiér wartosci

3. posta¢ utamka prostego
4. asymptoty

Dziedzina tej funkcji wymiernej jest zbiér liczb rzeczywistych réznych od zera.
Piszemy
D={zxeR: z#0.}

Roéwniez zbiorem jej wartosci tez jest zbior liczb rzezywistych réznych od zera,
1
gdyz — # 0 dla x # 0. Wykresem tej funkcji wynmiernej jest hyperbola
x
J

Asymptota pozioma y=0 Asymptota pionoia 1=0

Wykres hyperboli y=1/x

Zauwazmy, ze ta hyperbola ma dwie asymptoty pozioma o$ x i pionowa os y
Przyklad 1.1 Rozpatrzmy funkcje wymierng

w(z)

_:17—1
41

x# —1.

podaj
1. dziedzine
2. zbior wartosci
3. posta¢ utamka prostego
4. asymptoty

Dziedzina tej funkcji wymiernej jest zbidr liczb rzeczywistych réznych od —1.
Piszemy
D={xeR: z2#0.}

Ta funkcje wymierna zapiszmy wpostaci utamkow prosych utamki proste

_:17—1_:5—1+2—2_(:B—|—1)—2_1 2

= = , x# —L
r+1 r+1 r+1 r+1

w(z)



Zbiorem wartosci tej funkeji jest zbidr liczb rzczywistych réznych od 1, gdyz

2
=1———=#1dl —1.
w(z) P # axr#
Wykresem tej funkcji wynmiernej jest hyperbola

Wykres funk y={c-1)(x+1)

mplota pionowa: x=-1 Asymptota pozioma: y=1

r—1
Wykres funkcji y =
.o+l : -
Zauwazmy, ze ta hyperbola ma dwie asymptoty pozioma x = 1 i pionowa
przzechodzaca przez punkt z = —1 to jest punkt w ktérym funkcja jest

nieokreslona.

Przyklad 1.2 Rozpatrzmy funkcje wymierng

w(z) = , —00 < x < 00.

podaj
1. dziedzine
2. zbior wartosci
3. asymptoty
Dziedzina tej funkcji wymiernej jest zbior liczb rzeczywistych. Piszemy
D={reR: co<x<o00.}

Zbiorem wartosci tej funkcji jest przedzial otwarty (0, 1) liczb rzczywistych do-
datnich oznaczany symbolem R, . Istotnie, zauwazamy, ze wartosci tej funkcji
speliajaa nieréwnosé

<1, =z€R.



Wykresem tej funkcji wymiernej jest krzywa

Y=

Funkeja y=1/(x'2+1)

Asymplota pozioma y=0)

7 X
1
241
Ta funkcja wymierna ma jedna asymptote pozioma y = 0 to jest o$ x.

Funkcja wymierna

Przyklad 1.3 Rozpatrzmy funkcje wymierng

w(z) = , —o00 < x < 00.

podaj
1. dziedzine
2. zbior wartosci
3. asymptoty

Dziedzina tej funkcji wymiernej jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, gdyz
mianownik 22 4+ 1 > 1 jest dodatni dla kazdego rzeczywistego x € R. Piszemy

D={reR: co<z<o00.}

Zbiorem wartodci funkcji jest przedzial [—1,1) liczb rzezywistych. Mi-
anowicie, tatwo sprawdzamy nieréwnosc:

2 _
_1<:B 1

< 1.




Wykresem tej funkcji wymiernej jest nastepujaca krzywa:

Kres funkeji y=('2-1 J(x"2+1)

x?—1

Funkc;j i = —
unkcja wymierna y o

Ta funkcja wymierna ma jedna asymptote pozioma y = 1 dla —oo < x < o0.

Zadanie 1.1 dla nastepujgcej funkcji wymiernej:

() wlr) =2
(i) ()= 5.

podaj
1. dziwdzine
2. zbior wartosci
3. posta¢ utamka prostego

4. asymptoty

1.1.2 Rozklad funkcji wymiernych na ulamki proste

Utamkiem prostym nazywamy nastepujace funkcje wymierne:

A A Ax+ B Ax+ B
r—a (z—a)k’ 22+pr+q (224 pr+q)F

p? —4q < 0.

Przyklad 1.4 Roztoz funkcje wymierng na utamki proste
20 — 1
x?—1

w(z) =

podaj
1. dziwdzine

2. zbior wartosci
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3. posta¢ utamka prostego

4. asymptoty
Rozwiazanie. Dziedzina tej funkcji wymiernej jest zbidr liczb rzeczywistych
dla ktérych mianownik jest rézny od zera. To znaczy
D={reR: *-1=(x-1)(z+1)#0}={r€R: (x#1)U(x#-1)}
Rozkladu tej funkcji wymiernej szukamy metoda wspétczynnikéw nieoznac-
zonych. Mianowicie, znajdziemy A i B takie, ze nastepujaca réwnosé¢ zachodzi

2z — 1 2z — 1 A B

w(z) = 221 (x —1)(z+1) a1 +1’—|—1

dla kazdego = € D z dziedziny funkcji w(z), to znaczy dla kazdego = # —1

lub z # 1
Zatem, wspotczynniki A i B wyznaczamy z tozsamosci

2r — 1 A B

= +
(x—1)(z+1) x—1 x+1
ktora jest speliona dla kazdego x € D z dziedziny funkcji, to znaczy dla
kazdego x # —1 lub x # 1.

Napiszemy ta tozsamos¢ we wspdlnym mianowniku
2z —1 A(z+1)+B(x—1) (A+B)x+(A—B)

(x —1)(x + 1) (x—1D)(z+1) (x—=1)(x+1)
Poréwnujac wspotéczynniki w licznikach przy x oraz wyrazy wolne, otrzymamy
rownania na niewiadome A i B

A+B=2 A-B=-1.
Obliczamy A =B — 1 oraz (B—1)+ B =2, 2B =3.
Skad znajdujemy B = g, A:B—lzg—l :l.
Odpowiedz: Rozklad tej funkcji wymiernej na utamki proste jest nastepujacy:
2z +1 3 1
TP@o1 2z-1D) 2@+
Zadanie 1.2 Roztoz funkcje wymierng na utamki proste
7?2 -9
(x —3)(x%2+4)

w(z)

w(z) =

podaj
1. dziwdzine
2. zbior wartosci

3. posta¢ utamka prostego

4. asymptoty
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1.2 Funkcja pierwiastek kwadratowy f(z) = /z
Funkcje pierwiastek kwadratowy piszemy w symbolach

flx)=+z, lub f(z)= 27, dla x>0,
Ogodlnie, pierwiastek n—tego stopnia piszemy

fz) =¥z, b f(z) =an.

Dziedzina funkcji pierwiastek kwadratowy jest zbior liczb rzeczywistych nieu-
jemnych, to jest przedzial lewostronnie domknigty [0,00). Réwniez zbiorem
wartosci tej funkcji jest przedzit [0, 00), czyli wszystkie liczby rzeczywiste nieu-
jemne, wlaczajac zero.

Wykres funkcji pierwiastek kwadratowy

J

o Funkeja y:\/;

Funkcja pierwiastek kwadratowy
Réwnania i nieréwnosci z wyrazeniami zawierajacymi pierwiastek kwadratowy
rozwiazujemy ze szczegolna ostroznoscia majac na uwadze mozliwose bledow,
ktore moga pojawic sie w stosowaniu relacji nie réwnowaznych.

X

1.2.1 Réwnaia z wyrazeniem /x
Rozwigzywanie réwnan z wyrazeniem /x wyjasniamy w nastepujacych przyktadach:
Przyklad 1.5 RozwigZ rownanie:

x=+x, x>0.

Rozwiazanie. Naturalnie rozwiazania szukamy w dziedzinie tego rownania
, to jest w przedzle [0,00) Podnoszac stronami do kwadratu to réwnanie,
otrzymamy rownanie nie rownowazne

=z,  —00<x<o00,

ktore ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych wlaczajac liczby
ujemne. Zatem te dwa réwnania maja rézne dziedziny i dlatego nie sa rownowazne.
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Latwo znajdujemy rozwiazanie
r—2*=0, z(z—1)=0, z=0, lub z-1=0 =1

Sprawdzmy, ze oba zera funkcji = 0 lub = 1 naleza do dziedziny [0, 00).
Zatem to réwnanie ma dwa zera r = 0, © = 1.

Przyklad 1.6 Rozwigz rownanie:

Vr+l—Voe—-1=1, z>1.

Rozwiazanie. Naturalnie rozwiazania szukamy w dziedzinie tego réwnania,
to jest w przedzle (1, 00) Podnoszac stronami do kwadratu to réwnanie, otrzy-
mamy réwnanie nie réwnowazne

(@+1)=2\/(z + 1)(z — D+(a—1) =1, lub 22-2Va?—1=1 1<z <o,

ktore ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych x < —1 lub = > 1
wlaczajac liczby ujemne mniejsze od —1. Zatem te dwa réwnania maja rozne
dziedziny i dlatego nie sa réwnowazne.

To réwnanie piszmy w postaci

1
?—1==—ux, x> 1.
2

Jeszcze raz podnoszac stronami, otrzymamy rownanie tez nie réwnoazne
1 1 5
2 2 2 2
r—1l=(z—=x lub z*—1=-— lub ——==0.
( 5 ), 17 + 2% lub, =z 1
ktore ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych.

Rozwiazaniem ostatniego réwnania jest liczba z = 1 > 1, ktora nalezy do

dziedzny réwnania.
Sprawdzamy, ze

5 5 9 1 3 1
4l m—1=1, 4/>—/>=2-2=1
G- fi-i-3-3

1.3 Funkcja wykladnicza

Funkcje wykladnicza okreslamy nastepujacym wzorem:
f(z)=a", a>0, a#1.

Liczbe rzeczywista a > 0, a # 1 dodatnia i rézna od jeden nazywamy pod-
stawa funkcji wyktadniczej. Dziedzina funkcji wyktadniczej jest caty zbidr liczb
rzczywistych

D={rxeR: —oco<uz <o}
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Zbiorem wartosci funkcji wyktadniczej jest zbiér Ry liczb dodatnich.
Wykres funkcji wyktadniczej f(x) = 2%, —oco < z < 00

J

ro
=

Funkcja wykladnicza y=2'

Asymptota pozioma =0

0

Funkcja wykladnicza
Zauwazmy z wykresu, ze funkcja wyktadnicza ma jedna asymptote, ktora jest
os x. To jest zbiér punktéw (z,0) gdy wspétrzedna y = 0.
Funkcja wykladnicza f(x) = a® jest rosnaca jezeli jej podstawa a > 1. Natomi-
ast funkcja wyktadnicza f(x) = a” jest malejaca, jezeli jej podstawa 0 < a < 1.
Na rysunku funkcja f(z) = 2% jest rosnaca poniewaz jej wykres wzrasta gdy
argument r tez wzrasta.

1 1
Wykres funkcji wykltadniczej f(z) = (5)93, gdy jej podstawa 0< a = 5 < 1.
J

=

Funkcja wykladnicza y=1/2"

Asymptota pozioma =0

X

4 ) 0 2
Funkcja wykladnicza y = 1/2*
1
Widzimy z powyzszego wykresu, ze, funkcja wykladnicza f(z) = (§)z jest

malejaca, gdyz jej wykres maleje podczas gdy argument rosnie.

1.3.1 Wilasnosci funkcji wykladniczej
1. Wartosc funkcji wykladniczej w zerze x = 0 rowna jest jeden.
f(0) =1, poniewaz  f(0) =a’ =1,

dla kazdej podstawy a > 0.
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2. Wartosce funkeji wyktadniczej dla x = 1 rowna jest podstawie a.
f(1) = a, poniewaz f(a) =a' = a,
3. funkcja wykladnicza od sumy argumentow rowna jest iloczynowi wartosci

[l + 1) = f(z) « f(2)

Istotnie sprawdzamy, ze
flx+t)=a"""=a"xa'" = f(x) * f(t)

4. funkcja wykladnicza od roznicy argumentow rowna jest ilorazowi wartosci

Rzeczywiscie sprawdzamy, ze

a® _ f(z)

for—t)=a""=a"xa"'= — =2

at f(t)
5. funkcja wyktadnicza od iloczynu argumentow rowna jest potedze

flaxt) = (f(z))'

Sprawdzamy, ze

flaxt)=a"™" = (") = (f(2))

6. funkcja wyktadnicza od argumentu ”* rowna jest pierwiastkowi n-tego

stopnia z wartosci m-tej potegi

Mianowicie

Przyklad 1.7 Oblicz wartos¢ wyrazenia

3¥x37°
Rozwiazanie:
W tym przyktadzie stosujemy wiasnos™ 2 do funkcji wykltadniczej
f(z) = a”
gdy podstawa a = 3 i argumenty x = 8 i x = —5. Zatem stosujac wlasnosc 2,
obliczamy

f3)* f(—=5)=3%%x37°=3"°"=3%=27
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Przyklad 1.8 Oblicz wartos¢ wyrazenia
3% % 127

Rozwiazanie:
Korzystajac z wlasnosci funkceji wyktadniczej, obliczamy

3% %127 =33 % (3%4)7 =37 %37 %47 = 3572 x /4 =32%2 =18

Zadanie 1.3 Oblicz wartosé wyrazenia

Zadanie 1.4 Rozpatrz funkcje wyktadniczg
f(z) = 2%, —o0 < < 00.
Naszkicuj wykres funkcji wyktadniczej
y=flx—1)+1, —00 < T < 0.
w uktadzie wspotrzednych x,y
Oblicz wartosé funkcji f(x — 1) + 1 dla x = 3.
1.3.2 Roéwnania wykladnicze

Réwnania wykladnicze i nieréwnosci wkladnicze rozwiazujemy korzystaja z
nastepujacych wlasnosci:

e funkcja wykladnicza f(x) = a® > 0 jest dodatnia na calej osi liczbowe;
dla —oo < x < 00.

e zbidrem wartosci funkcji wykladniczej sa wszystkie liczby dodatnie,
R+ = (0, OO)

e funkcja wyktadnicza f(0) = 0 dla kazdej podstawy a > 0, a # 1

e funkcja wyktadnicza f(z) = a” jest rosnaca na calej osi liczbowej
—00 < T < 00, jezel podstawa a > 1.

e funkcja wyktadnicza f(z) = a” jest malejaca na catej osi liczbowej
—00 < T < 00, jezel podstawa 0 < a < 1.

Nizej podajemy przyklady rozwiazan réwnan wyktadniczych
Przyklad 1.9 RozwigZ réownanie

2% _ 34924+ 2=0
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Rozwiazanie. Dziedzina tego réwnania jest caly zbior liczb rzczywistych R.
Teraz, to rownanie napiszemy w postaci

(2°)2 —3%2"+2=0
Stosujac podstawienie t = 2%, otrzymamy rownanie kwadratowe
2 —3t+2=0, A=(=32—-4%2=1.
Oblicczamy pierwiastki tego réwnania

_3=VI_ o 3+V1
2 7 2
Wracajac do zmiennej x, obliczamy rozawiazanie:
Jezeli2® =1,to = =0.
Jezeli2* =2, to =z =1.

t1

Przyklad 1.10 Rozwigz rownanie

2z—1
33171 = 9
Rozwiazanie. Dziedzina tego réwnania jest zbior liczb rzezywistych roznych
od 3. to znaczy D =r — {3}.
Teraz, to rownanie napiszemy w postaci

2z—1

33171 = 32
Skad mamy réwnie
20 — 1
= 2’
3 —1

Obliczamy rozwiazanie

1
20 —1=23zx—-1), 2x—1=6x—2, 4z =1, T=7

Zadanie 1.5 Rozwigz rownanie

3 +27Tx37"—12=0.

Zadanie 1.6 Rozwigz rownanie

523 = 925,

1.4 Funkcja logarytmiczna

Funkcja logarytmiczna jest funkcja odwrotna do funkcji wyktadniczej. To
znaczy, jezeli funkcja wykladnicza ustala zaleznos¢ zmiennej y od zmiennej x
wzorem

y=a", a>0, a#1l
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to funkcja odwrotna ustala zalezno$¢ zmiennej z od zmiennej y wzorem
x =1log, vy, y > 0.

Wrtedy stata a > 0, a # 1 nazywamy podstawa logarytmu.
Na przyktad logarytm dziesigtny, gdy a = 10 piszemy

x = logyo vy, dla y >0

Logarytm dziesietny jest zwiazany z systemem liczbowym pozycyjnym dziesietnym
i ma charakter podstawowy-standardowy. Bez istotnej zmiany, mozemy za-
mienic role zmiennych x i y. Mianowicie, zmienna niezalezna oznaczamy litera

x, natomiast zmienna zalezna oznaczamy litera y, ktora zalezy od .

Dlatego logarytm dziesietny jest oznaczany symbolem

y =log x, x>0,

bez pisania podstawy logarytmy 10.

1.5 Logarytm naturalny

Logarytme naturalny jest odwrota funkcja do funkcj potegowej
y=e", lub y = Explz], —00 < 2 < 00.
Tutaj podstawa
e = 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995...;
jest liczba rzeczywista o nieskonczonej ilosci cyfr.

J

Asymptotd pionowa ¥=0

Funkcja logaryimiczna y=Loglx]

0

Wykres funkcji logarytmicznej y = Log x o podstawie a = 10.

1.5.1 Wilasnosci funkcji logarytmicznej
1. Wartosc funkcji logarytmicznej dla x = 1 rowna jest zero.

g(1) =log, 1 =0, poniewaz a® =1, a >0, a# 1.



2. Wartosc funkcji logarytmicznej dla x = a rowna jest jeden.
g(a) = log, = 1, poniewaz a* =a, a>0, a# 1.
3. funkcja logarytmiczna od iloczynu argumentow rowna jest sumie wartosci
log, x xt =logax +log, t, >0, t>0, a>0, a#1.
W symbolach ogolnych ta wlasnosc piszemy
g(x) =log, z, g(xxt)=g(x)+g(t), x>0, t>0.
Istotnie sprawdzamy, ze
1 = log, x, to r=a¥, a>0, a#1,
Yo = log, t, to t=a"2, a>0, a# 1.
Skad znajdujemy
xxt = a *xa”? =a""™2, a>0, a# 1.
log, xxt = log, a¥™¥2 =y + yo = log, © + log, t
4. funkcja logarytmiczna od ilorazu argumentow rowna jest roznicy wartosci
loga%:logaz—logat, x>0, t>0, a>0, a#1.
W symbolach ogolnych ta wlasnosc piszemy
x
g(z) =log, =, g(3)=g(z) —g(t), >0, t>0.
Istotnie sprawdzamy, ze
11 = log, x, to r=a¥, a>0, a#1,
Yo = log, t, to t=a"2, a>0, a# 1.
Skad znajdujemy

T a’t
— = —=a""", a>0, a#l.
t aYy?
r y1—y
lOga? = log, a'™%2 =y —yy = log, * — log, t
5. funkcja logarytmiczna od argumentu z*, k = 0,1,2,,3,...,; rowna jest

iloczynowi wyktadnika potegi k razy logarytm podstawy potegi x
log, 2* = k xlogax, x>0, k=0,1,2,3,..;

Wrtasnose ta bezporednio wynika z wiasnosci 2 o logarytmie z iloczynu.
Mianowicie

log, z* =log, x*x*---xx =log, x+log, x+---+log, x = kxlog, x

k k
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6. funkcja logarytmiczna od argumentu = rowna jest logarytmowi
log T =mxlog /x

Mianowicie sprawdzamy korzystajac z wtasnosci funkcji logarytmiczej i
wykladniczej

log, x= =log, Yz +log, Vx4 ---+log, ¥z =mxlog, z.

m

7. Przy zalozeniach a > 0, a # 1, ¢ > 0, ¢ # 1, b > 0, mozemy zmienic¢
podastawe a logarytmu log, b na podstawe ¢ wedlug wzoru

log . b

log, b=
log. a

Dla sprawdzenia tego wzoru wprowadZzmy oznaczenia
p=log, b, g=log. b, r=1log, a
Z definicji logarytmu mamy

b=aP, b=c1, a=c

Skad wynika rownose

b= ()P, b= P,
log. b=p=x*rlog.c, log.c=1,
log.b=p=xr, log.b=log, b *log.a,
log.b
log, b = ;
log.a

8. W przypadku ¢ = b zamiana podstawy z liczba logarytminowana b prowadzi
do odwrotnosci logarytmu

1

logeb = ——
log, a

Rzeczywiscie z wlasnosci 7, dla ¢ = b mamy

_logyb 1

logab bo log,b=1

~ logya log,a’
Przyklad 1.11 Oblicz logarytm
(1) log, 64, (17)  logs 125
Prosto z definicji logarytmu obliczamy
(i)  logy64 =1log,26 =6, bo 25 =64,

i) logs125 =1log:5° =5 bo 55 = 125.
5 5
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Przyklad 1.12 Oblicz wartos¢ wyrazen logarytmicznych

log. 625
) ==
0g3 5
- logg 5
(i) og, 5

(ii7) logy(log, \/5) — log,(log, 5),

Korzystajac z wlasnosci logarytmow, obliczamy

log; 625  logy5'  4logyh
logs5  logy5  logyh

(7)

(i) loggd  logyd 1 1
log, 5 log,8log, 5  logy,23 3
. log, \/5 1 log, \/5 1
log,(1 5) — log,(log, 5) =1 = = log, = = —1
(iii) log,(log, V5) — log,(log, 5) = log, og35 ~ 7" log. v — %23

Przyklad 1.13 Oblicz wartos¢ wyrazen logarytmicznych
(4) logy(log, 16),
(17) logs(logs 125).
Korzystajac z wlasnosci logarytmow, obliczamy
(1) logy(log, 16) =log,2log,4 =log,2 =1,

(ii) logs(logs 125) = logs logs 5° = logz 3logs 5 = logy 3 = 1,

Zadanie 1.7 Oblicz logarytm
(1) logs81, (1) log; 16807

Zadanie 1.8 Oblicz wartosé wyrazen logarytmicznych

log- 3125
G)
0g7 5
. logg8
(i1) g, 2

(ii7) logs(logs ﬁ) — logs(logs 7),

Zadanie 1.9 Oblicz wartosé wyrazen logarytmicznych

(1) logs(logs 3125),
(17) log,(log; 6561).
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1.6 Rownania logarutmiczne

Rownanie w ktorym niewiadoma wystepuje pod znakiem logarytmu nazywa sie
rownaniem logarytmicznym. Rozwiazujac rownanie logarytmiczne w pierwszej
kolejnosci nalezy okre:sli¢ dziedzing rownania. To jest ten zbior argumentu z
dla ktorego rownanie logarytmiczne ma sense liczbowy. W dziedzinie rownania
logarytmicznego szukamy jego pierwiastaka. Okreslenie dziedziny rownania
jest istotne, poniewaz rozwiazujac rownianie orginalne przeksztalcamy to rownania
w rownania o prosztrzej strukturze, ktore moga miec pierwiastki z poza dziedziny
rownania orginalnego, nazywane pierwiastkami obcymi. Metody rozwiazywania
rownan logarytmicznych oparte sa na wilasnosciach funkcji logarytmicznej i
wykladniczej. Nizej na przyktadach wyjasniamy sposoby rozwiazywania rownan
logarytmicznych.

Przyklad 1.14 Rozwigz rownanie

Rozwiazanie:

Najpierw okreslamy dziedzine rownania logarytmicznego. Mianowicie, loga-
rytm jest okreslony tylko dla dodatnich wartosci argumentu z. Zatem dziedzina
tego rownania jest zbior x > 0. piszemy

O<z<oo lub =z € (0,00).
Z definicji logarytmu jako funkcji odwrotnej do funkcji wykladniczej wynika
TOWNOSC
x =2"=16.

Sprawdzamy, ze rozwiazanie x = 16 € (0,00) nalezy do dziedziny rownania
oraz
log, 2* = 4log,2 =4, log,2=1.

Przyklad 1.15 Rozwigz rownanie
logs(5 — ) + logs (5 + x) = 2

Rozwiazanie:
Najpierw okreslamy dziedzine rownania logarytmicznego. Mianowicie, loga-
rytm jest okreslony tylko dla dodatnich wartosci argumentu

o—xz>0 ¢ S5+z>0.
Zatem dziedzina tego rownania jest zbior
x <5 lub x > —b.
Wtedy piszemy dziedzie tego rownania jako odcinek otwarty

—5<x <5 lub x € (=5,5).
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Z wlasnosci sumy logarytmow wynika rownosc

logs(5 — ) +logg (5 + x) = logs(5h — x)(5 + x) = 2.
Z definicji logarytmu mamy rownosc

(5—2)5+x)=3% Iub 25—2*=9 lub z* = 16.
Obliczamy pierwiastki kwadratowe

Va2 =z, V16 =4.
Skad mamy dwa rozwiazania
gdy |x| =4 to xy=—-4 lub xy=4.

Sprawdzamy, ze rozwigzanie r1 = —4 € (=5,5) i 2 = 4 € (—5,5) nalezy do
dziedziny rownania

logy(5+4) +logs(5—4) = logy9x1=1logy3* =2
oraz
logy(5—4) +logz(5+4) = logz1+9=1logy3*=2.

Zauwazamy, ze oba rozwiazania r; = —4 € (—5,5) iz =4 € (=5, 5) naleza do
dziedziny tego rownania. Zaznaczmy dziedzineg i rozwiazanie na osi liczbowej

) T, = —4 0 To = 4 5
Os liczbowa. Dziedzina rownania przedzial otwarty (—5,5)

Przyklad 1.16 Rozwigz rownanie
logs(z — —2) +logg(z —4) =1

Rozwiazanie:
Najpierw okreslamy dziedzine rownania logarytmicznego. Mianowicie, loga-
rytm jest okreslony tylko dla dodatnich wartosci argumentu

r—2>0 1 x—4>0.
Zatem dziedzina tego rownania jest zbior
x> 2 lub x > 4.

Wtedy piszemy dziedzie tego rownania jako odcinek nieskonczony lewo stron-
nie otwarty
x >4 lub x € (4,00).
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7 wlasnosci sumy logarytmow wynika rownosc
logs(z — 2) + logg(z — 4) = logg(z — 2)(z — 4) = 1.
Z definicji logarytmu mamy rownosc
(x—2)(x—4)=3", lub 2> —62+8=3 lub 2> — 6z +5=0.

Obliczamy pierwiastki rownania:
Wyrdznik rownania
2®— 6z +5=0

o wspotezynnikach a = 1,= —6, ¢ =5
A=V —4xaxc=6—4x1%5=36—20=16.

Skad obliczamy pierwiastki rownania
1 6—4 6+4
=56 VI0) = =1, = (6+ V) :% _5.
Sprawdzamy, ze obcy pierwiastek 7 = 1 ¢ (4,00) nie nalezy do dziedziny

rownania, natomiast pierwiastek xo = 5 € (4, 00) nalezy do dziedziny rownania.
Zatem sprawdzamy, ze drugi pierwiastek xo = 5 spelnia rownanie

logs(5 —2) +1logg(b —4) = logz3+1=1logs3 =1

N | —

Zauwazamy, ze tylko pierwiastek zo = 5 € (4,00) nalezy do dziedziny tego
rownania. Zaznaczmy dziedzineg i rozwiazanie na osi liczbowej

1 Asy@mptoty O z gdy yo= 01 08 ygedy = =0 T0=5

Os liczbowa. Dziedzina rownania przedzial otwarty (4, 0o)

Przyklad 1.17 Rozwigz rownanie

log,(log, z) = 1.

Rozwiazanie:
Dziedzina tego rownania jest zbor tych x dla ktorych

logy x>1, x>4, x¢€ (4,00)
Z definicji logarytmu wynika rownosc
log, v =2 ax=4% =16

Rozwigzanie = 16 € (4,00) nalezy do dziedziny. Sprawdzamy, ze z = 16
spelia rownanie

log,(log, 16) = log,(log, 4%) = log,(2log, 4) = log,2 = 1
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1.6.1 Zadania

Zadanie 1.10 Rozwiqgz rownanie
log, z =3
Zadanie 1.11 Rozwiqgz rownanie
log,(1 — z) —log,(1 + x) = 0.
Zadanie 1.12 Rozwiqgz rownanie
logy(z — 1) +logy(z —2) =1
Zadanie 1.13 Rozwiqgz rownanie

log,(logg =) = 1.



